
Analiza* Seria 2

Wszystkie zadania sa֒ po 10 punktów, mimo iż sa֒ bardzo różnej trudności
(wzgle֒dnej) i niektóre sa֒ bardzo Ãlatwe.

Zad. 1.
Niech f : (a,+∞) → R be֒dzie funkcja֒ dwukrotnie różniczkowalna֒. ZaÃlóżmy,

że liczby
Mk = sup{|f (k)(x)| : x ∈ (a,+∞)}

sa֒ skończone dla k = 0, 2. Pokazać, że liczba M1 też jest skończona i zachodzi
nierówność

M2
1 ≤ 4M0M2.

Pokazać przykÃlad funkcji speÃlniaja֒cej warunki zadania dla której zachodzi równość.

Zad. 2.
Niech f : R → R be֒dzie funkcja֒ (2n)-krotnie różniczkowalna֒, n ≥ 1.

ZaÃlóżmy, że liczby
Mk = sup{|f (k)(x)| : x ∈ R}

sa֒ skończone dla k = 0, 1, ..., 2n. Pokazać, że

M2
n
≤ 2n

2

M0M2n.

Zad. 3.
Niech P be֒dzie wielomianem rzeczywistym stopnia ≤ n, gdzie n ≥ 1. Po-

kazać, że
max

−1≤x≤1
|P ′(x)| ≤ n2 max

−1≤x≤1
|P (x)|

i podać dla każdego n przykÃlad pokazuja֒cy, że zachodzi równość.

Zad. 4.
Niech P be֒dzie wielomianem rzeczywistym stopnia n ≥ 1 o najstarszym

wspóÃlczynniku równym 1. ZaÃlóżmy, że dla każdego punktu x ∈ [a, b] mamy
|P (x)| ≤ 2. Pokazać, że b − a ≤ 4. Pokazać przykÃlad wielomianu dla którego
zachodzi równość.

Zad. 5.
Zbadać zbieżność punktowa֒ i jednostajna֒ cia֒gu funkcyjnego fn(x) = nx

n+x2

1. na prostej R,

2. na przedziale [−a, a], a > 0.
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