
Analiza* Seria 10

Zadania 1− 5 s ↪a po 10 punktów.

Zad. 1.
Niech f : R → R b ↪edzie funkcj ↪a o okresie 2π tak ↪a, że f(x) = x3 dla x ∈

[−π, π). Pokazać, że szereg Fouriera tej funkcji jest zbieżny dla każdego x ∈
R i obliczyć sum ↪e tego szeregu Fouriera. Pokazać, że jeśli an i bn oznaczaj ↪a
odpowiednie wspó lczynniki szeregu Fouriera, to

∞∑
n=1

b2n =
2π6

7
.

Zad. 2.
Czy istnieje taka funkcja ci ↪ag la f : [0, 1]→ R, że f(0) = f(1),∫ 1

0

xf(x) dx = 1

oraz ∫ 1

0

xnf(x) dx = 0

dla n = 0, 2, 3...? Czy odpowiedź si ↪e zmieni jeśli nie zak ladać, że f(0) = f(1)?

Zad. 3.
Niech f, g : R→ R b ↪ed ↪a ci ↪ag lymi funkcjami okresowymi o okresie 1. Pokazać,

że

lim
n→∞

∫ 1

0

f(x)g(nx) dx =

∫ 1

0

f(x) dx ·
∫ 1

0

g(x) dx.

Zad. 4.
Obliczyć ∫ 1

0

arctg t

t
√

1− t2
dt.

Zad. 5.
Pokazać, że jeśli P = [a, b] ⊂ R dla pewnych rzeczywistych a < b, to

lim
n→∞

∫ b

a

cos(nx) dx = lim
n→∞

∫ b

a

sin(nx) dx = 0.

Użyć tego do pokazania, że jeśli {an} jest rosn ↪acym ci ↪agiem liczb naturalnych,
to zbiór tych x ∈ [0, 2π] dla których ci ↪ag {sin(anx)} jest zbieżny nie zawiera
żadnego domkni ↪etego przedzia lu.
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