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1 Metryzacja struktur zgrubnych

Podczas poprzednich referatéw wprowadziliémy pojecie struktury zgrubnej. Pokazalidémy takze,
jak w naturalny sposob okredli¢ strukture zgrubna na dowolnej przestrzeni metrycznej oraz na
przestrzeni topologicznej z ustalonym uzwarceniem. W dalszej czeéci bedziemy badaé zwiazki
miedzy tymi strukturami zgrubnymi. Wpierw jednak przypomnijmy kilka definicji.

DEFINICJA 1.1. Struktura zgrubng na X nazywamy zbior &, ktérego elementami sa podzbiory
X x X, zawierajacy przekatna Ax = {(z,z): © € X} oraz zamkniety ze wzgledu na branie
podzbioréw, odwrotnosci, produktéw i skonczonych sum. Elementy zbioru £ nazywamy zbiorams
kontrolowanyma.

FAKT 1.2. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczng. Zbior
E={FC X x X: sup{d(z,2'): (z,2) € E} < 400}
jest struktura zgrubna na zbiorze X.

DEFINICIA 1.3. Powyzszy zbiér € nazywamy ograniczong strukturg zgrubng odpowiadajaca me-
tryce d.

FAKT 1.4. Niech X bedzie parazwartg i lokalnie zwarta przestrzeniag Hausdorffa, za$ X jej uzwar-
ceniem. Woéwczas zbiér
E={FCXxX:cdlECXxXUA%x}

jest spojna struktura zgrubna na X.

DEFINICIA 1.5. Powyzszy zbior & nazywamy topologiczng strukturg zgrubng dla przestrzeni X i
jej uzwarcenia X, badz tez, krécej, topologiczna struktura zgrubna dla X C X.

DEFINICIA 1.6. Strukture zgrubna na zbiorze X bedziemy nazywac metryzowalna, jedli jest ona
ograniczong struktura zgrubng odpowiadajaca pewnej metryce na X.

Przypomnijmy, ze

DEFINICJA 1.7. Powiemy, ze przestrzen metryczna X jest wlasciwa, gdy kazdy zbiér domkniety
i ograniczony w X jest zwarty w X.

FAkT 1.8. Niech (X, d) bedzie wlasciwa przestrzenia metryczna. Woéwczas ograniczona struk-
tura zgrubna na X odpowiadajaca metryce d réwna jest topologicznej strukturze zgrubnej dla
uzwarcenia Higsona przestrzeni X.



FakT 1.9. Niech X bedzie nieskonczong przestrzenia dyskretna oraz

E={FCX xX: supmax(E", E,) < oo}.
zeX

Wowezas € jest struktura zgrubna, nazywamy ja uniwersalng strukturg ograniczong na X. Jej
uzwarceniem Higsona jest uzwarcenie jednopunktowe X, za$ topologiczng struktura zgrubng dla
X C X jest antydyskretna struktura zgrubna.

Mozemy teraz sformulowaé pierwszy przyklad niemetryzowalnej struktury zgrubne;j.

FAKT 1.10. Uniwersalna struktura ograniczona na X nie jest metryzowalna.

Dowdd. Nie wprost. Gdyby uniwersalna struktura ograniczona na X byla metryzowalna, to na
mocy faktu 1.8 bylaby ona réwna topologicznej strukturze zgrubnej dla uzwarcenia Higsona
przestrzeni X, ktéra jest na mocy faktu 1.9 antydyskretna struktura zgrubna. Ale uniwersalna
struktura ograniczona jest istotnie mniej zgrubna od struktury antydyskretne;j. (|

Bedziemy w dalszej czesci badaé, jakie struktury zgrubne sa metryzowalne. Najpierw jednak
udowodnimy, ze pewna klasa struktur zgrubnych zmetryzowaé si¢ w ogdle nie da.

TWIERDZENIE 1.11. Niech X bedzie lokalnie zwarta przestrzeniag Hausdorffa, zas X jej metry-
zowalnym uzwarceniem. Wéwczas topologiczna struktura zgrubna dla X C X nie jest metryzo-
walna.

Dowdd. Nie wprost. Przypu$émy, whrew tezie, ze istnieje metryka d na X taka, ze ograniczona
struktura zgrubna £ odpowiadajaca metryce d réwna jest topologicznej strukturze zgrubnej dla
X cX.

Ustalmy punkt = € 9X. Skonstruujemy ciag (zx) punktéw z X zbiezny do x. Mozemy to uczynié,
biorac za zy, dowolny punkt ze zbioru B(z, +) N X. Ten zbidr jest niepusty, bo X jest gesty w X.
Rozwazmy teraz zbiér E, = {(zn,zr): k = 1,2,...}. Wowczas (zn,x) € clE,, czyli clE, ¢
X x X UAg. Zatem E,, ¢ &, z czego wnioskujemy, ze metryka d rozpatrywana jako funkcja
d(xy, ) jest nieograniczona dla kazdego n.

Dla kazdego n, korzystajac z nieograniczonosci metryki d po wspéirzednych dla ciagu (z,),
wybieramy y,, € {zx: k > n} takie, ze d(zp, yn) = n. Wowczas zbiér F = {(x,yn): n=1,2,...}
spelnia warunek cl F C X x X U (z,x), czyli F € €. Ale sup{d(z/,2"): (¢/,2") € F} = 40,
co lezy w sprzeczno$ci z zalozeniem, ze £ jest ograniczona struktura zgrubng odpowiadajaca
metryce d. O

Warto podkreslié, ze zalozenie o metryzowalnosci X jest istotne.

Powyzsze twierdzenie mozna czeéciowo odwroécié. Na poprzednim referacie pokazaliémy nastepu-
jaca wlasno$é¢ uzwarcen Higsona:

FAkT 1.12. Uzwarcenie Higsona h X wlasciwe]j przestrzeni zgrubnej X jest uniwersalnym uzwar-
ceniem zgrubnym w nastepujacym sensie: dla kazdego innego uzwarcenia zgrubnego X istnieje
rozszerzenie identycznosci na X do ciaglej surjekcji hX na X.

Mozemy teraz przedstawié

TWIERDZENIE 1.13. Niech X bedzie wlasciwg przestrzenia metryczna z ograniczona struktura
zgrubna. Wowczas uzwarcenie Higsona przestrzeni X nie jest metryzowalne.



Szkic dowodu. Istnieje metryka d na X taka, ze struktura zgrubna £ na X jest ograniczong
struktura zgrubng na X odpowiadajaca metryce d. Wéwczas na mocy tw. 1.8, £ réwna jest
topologicznej strukturze zgrubnej dla uzwarcenia Higsona hX przestrzeni X. Ale skoro hX jest
uniwersalnym uzwarceniem zgrubnym, to istnieje ciagla surjekcja X na uzwarcenie Stone’a-
Cech’a przestrzeni X na hX. Ale skoro uzwarcenie Stone’a-Cech’a nie jest metryzowalne, to hX
réwniez. |

Przypomnijmy, ze zachodzi nastepujacy

FAKT 1.14. Niech S bedzie rodzing podzbioréw X x X. Wéwczas istnieje najmniejsza struktura
zgrubna & na X zawierajaca S.

DEFINICIA 1.15. Powyzsza strukture zgrubna £ nazywamy struktura zgrubna generowang przez
S. Gdy zbior S jest przeliczalny, to strukture £ nazywamy przeliczalnie generowang. Analogicznie,
gdy zbiér S jest skonczony, to strukture £ nazywamy skoriczenie generowang.

PRzZYKEAD 1.16. Niech X bedzie dowolna przestrzenia, zas x i y beda réznymi punktami z X.
Woéwezas struktura zgrubna generowana przez {(x,y)} jest zlozona z wszystkich podzbioréw
zbioru Ax U {(z,y), (y,z)}.

TWIERDZENIE 1.17. Struktura zgrubna na X jest metryzowalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest
przeliczalnie generowana.

Dowdd. Zalézmy, ze struktura zgrubna £ na X jest metryzowalna, czyli ze istnieje metryka d
na X taka, ze £ jest ograniczona struktura zgrubna odpowiadajaca metryce d. Wéwczas &£ jest
generowana przez zbiory E,, = {(z,2'): d(z,2') <n} dlan=1,2,....
Teraz zal6zmy przeciwnie, ze £ jest generowana przez przeliczalna rodzing zbioréw E,, C X x X,
gdzie n = 1,2,.... Zdefiniujemy przez indukcje ciag (F,,) podzbioréw X x X. Niech Fy = Ax
oraz dla n > 0 potézmy

F,=(F,_10F, 1)UE,UE, "
Przypomnijmy, ze E' o E” = {(2/,2"): Jpex (2’,x) € E',(z,2") € E"} dla kazdych E’, E" oraz
ze B, ={(2/,2): (x,2') € E,}.
Wowezas zbiory F,, sa symetryczne (czyli F,, = F; 1) i spelniaja warunek Ax C F,,_1 C Fy,_1 0
F,_1 C F,. Latwo wykazaé, ze rodzina F wszystkich podzbiorow X x X, ktére zawieraja sie
w ktoryms$ ze zbioréw F),, jest struktura zgrubna na X. ZamknietoS¢ na branie podzbioréw
i odwrotnodci jest oczywista. Jesli F, F' € F to istnieja n i m takie, ze FF C F,, 1 F/ C Fy,.
Woéwezas F, F' C Fy, gdzie k = max(n,m) oraz FoF' C Fyo Fy, C Fyy1 1 FUF' C Fy.

Poniewaz wszystkie generatory E, naleza do F, to zachodzi £ C F. Z drugiej strony kazdy F),
nalezy do &£, a wiec F C £. Zachodzi zatem £ = F i zbiory F,, generuja .

Teraz wprowadzmy metryke d nastepujaco:

d(z,2") = inf{n € N: (z,/z) € F,,}
Trzeba wykazac, ze d rzeczywidcie jest metryka. Wystarczy sprawdzi¢ nieréwnosé trojkata. Roz-
wazmy parami rézne z,z’, 2" € X iniech n = d(x,2’), m = d(a', 2"). Wéwczas (z,2') € F,, C F,
oraz (z',2") € F,,, C Fy, gdzie k = max(n,m). Zatem (z,z") € Fy, o F}, C Fjy1, czyli

d(z,2") < k+1=max(d(z,z’),d(z',2")) + 1 < d(z,2") + d(2', 2",

bo d(z,2') > 1id(z,2") > 1. O



Zauwazmy, ze metryka d wprowadzana w powyzszym dowodzie moze przyjmowaé¢ wartosé 4oo.
Drzieje sie tak wtedy i tylko wtedy, gdy struktura zgrubna £ nie jest spéjna. Przypomnijmy, ze

DEFINICJA 1.18. Strukture zgrubna na X nazywamy spdjng, gdy kazdy punkt z X x X nalezy
do pewnego zbioru kontrolowanego.

PRzZYKEAD 1.19. Rozwazmy dwie kopie Ny i Ny przestrzeni N z naturalna metryka. Niech X =
N; UNj oraz d bedzie metryka na X dziedziczona ze skladowych, przy czym dla x; € Ny, x5 €
Ny okre$lamy d(x1,x2) = +o00. Wowcezas ograniczona struktura zgrubna na X odpowiadajaca
metryce d nie jest spdjna.

Aby to zobaczy¢, wygodnie jest utozsami¢ Ny i Ny odpowiednio z dodatnimi i ujemnymi liczbami
catkowitymi.

PRZYKEAD 1.20. Przypomnijmy, ze dyskretng strukturg zgrubng na X nazywamy strukture zgru-
bna zlozona ze wszystkich podzbioréow X x X, ktére zawieraja tylko skoniczenie wiele punktéw
poza przekatna Ax. Okazuje sig, ze dyskretna struktura zgrubna na zbiorze przeliczalnym jest
metryzowalna.

Dla przyktadu pokazemy, ze dyskretna struktura zgrubna £ dla N jest metryzowalna. Okreslimy
metryke d na X taka, ze £ bedzie ograniczong struktura zgrubna odpowiadajaca metryce d.
Niech

max(x, ' dy x # 2’
d(CC, I/) — ( ) g y 7& )
0 gdy z = 2’.
Aby wykazaé, ze d rzeczywiscie jest metryka, wystarczy sprawdzi¢ nieréwnosé tréjkata.

Jako ze & jest ograniczona struktura zgrubna odpowiadajaca metryce d, to
E={ECXxX:3yenEC{l,..., M} x{1,..., M} U Ay}

Zatem elementy struktury zgrubnej £ zawieraja poza przekatna tylko punkty z pewnego skonczo-
nego kwadratu, czyli, krétko moéowiac, zawieraja tylko skonczenie wiele punktéw poza przekatna.

Zbadamy nieco dokladniej te struktury zgrubne, ktére majg mato generatoréow.

DEFINICIA 1.21. Powiemy, ze struktura zgrubna na X jest monogeniczna, gdy jest generowana
przez tylko jeden podzbior X x X.

FAKT 1.22. Jedli struktura zgrubna na X jest skonczenie generowana, to jest monogeniczna.

Dowdd. Zatézmy, ze struktura zgrubna £ na X jest generowana przez zbiory E1, ..., E, C X xX.
Niech £’ bedzie struktura zgrubna generowana przez £ = E1U- - -UE,,. Poniewaz £ jest zamknieta
ze wzgledu na branie skonczonych sum, to E € &, czyli £’ C €. Z drugiej strony, £’ jest zamknieta
ze wzgledu na branie podzbioréw, wiec E1,...,E, € £, bo E1,...,E, C E. Zatem zachodzi tez
EC & W zwiazku z tym € = &', czyli £ jest generowana przez E. O

Rzecz jasna, kazda monogeniczna struktura zgrubna jest na mocy twierdzenia 1.17 metryzo-
walna. Nietrudno sprawdzié, ze nie kazda metryzowalna struktura zgrubna jest monogeniczna;
za przyklad moze tu postuzy¢ dyskretna struktura zgrubna na zbiorze przeliczalnym.

Ponownie dokonamy przypomnienia kilku pojeé potrzebnych nam w dalszej czesci. Na potrzeby
ponizszych definicji, niech X i Y beda przestrzeniami zgrubnymi.

DEFINICJA 1.23. Zbiér B C X nazywamy (zgrubnie) ograniczonym, gdy zbiér B x B jest kon-
trolowany.



DEFINICJA 1.24. Powiemy, ze przeksztalcenie f: X — Y jest wlasciwe, gdy przeciwobraz zbioru
ograniczonego przy przeksztalceniu f jest ograniczony.

DEFINICJA 1.25. Powiemy, ze przeksztalcenie f: X — Y jest bornologiczne, gdy dla dowolnego
zbioru kontrolowanego £ C X x X, zbiér (f x f)(E) jest kontrolowanym podzbiorem Y x Y.

DEFINICIA 1.26. Powiemy, ze przeksztalcenie jest zgrubne, gdy jest ono wladciwe i bornologiczne.
Jesli istnieja przeksztalcenia zgrubne f: X — Y i g:Y — X takie ze fog oraz go f sa
bliskie identyczno$ci (odpowiednio na X i na Y), to przestrzenie X i Y nazywamy zgrubnie
TOWNOWAZNYMS.

TWIERDZENIE 1.27. Struktura zgrubna na X jest monogeniczna wtedy i tylko wtedy, gdy X jest
zgrubnie réwnowazna geodezyjnej przestrzeni metryczne;j.

Dowdd. Zawazmy wpierw, ze wlasnos$¢ bycia przestrzenia monogenicznag jest zachowywana przez
zgrubna réwnowazno$é przestrzeni. Jedli teraz (X, d) jest geodezyjna przestrzeniag metryczna, to
dla kazdych dwéch réznych punktéw z’, 2" z X istnieje skoniczony cigg punktéw

/! 1"
T =0, L1, L25-+-3Tm =T

taki ze d(z;, z;41) < 1 dla kazdego i oraz m < d(z’,2”) + 1. W zwiazku z tym zgrubna struktura
na X jest generowana przez zbiér F = {(z,y): d(x,y) < 1}, a zatem jest monogeniczna.

Teraz zalézmy przeciwnie, ze na X dana jest monogeniczna struktura zgrubna £, generowana
przez B C X x X. Skonstruujemy graf G nastepujaco: wierzchotkami G' beda punkty z X, zas dwa
r6zne wierzcholki x i y beda polaczone krawedzia wtedy i tylko wtedy, gdy (z,y) € E. (Punktami
w G nie sa tylko wierzcholki, ale takze wszystkie punkty z krawedzi.) Nadajmy kazdej krawedzi
dtugosé 1 i wprowadzmy na G metryke najkrotszej drogi oraz ograniczona strukture zgrubna
odpowiadajaca tej metryce.

Woéwcezas G jest zupelna przestrzenia geodezyjna. (Kazdy ciag spelniajacy warunek Cauchy’ego
jest od pewnego miejsca staly.) Zdefiniujmy przeksztalcenie f: X — G tak, ze obrazem punktu z
X jest odpowiadajacy mu wierzcholek grafu. Poniewaz f przeksztalca zbiér E w zbiér punktow
w G x G oddalonych nie dalej niz 1 od przekatnej Ag, to f jest przeksztalceniem zgrubnym.

Podobnie, zdefiniujmy przeksztalcenie g: G — X tak, ze obrazem punktu g € G jest punkt z X
odpowiadajacy temu wierzchotkowi grafu G, ktéry lezy najblizej punktu g. Punktom z G lezacym
posrodku krawedzi laczacej dwa wierzcholki przyporzadkujmy dowolny z nich. Wéwczas g jest
przeksztalceniem zgrubnym, a ponadto zlozenia f o g oraz g o f sa bliskie identycznosci, zatem
X i G sa zgrubnie réwnowazne. [l

Z uwagi na te rownowaznos¢, monogeniczne przestrzenie zgrubne bywaja nazywane zgrubnie
geodezyjnymi.



2 Hiperbolizacja przestrzeni metrycznych

Rozwazmy dowolna przestrzen metryczna. Kazda kula w tej przestrzeni jest charakteryzowana
przez jej érodek i promien. Prowadzi to w naturalny sposéb do ponizszej definicji:

DEFINICJA 2.1. Niech X bedzie przestrzenia metryczna. Woéwczas przestrzen H(X) = X x RT
nazywamy przestrzenig kul w X.

Chcieliby$my okresli¢ strukture zgrubna na H(X). Intuicyjnie mozna powiedzieé, ze kule sa bli-
skie, gdy ich przeciecie stanowi istotna czesé kazdej z nich. Wéwcezas kule powinny mieé zblizong
wielko$¢, a wiec i zblizone promienie, oraz odlegto$é miedzy ich érodkami nie powinna zbyt duza
w poréwnaniu z ich promieniami.

DEFINICJA 2.2. Przestrzen kul H(X) wraz ze struktura zgrubna generowana przez zbiér

E = {((:c,t), (', ) e H(X) x H(X): =< =<2, d(z,2') < %min(t,t’)} )

1t
2t
nazywamy przestrzeniq hiperboliczng nad X.

Na mocy twierdzenia 1.17, struktura zgrubna na H(X) jest metryzowalna. Analiza dowodu tego
twierdzenia pozwala w sposéb konstruktywny wskazaé¢ metryke na H(X), wyznaczajaca rozwa-
zang strukture zgrubna.

Metryka konstruowana w dowodzie twierdzenia 1.17 okazuje si¢ jednak bardzo niewygodna w uzy-
ciu, dlatego pokazemy, ze struktura zgrubna na H(X) jest ograniczong struktura zgrubna dla
pewnej innej metryki, jej rownowaznej.

Dla punktéw z = (z,t) oraz 2’ = (2/,t') z H(X), okreslmy metryke p nastepujaco:

d(z, ") + max(t, t'))
% '

p(z,z") = log (

Nalezy sprawdzié, ze p rzeczywiscie jest metryka. Symetria nie wymaga komentarza. Poniewaz

d(z, o) + max(t,t') _ max(t,t) max(t,t) max(t,t)
> > = ~ =1
t’ Vit V/max(t, )2 max(t,t’)

to p przyjmuje wartosci nieujemne, ponadto warto$é utamka pod logarytmem jest réwna 1 wtedy
i tylko wtedy, gdy d(z,z’) = 0 oraz t = max(¢,t') = t/, czyli gdy z = 2’.

Pozostala do sprawdzenia nieréwnosé tréjkata. Rozwazmy trzy punkty z przestrzeni H(X), mia-
nowicie z = (x,t), 2’ = (¢, ¢'), 2" = (2”,t"). Poniewaz suma logarytméw dwoch liczb réwna jest
logarytmowi ich iloczynu, to wystarczy sprawdzié, ze

d(x,2") + max(¢,t") < d(z,2") + max(t,¢') d(z',2") + max(t',t")

[t = Tt [E ¢ ’

czyli ze t' - (d(z, ") + max(t,t")) < (d(z,2") + max(t,t)) (d(z, 2") + max(t',")).

Ta ostatnig nieréwnosé¢ tatwo za$ pokazaé, korzystajac z faktu ze
t' - max(t,t") < max(¢,t') - max(', ")

oraz t' - d(x,z") < t'(d(x,2") + d(z',2")) <max(t',t") - d(z,2") + max(t,t') - d(z', 2").

)



FAKT 2.3. Struktura zgrubna przestrzeni hiperbolicznej jest ograniczong struktura zgrubna od-
powiadajaca metryce p.

Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze istnieja dodatnie stale «, 3 takie, ze
1. jedli (z,2") € E, to p(z,2") < a
2. jedli p(z,2") < B, to (2,2) € E.

Jesli (z,2) € E, to

tt \/min(¢, ) max(t,t')

= log (%\/le;i(é:i/)) + %2?;{:;;:;) < log (%\/g—l- 1) =log(vV2+1) = a.

Z drugiej strony, jesli p(z,2’) <log3 = 3, to

oz, 2') = log (d(m, )+ max(t,t’)) < log (min(t,t’)/? + max(t,t’))

d ! t,t 4 t,t
(x,2") + max(t, )<—,awigc max(t, )<
tt! 3 tt!

[SCRITEN

skad mamy (%)2 <t/t < (%)2, a wiec 3 < t/t’ < 2. Ponadto

d(x, ") + max(t, ') S d(z,z")
0 T Vi

a wiec d(z,2")/Vtt' < 3, skad otrzymujemy d(z,2’)/ min(t, ') < $v2 <
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