
Zadania z RP2 - 7

1. Dla dwóch rozkªadów µ, ν na R o dystrybuantach Fµ, Fν , odpowiednio,
de�niujemy

d(µ, ν) = inf{ε > 0 : ∀x∈RFν(x− ε)− ε ≤ Fµ(x) ≤ Fν(x + ε) + ε}.
Udowodni¢, »e d jest metryk¡ na zbiorze miar probabilistycznych na R oraz
»e ci¡g (µn) jest sªabo zbie»ny do µ wtedy i tylko wtedy, gdy d(µn, µ) → 0.

2. Niech dla n ≥ 1, X1,n, X2,n, . . . , Xrn,n b¦dzie ci¡giem niezale»nych
zmiennych losowych takich, »e dla pewnego δ > 0 mamy E|Xn,k|2+δ < ∞ dla
wszystkich n, k oraz

lim
n→∞

1

s2
n

rn∑
k=1

E|Xk,n − EXk,n|2+δ = 0.

Udowodni¢, »e jest speªniony warunek Lindeberga.

3. Zmienne losowe X1, X2, . . . s¡ niezale»ne, przy czym P(Xk = k) =
P(Xk = −k) = 1/2. Niech s2

n =
∑n

k=1 VarXk. Czy ci¡g zmiennych losowych

X1 + X2 + . . . + Xn

sn

jest zbie»ny wedªug rozkªadu, a je±li tak, to do jakiej granicy?

4. Niech X1, X2, . . . b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych
speªniaj¡cych warunki

|Xn| ≤ K p.n.,
n∑

k=1

VarXk →∞.

Udowodni¢, »e warunek Lindeberga jest speªniony.

5. Dany jest ci¡g (Xn) niezale»nych zmiennych losowych takich, »e

P (Xn = ±1) =
1

2
(1− 1

n2
), P (Xn = ±n) =

1

2n2
.

Udowodni¢, »e
X1 + X2 + . . . + Xn√

n
⇒ N(0, 1),

mimo, i» limn→∞VarXn = 2.

6. Dla n ≥ 1, zmienne (Xn,k)n,k, k = 1, 2, . . . , n, s¡ niezale»ne, i maj¡
rozkªad P(Xn,k = 1) = 1

2n
= 1− P(Xn,k = 0).

a) Wykaza¢, »e warunek Lindeberga dla ukªadu (Xn,k)n,k nie jest speª-
niony.

b) Udowodni¢, »e ci¡g (Xn,1 + Xn,2 + . . . + Xn,n)n jest zbie»ny wedªug
rozkªadu. Wyznaczy¢ rozkªad graniczny.


