
Zadania z RP2 - 8

1. Niech (Xn)n≥1 b¦dzie ci¡giem zmiennych losowych przyjmuj¡cych war-
to±ci w przedziale [0, 1] z prawdopodobie«stwem 1. Udowodni¢, »e je±li dla
ka»dego k ∈ N mamy EXk

n → 1
k+1

, to ci¡g (Xn) jest zbie»ny wedªug rozkªadu.
Wyznaczy¢ rozkªad graniczny.

2. Niech (Xn) b¦dzie ci¡giem dodatnich zmiennych losowych o tym sa-
mym rozkªadzie z g¦sto±ci¡

g(x) =
1√
2πt3

exp(− 1

2t
).

Niech (εn) b¦dzie ci¡giem dodatnich liczb rzeczywistych. Poda¢ konieczny
i dostateczny warunek, aby ci¡g

1

n

n∑
k=1

ε2
nXn, n = 1, 2, . . . ,

byª zbie»ny wedªug rozkªadu. Jaki jest rozkªad graniczny?

3. Niech (Xn) b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o rozkªa-
dzie jednostajnym na odcinku [−1, 1]. Niech

τ = inf{n : Sn ≥ 0}.
a) Udowodni¢, »e τ jest momentem zatrzymania.
b) Dowie±¢, »e dla ka»dego p > 0 mamy Eτ p < ∞. Wywnioskowa¢ st¡d,

»e τ < ∞ p.n.
b) Wyznaczy¢ rozkªad zmiennej Sτ .

4. Niech (Xn) b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o rozkªa-
dzie jednostajnym na odcinku [0, 1]. Niech τ = inf{n : X1 +X2 + . . .+Xn ≥
1}. Wyznaczy¢ Eτ oraz ESτ .

5. Niech (Xn) b¦dzie ci'agiem niezale»nych zmiennych losowych o tym
samym caªkowalnym rozkªadzie, a τ b¦dzie caªkowalnym momentem zatrzy-
mania. Udowodni¢, »e

ESτ = Eτ · EX1.

6. Niech (Xn) b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o rozkªa-
dzie P(Xn = −1) = P(Xn = 1) = 1

2
. Niech τ = inf{n : Sn = 1}. Dowie±¢, »e

Eτ = ∞.

7. Niech F = (Fn) b¦dzie �ltracj¡.
a) Udowodni¢, »e τ ≡ k jest momentem zatrzymania.
b) Udowodni¢, »e je±li τ , η s¡ momentami zatrzymania wzgl¦dem F , to

τ ∧ η = min(τ, η) oraz τ ∨ η = max(τ, η) tak»e s¡ momentami zatrzymania
wzgl¦dem F .

c) Udowodni¢, »e je±li (Xn) jest ci¡giem zmiennych losowych o warto-
±ciach w RN , adaptowanych do F oraz B jest podzbiorem borelowskim RN ,
to

τ = inf{n : Xn ∈ B}
jest momentem zatrzymania wzgl¦dem F .


