Zadania z RP2 - 11

1. Niech E bedzie pewnym zbiorem przeliczalnym. Dany jest ciag (X,,)
niezaleznych zmiennych losowych oraz ciag funkcyjny (f,), fn: E xR — E.
Definiujemy ciag (Y;,) wzorem

Yn+1 :f(YnaXn)a 712071,2,...,

gdzie Yy jest pewna zmienna losowa o wartosciach w E. Dowies¢, ze (Y;,) jest
tancuchem Markowa.

2. Poda¢ przyklad takiego taricucha Markowa (X,,) oraz takiej funkcji f,
ze (f(X,)) nie jest tancuchem Markowa.

3. Dany jest cigg (X, ) niezaleznych zmiennych losowych o tym samym
rozkladzie P(X, = £1) = % Rozstrzygnaé, ktore z podanych nizej procesow
sg tancuchami Markowa:

Un:X1+X2++Xn,

Y, =X, Xn+1;
Xp + X,
7, = %

4. Dany jest cigg (X,,) niezaleznych zmiennych losowych o tym samym
rozktadzie P(X,, = 1) = p =1—-P(X,, = —1), p € (0,1). Niech S, =
X1+ Xo+...+X,,n=12.... Udowodnic¢, ze ciagi

Y, = |Su|, Z, = maxSy — S,
k<n
sg tancuchami Markowa.

5. Rzucamy kostka tak dlugo, az pojawi sie ciagg 16 lub 66. Jakie jest
prawdopodobienistwo, ze ciagg 16 pojawi sie wczesniej?

6. Rzucamy symetryczng moneta az do momentu, gdy wyrzucimy serie
4 ortow. Obliczy¢ warto$é oczekiwang liczby przeprowadzonych rzutéw.

7. Macierz przejscia taricucha Markowa (X,,),, na przestrzeni £ = {1,2, 3,4}
dana jest nastepujaco:

1 1
A
p=| 1201
s 003
0 5 3 0

a) Jakie jest prawdopodobienstwo dojscia w dwoch krokach ze stanu 1 do
stanu 27



b) Zaktadajac, ze Xy = 1 p.n. obliczy¢ prawdopodobieristwo tego, ze X,
bedzie w stanie 2 przed stanem 4.

¢) Zaktadajac, ze Xy = 3 p.n. obliczy¢ wartos¢ oczekiwana czasu dojécia
do stanu 2.

d) Wyznaczy¢ rozklad stacjonarny. Czy lanicuch jest okresowy? Czy jest
nieprzywiedlny?

8. Po wierzchotkach pieciokata ABCDE porusza sie pionek. W chwili
poczatkowej znajduje sie w punkcie A, a w kazdym kolejnym ruchu przesuwa
sie w sposob niezalezny od poprzednich ruchow 7z prawdopodobienstwem 1/2
do jednego z sgsiednich wierzchotkéw. Obliczy¢

a) prawdopodobienistwo, ze pionek powréoci do punktu A przed dotarciem
do punktu C,

b) warto$¢ oczekiwana liczby ruchow, jakie wykona pionek przed powro-
tem do punktu A.

9. Naukowiec majacy r parasoli wedruje miedzy domem a biurem, za-
bierajac ze soba parasol (jesli jest on pod reka) wtedy, gdy pada (prawdopo-
dobienistwo p), lecz nie przy bezdeszczowej pogodzie (prawdopodobieristwo
g = 1 — p). Niech stanem laricucha Markowa bedzie liczba parasoli znaj-
dujacych sie pod reka, bez wzgledu na to, czy naukowiec jest w domu, czy
w miejscu pracy. Skonstruowa¢ macierz przejscia i znalezé rozklad stacjo-
narny. Znalezé przyblizone prawdopodobienstwo zmokniecia naukowca w
danym (odleglym) dniu, a nastepnie wykazaé¢, ze 5 parasoli jest w stanie
ochroni¢ go w 5% przed zmoknigciem (dla dowolnego p).



