Zadania z RP2 - 10

1. Niech X, X5, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie
P(X, ==+1) = 3. Niech S, = X1+ Xo+...+ X,,, n =1, 2, ... Udowodni¢,
7e

a) (S? —n) jest martyngalem.

b) (exp(AS, — A?n/2)) jest nadmartyngatem.

c) nadmartyngal z punktu b) jest zbiezny p.n. Czy jest on zbiezny w L'?

2. Dany jest ciag (X,,) niezaleznych zmiennych losowych o $redniej 1.
Niech F, = 0(X1,Xs,...,X,) oraz V,, = X1 Xp... X, dlan = 1,2, ...
Udowodnié, ze

a) (Y,) jest martyngatem wzgledem (F,).

b) jesli zmienne (X, ) maja ten sam nieujemny rozktad nieskoncentrowany
w 1, to Y, — 0 p.n.. Czy ma miejsce zbieznos¢ w L'? A w L??

3. Dany jest ciag (X,) zmiennych losowych adaptowanych do filtracji
(Fn) taki, ze Xo = 0 p.n. Udowodnié, ze ciag ten jest martyngatem wzgledem
(F,) wtedy i tylko wtedy, gdy

EX, =0
dla dowolnego ograniczonego momentu zatrzymania 7.

4. Niech p € (0,1), p # 1/2, i niech (X,,) bedzie ciagiem niezaleznych
zmiennych losowych takich, ze P(X, = 1) =p =1-P(X,, = —1), n =
1,2, ...

a) Udowodnié, 7e ciag

Sn
(g) ; gdzie S, =X +Xo+ ... +X,,
p
jest martyngatem.
b) Niech
Tap = inf{n : S, € {—a,b}}.

Wyznaczy¢ rozktad zmiennej S, oraz [E7.

5. Niech (X,,) bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozkla-
dzie P(X,, = £1) = 1/2. Udowodni¢, ze jesli 7 jest calkowalnym momen-
tem zatrzymania wzgledem naturalnej filtracji generowanej przez ten ciag,
to ES? = Et oraz ES, = 0.

6. W pojemniku znajduje si¢ m czastek. W kazdej sekundzie kazda z cza-
stek, niezaleznie od pozostatych, moze albo zniknaé¢ z prawdopodobienstwem
%, albo podzieli¢ sie na trzy czastki z prawdopodobienstwem % Udowodnié,
ze z prawdopodobienstwem jeden, po pewnym czasie nie bedzie w pojemniku



ani jednej czastki. Obliczy¢ $redni czas oczekiwania na znikniecie wszystkich
czastek z pojemnika.

7. Zalozmy, ze (X,,) jest martyngatem. Rozstrzygna¢, czy sa (nad- ,pod-)
martyngalami procesy

a) (|Xn"), p>1, b)(X,Aa),aeR

8. Zalozmy, ze ciag (X,) jest podmartyngalem. Czy ciag (]X,]) jest
podmartyngatem?



