
Zadania z RP2 - 10

1. Niech X1, X2, . . . b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie
P(Xk = ±1) = 1

2
. Niech Sn = X1 + X2 + . . . + Xn, n = 1, 2, . . .. Udowodni¢,

»e
a) (S2

n − n) jest martyngaªem.
b) (exp(λSn − λ2n/2)) jest nadmartyngaªem.
c) nadmartyngaª z punktu b) jest zbie»ny p.n. Czy jest on zbie»ny w L1?

2. Dany jest ci¡g (Xn) niezale»nych zmiennych losowych o ±redniej 1.
Niech Fn = σ(X1, X2, . . . , Xn) oraz Yn = X1X2 . . . Xn dla n = 1, 2, . . ..
Udowodni¢, »e

a) (Yn) jest martyngaªem wzgl¦dem (Fn).
b) je±li zmienne (Xn) maj¡ ten sam nieujemny rozkªad nieskoncentrowany

w 1, to Yn → 0 p.n.. Czy ma miejsce zbie»no±¢ w L1? A w L2?

3. Dany jest ci¡g (Xn) zmiennych losowych adaptowanych do �ltracji
(Fn) taki, »e X0 = 0 p.n. Udowodni¢, »e ci¡g ten jest martyngaªem wzgl¦dem
(Fn) wtedy i tylko wtedy, gdy

EXτ = 0

dla dowolnego ograniczonego momentu zatrzymania τ .

4. Niech p ∈ (0, 1), p 6= 1/2, i niech (Xn) b¦dzie ci¡giem niezale»nych
zmiennych losowych takich, »e P(Xn = 1) = p = 1 − P(Xn = −1), n =
1, 2, . . ..

a) Udowodni¢, »e ci¡g(
q

p

)Sn

, gdzie Sn = X1 + X2 + . . . + Xn,

jest martyngaªem.
b) Niech

τa,b = inf{n : Sn ∈ {−a, b}}.

Wyznaczy¢ rozkªad zmiennej Sτ oraz Eτ .

5. Niech (Xn) b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o rozkªa-
dzie P(Xn = ±1) = 1/2. Udowodni¢, »e je±li τ jest caªkowalnym momen-
tem zatrzymania wzgl¦dem naturalnej �ltracji generowanej przez ten ci¡g,
to ES2

τ = Eτ oraz ESτ = 0.

6. W pojemniku znajduje si¦ m cz¡stek. W ka»dej sekundzie ka»da z cz¡-
stek, niezale»nie od pozostaªych, mo»e albo znikn¡¢ z prawdopodobie«stwem
2
3
, albo podzieli¢ si¦ na trzy cz¡stki z prawdopodobie«stwem 1

3
. Udowodni¢,

»e z prawdopodobie«stwem jeden, po pewnym czasie nie b¦dzie w pojemniku



ani jednej cz¡stki. Obliczy¢ ±redni czas oczekiwania na znikni¦cie wszystkich
cz¡stek z pojemnika.

7. Zaªó»my, »e (Xn) jest martyngaªem. Rozstrzygn¡¢, czy s¡ (nad- ,pod-)
martyngaªami procesy

a) (|Xn|p), p ≥ 1, b)(Xn ∧ a), a ∈ R.

8. Zaªó»my, »e ci¡g (Xn) jest podmartyngaªem. Czy ci¡g (|Xn|) jest
podmartyngaªem?


