Zadania z RP2 - 9

1. Niech X, Y beda zmiennymi losowymi, a G bedzie o-ciatem takim,
ze X jest niezalezna wzgledem G, a Y jest mierzalna wzgledem G. Niech
f : R? — R bedzie funkcjg borelowska. Udowodnié, ze jesli E|f(X,Y)| < oo,
to

E(f(X,Y)|G) = o¢(Y),
gdzie ¢(y) = E(f(X,y)).

2. Niech X, Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze X ma
rozktad jednostajny na odcinku [0, 1], a Y ma rozklad Poissona z parame-
trem A\ > 0. Wyznaczy¢ EXY.

3. Dany jest ciag (X,,) niezaleznych zmiennych losowych o tym samym
rozktadzie, przy czym EX? < oo i EX; = 0. Niech 7 bedzie momentem
zatrzymania wzgledem naturalnej filtracji. Udowodni¢, ze ES? < EX?Er,

4. Niech (X,) bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym
samym rozkladzie P(X,, = —1) = P(X,, = 1) = 1. Niech a,b > 0 beda
liczbami catkowitymi i

T_ap=1nf{n: X1+ Xo+...+ X, € {a,b}}.

Obliczy¢ ET oraz rozktad X7, .

5. Niech Xj, Xy, ... bedzie ciagiem niezaleznych catkowalnych scen-
trowanych zmiennych losowych. Niech S, = X; + X5 + ... + X,, oraz
Fn = o(Xy, Xs, ..., X,). Udowodnié,ze ciag (S,) tworzy martyngal wzgle-
dem (F,).

6. Niech X, Y beda zmiennymi losowymi takimi, ze (X,Y’) ma gestosé¢

gx,y. Niech gy oznacza gesto$¢ brzegowa zmiennej Y. Okreslmy

gxy(@y) i s1:

= desligy(y) #0,

gxpy(zly) = v . )

0 jesli gy (y) = 0.
Dowiesé, ze dla dowolnej borelowskiej f : R — R takiej, ze E|f(X)| < oo
mamy E(f(X)|Y) = U(Y), gdzie

W(y) = / F(2) gy (2ly)d.

7. Niech X, Y niezalezne zmienne o rozkltadzie jednostajnym na odcinku
0,1]. Wyznaczyé¢ E(min(X,Y)| max(X,Y)).



