
Zadania z RP - 15

1. Niech (an) b¦dzie ci¡giem liczb nieujemnych zbie»nym do 0, a (Xn)
takim ci¡giem zmiennych losowych, »e dla n ≥ 1 zmienna Xn ma rozkªad
geometryczny z parametrem pn. Udowodni¢, »e je±li pn/an → λ > 0, to anXn

zbiega wedªug rozkªadu do zmiennej o rozkªadzie wykªadniczym z parame-
trem λ.

2. Niech X1, X2, . . . b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o
rozkªadzie Cauchy'ego z parametrem a > 0, tzn. maj¡cych g¦sto±¢

g(x) =
a

π(a2 + x2)
.

Udowodni¢, »e ci¡g zmiennych

Yn =
1

n
max
1≤i≤n

Xi

jest zbie»ny wedªug rozkªadu do zmiennej 1
T
, gdzie T ma rozkªad wykªadni-

czy z pewnym parametrem.

3. Niech Xn, n ≥ 1, b¦dzie pierwsz¡ wspóªrz¦dn¡ zmiennej losowej o
rozkªadzie jednostajnym na kuli jednostkowej w Rn. Udowodni¢, »e ci¡g
(
√

nXn) jest zbie»ny wedªug rozkªadu do zmiennej o rozkªadzie N(0, 1).

4. Dany s¡ dwa ci¡gi zmiennych losowych X1, X2, . . ., Y1, Y2, . . ., przy
czym ci¡g (Xn) zbiega wedªug rozkªadu do X, a (Yn) zbiega wedªug prawdo-
podobie«stwa do Y . Wszystkie zmienne Xi, Yj, i, j = 1, 2, . . . s¡ niezale»ne.
Udowodni¢, »e ci¡g (Xn + Yn) zbiega wedªug rozkªadu do X + Y .

5. Jakie warunki musi speªnia¢ zbiór A, aby rodzina rozkªadów

a) jednostajnych na odcinku [−a, a], a ∈ A ⊆ (0,∞),

b) wykªadniczych z parametrem λ, λ ∈ A ⊆ (0,∞),

c) Bernoulliego z parametrami n, p, (n, p) ∈ A ⊆ N× [0, 1],

byªa ciasna?

6. Dane s¡ dwa ci¡gi zmiennych losowych (Xn), (Yn), zbie»ne wedªug
rozkªadu do zmiennych X, Y , odpowiednio. Dla ka»dego n zmienne Xn,
Yn s¡ niezale»ne. Udowodni¢, »e ci¡g dwuwymiarowych zmiennych losowych
(Xn, Yn) zbiega wedªug rozkªadu do (X, Y ).

7. Udowodni¢, »e je±li ci¡g (Xn) jest zbie»ny wedªug rozkªadu do zmiennej
X oraz dla pewnych p, ε > 0 mamy supn E|Xn|p+ε < ∞, to

E|X|p < ∞, lim
n→∞

E|Xn|p = E|X|p, lim
n→∞

EXp
n = EXp.


