
Zadania z RP2 - 11

1. Niech E b¦dzie pewnym zbiorem przeliczalnym. Dany jest ci¡g (Xn)
niezale»nych zmiennych losowych oraz ci¡g funkcyjny (fn), fn : E ×R → E.
De�niujemy ci¡g (Yn) wzorem

Yn+1 = f(Yn, Xn), n = 0, 1, 2, . . . ,

gdzie Y0 jest pewn¡ zmienn¡ losow¡ o warto±ciach w E. Dowie±¢, »e (Yn) jest
ªa«cuchem Markowa.

2. Poda¢ przykªad takiego ªa«cucha Markowa (Xn) oraz takiej funkcji f ,
»e (f(Xn)) nie jest ªa«cuchem Markowa.

3. Dany jest ci¡g (Xn) niezale»nych zmiennych losowych o tym samym
rozkªadzie P (Xn = ±1) = 1

2
. Rozstrzygn¡¢, które z podanych ni»ej procesów

s¡ ªa«cuchami Markowa:

Un = X1 + X2 + . . . + Xn,

Yn = Xn ·Xn+1,

Zn =
Xn + Xn+1

2
.

4. Dany jest ci¡g (Xn) niezale»nych zmiennych losowych o tym samym
rozkªadzie P(Xn = 1) = p = 1 − P(Xn = −1), p ∈ (0, 1). Niech Sn =
X1 + X2 + . . . + Xn, n = 1, 2, . . .. Udowodni¢, »e ci¡gi

Yn = |Sn|, Zn = max
k≤n

Sk − Sn

s¡ ªa«cuchami Markowa.

5. Rzucamy kostk¡ tak dªugo, a» pojawi si¦ ci¡g 16 lub 66. Jakie jest
prawdopodobie«stwo, »e ci¡g 16 pojawi si¦ wcze±niej?

6. Rzucamy symetryczn¡ monet¡ a» do momentu, gdy wyrzucimy seri¦
4 orªów. Obliczy¢ warto±¢ oczekiwan¡ liczby przeprowadzonych rzutów.

7. Macierz przej±cia ªa«cucha Markowa (Xn)n na przestrzeni E = {1, 2, 3, 4}
dana jest nast¦puj¡co:
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a) Jakie jest prawdopodobie«stwo doj±cia w dwóch krokach ze stanu 1 do
stanu 2?



b) Zakªadaj¡c, »e X0 = 1 p.n. obliczy¢ prawdopodobie«stwo tego, »e Xn

b¦dzie w stanie 2 przed stanem 4.

c) Zakªadaj¡c, »e X0 = 3 p.n. obliczy¢ warto±¢ oczekiwan¡ czasu doj±cia
do stanu 2.

d) Wyznaczy¢ rozkªad stacjonarny. Czy ªa«cuch jest okresowy? Czy jest
nieprzywiedlny?

8. Po wierzchoªkach pi¦ciok¡ta ABCDE porusza si¦ pionek. W chwili
pocz¡tkowej znajduje si¦ w punkcie A, a w ka»dym kolejnym ruchu przesuwa
si¦ w sposób niezale»ny od poprzednich ruchów z prawdopodobie«stwem 1/2
do jednego z s¡siednich wierzchoªków. Obliczy¢

a) prawdopodobie«stwo, »e pionek powróci do punktu A przed dotarciem
do punktu C,

b) warto±¢ oczekiwan¡ liczby ruchów, jakie wykona pionek przed powro-
tem do punktu A.

9. Naukowiec maj¡cy r parasoli w¦druje mi¦dzy domem a biurem, za-
bieraj¡c ze sob¡ parasol (je±li jest on pod r¦k¡) wtedy, gdy pada (prawdopo-
dobie«stwo p), lecz nie przy bezdeszczowej pogodzie (prawdopodobie«stwo
q = 1 − p). Niech stanem ªa«cucha Markowa b¦dzie liczba parasoli znaj-
duj¡cych si¦ pod r¦k¡, bez wzgl¦du na to, czy naukowiec jest w domu, czy
w miejscu pracy. Skonstruowa¢ macierz przej±cia i znale¹¢ rozkªad stacjo-
narny. Znale¹¢ przybli»one prawdopodobie«stwo zmokni¦cia naukowca w
danym (odlegªym) dniu, a nast¦pnie wykaza¢, »e 5 parasoli jest w stanie
ochroni¢ go w 5% przed zmokni¦ciem (dla dowolnego p).


