
Zadania z RP2 - 9

1. Niech X, Y b¦d¡ zmiennymi losowymi, a G b¦dzie σ-ciaªem takim,

»e X jest niezale»na wzgl¦dem G, a Y jest mierzalna wzgl¦dem G. Niech

f : R2 → R b¦dzie funkcj¡ borelowsk¡. Udowodni¢, »e je±li E|f(X, Y )| < ∞,

to

E(f(X, Y )|G) = φ(Y ),

gdzie φ(y) = E(f(X, y)).

2. Niech X, Y b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi takimi, »e X ma

rozkªad jednostajny na odcinku [0, 1], a Y ma rozkªad Poissona z parame-

trem λ > 0. Wyznaczy¢ EXY .

3. Dany jest ci¡g (Xn) niezale»nych zmiennych losowych o tym samym

rozkªadzie, przy czym EX2
1 < ∞ i EX1 = 0. Niech τ b¦dzie momentem

zatrzymania wzgl¦dem naturalnej �ltracji. Udowodni¢, »e ES2
τ ≤ EX2

1Eτ.

4. Niech (Xn) b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o tym

samym rozkªadzie P(Xn = −1) = P(Xn = 1) = 1
2
. Niech a, b > 0 b¦d¡

liczbami caªkowitymi i

τ−a,b = inf{n : X1 + X2 + . . . + Xn ∈ {a, b}}.

Obliczy¢ Eτ oraz rozkªad Xτa,b
.

5. Niech X1, X2, . . . b¦dzie ci¡giem niezale»nych caªkowalnych scen-

trowanych zmiennych losowych. Niech Sn = X1 + X2 + . . . + Xn oraz

Fn = σ(X1, X2, . . . , Xn). Udowodni¢,»e ci¡g (Sn) tworzy martyngaª wzgl¦-

dem (Fn).

6. Niech X, Y b¦d¡ zmiennymi losowymi takimi, »e (X, Y ) ma g¦sto±¢

gX,Y . Niech gY oznacza g¦sto±¢ brzegow¡ zmiennej Y . Okre±lmy

gX|Y (x|y) =

{
gX,Y (x,y)

gY (y)
je±li gY (y) 6= 0,

0 je±li gY (y) = 0.

Dowie±¢, »e dla dowolnej borelowskiej f : R → R takiej, »e E|f(X)| < ∞
mamy E(f(X)|Y ) = Ψ(Y ), gdzie

Ψ(y) =

∫
R

f(x)gX|Y (x|y)dx.

7. Niech X, Y niezale»ne zmienne o rozkªadzie jednostajnym na odcinku

[0, 1]. Wyznaczy¢ E(min(X, Y )|max(X, Y )).


