
Zadania z RP1 - 14

1. Dana jest funkcja G : [0,∞) → [0,∞) taka, że limt→∞
G(t)

t
= ∞. Za lóżmy, że (Xi)i∈I

jest rodzin ↪a zmiennych losowych takich, że supi EG(|Xi|) <∞. Udowodnić, że rodzina ta jest
jednostajnie ca lkowalna.

2. Podać warunek na zbiór Λ, aby rodzina zmiennych losowych by la jednostajnie ca lkowalna:
a) (Xi)i∈Λ, Xi ∼Exp(i), Λ ⊂ (0,∞).
b) (Xi)i∈Λ, Xi ∼Poiss(i), Λ ⊂ (0,∞).
c) (Xa,b)(a,b)∈Λ, Xa,b ∼ U(a, b).

3. Dany jest ci ↪ag zmiennych losowych (Xn), gdzie Xn ∼Exp(λn). Udowodnić, że (Xn) jest
zbieżny w L1 wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbieżny w Lp.

4. Dany jest ci ↪ag (Xn) niezależnych zmiennych losowych.
a) Udowodnić, że ci ↪ag

X1 + 2X2 + . . .+ nXn

n
jest albo zbieżny p.n., albo rozbieżny p.n.

b) Za lóżmy, że podany ci ↪ag jest zbieżny p.n.. Udowodnić, że jego granica jest sta la p.n.

5. Dany jest ci ↪ag (Xn) niezależnych zmiennych losowych o rozk ladzie Poissona z parametrem
2. Udowodnić, że ci ↪ag

X1X2 +X2X3 + . . .+XnXn+1

n+ 2009
jest zbieżny p.n. i wyznaczyć jego granic ↪e.

6. Dany jest ci ↪ag (Xn) niezależnych zmiennych losowych, przy czym dla n ≥ 1 zmienna Xn

ma rozk lad jednostajny na przedziale (1/n, 1]. Udowodnić, że ci ↪ag

X1 +X2 + . . .+Xn

n
jest zbieżny p.n. i wyznaczyć jego granic ↪e.

7. Dany jest ci ↪ag (Xn) niezależnych nieujemnych zmiennych losowych o tym samym rozk ladzie.
Udowodnić, że jeśli EX1 =∞, to

X1 +X2 + . . .+Xn

n
→∞

prawie na pewno.

8. Dany jest ci ↪ag (An) niezależnych zdarzeń, pn = P(An). Udowodnić, że

1A1 + 1A2 + . . .+ 1An

n
− p1 + p2 + . . .+ pn

n
→ 0

wed lug prawdopodobieństwa.


