
Zadania z RP1 - 10

1. Rzucamy kostk ↪a aż do momentu, gdy wyrzucimy wszystkie liczby oczek. Wyznaczyć
wartość oczekiwan ↪a liczby rzutów.

2. Liczby 1, 2, . . . , n ustawiono losowo w ci ↪ag (a1, a2, . . . , an). Niech N oznacza najwi ↪eksz ↪a
tak ↪a liczb ↪e, że ak > ak−1 dla k ≤ N . Obliczyć EN .

3. Zmienna losowa X należy do Lp(Ω,F , P), gdzie p jest ustalon ↪a liczb ↪a niemniejsz ↪a niż 1.
Udowodnić, że

lim
t→∞

tP(|X| ≥ t) = 0.

4. Zmienna losowa X ma wariancj ↪e σ2 < ∞. Udowodnić, że

P(|X − EX| > 3σ) ≤ 1

9
.

5. Zmienna losowa X jest ca lkowalna z kwadratem i ma nast ↪epuj ↪ac ↪a w lasność: istnieje
niezależna od niej, ca lkowalna z kwadratem zmienna Y taka, że X + Y oraz aX maj ↪a ten sam
rozk lad, a ∈ (−1, 1). Udowodnić, że X jest sta la p.n..

6. a) Zmienna losowa X ma nast ↪epuj ↪ac ↪a w lasność: dla każdej liczby naturalnej n mamy

E|X|n ≤
(

2n

n

)
.

Udowodnić, że istnieje taka liczba M , że |X| ≤ M p.n.
b) Udowodnić,że dla dowolnej zmiennej losowej X ∈ L∞(Ω,F , P),

lim
p→∞

||X||p = ||X||∞.

7. Zmienne losowe ε1, ε2, . . . , εn s ↪a niezależne i maj ↪a ten sam rozk lad P(εk = 1) = P(εk =
−1) = 1/2, k = 1, 2, . . . , n. Niech a1, a2, . . . , an b ↪edzie ci ↪agiem liczb rzeczywistych. Niech
A = (

∑n
k=1 a2

k)1/2. Udowodnić, że

P

(∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akεk

∣∣∣∣∣ > t

)
≤ 2 exp(−t2/2A2).

8. Zmienne ε1, ε2, . . . s ↪a niezależne i maj ↪a ten sam rozk lad P(εk = 1) = P(εk = −1) = 1/2,
k = 1, 2, . . . . Niech Sn = ε1 + ε2 + . . . + εn, n = 1, 2, . . .. Udowodnić, że

lim sup
Sn√

2n log n
≤ 1 p.n.

oraz

lim inf
Sn√

2n log n
≥ −1 p.n..



9. Dany jest ci ↪ag (Xn)∞n=0 niezależnych zmiennych losowych o tym samym rozk ladzie z
ci ↪ag l ↪a dystrybuant ↪a. Niech τ = inf{n : Xn > X0}. Wyznaczyć rozk lad τ i obliczyć Eτ .

10. Zmienna losowa X ma d-wymiarowy rozk lad normalny z g ↪estości ↪a

g(x) =

√
detA

(2π)d/2
exp

[
−1

2
(A(x−m), x−m)

]
,

gdzie A jest symetryczn ↪a dodatnio określon ↪a macierz ↪a d × d oraz m ∈ Rd. Udowodnić, że
EX = m oraz Λ = A−1.
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