
Zadania na czwart ↪a kartkówk ↪e

1. Zmienna losowa X jest ca lkowalna, a F1, F2 s ↪a σ-cia lami takimi, że X jest niezależna
od F2. Udowodnić, że

E(X|σ(F1,F2)) = E(X|F1).

2. Zmienna losowa X ma rozk lad Bernoulliego z parametrami 100, 1
4
. Obliczyć E(X|X2)

oraz E(X|1{X=0}).

3. Zmienna losowa (X, Y ) ma rozk lad z g ↪estości ↪a

g(x, y) = Ce−x1{0≤y≤x}.

Obliczyć E(Y |X) oraz E(X|Y ).

4. Zmienne losowe ε1, ε2, ε3 s ↪a niezależne i maj ↪a ten sam rozk lad zadany przez

P(ε1 = −1) = P(ε1 = 1) = 1/2.

Wyznaczyć E(ε1 + ε2ε3|ε1ε2 + ε3).

5. Dany jest ci ↪ag (λn) liczb dodatnich zbieżny do 0 oraz ci ↪ag (Xn) zmiennych losowych
(niekoniecznie niezależnych) taki, że dla n ≥ 1 zmienna Xn ma rozk lad Poissona z parametrem
λn. Udowodnić, że (Xn) zbiega do 0 p.n. Czy zbiega on w L2?

6. Ci ↪ag (Xn) zbiega wed lug prawdopodobieństwa do X, a ci ↪ag (Yn) zbiega w L2 do zmiennej
sta lej, równej 1. Czy ci ↪ag (XnYn) jest zbieżny w L1?

7. Dany jest ci ↪ag (Xn) zmiennych nieujemnych ca lkowalnych, zbieżny p.n. do zmiennej X.
a) Udowodnić, że X jest ca lkowalna.
b) Za lóżmy dodatkowo, iż limn→∞ EXn = EX. Udowodnić, że (Xn) zbiega do X w L1.

8. Dany jest ci ↪ag (Xn) niezależnych zmiennych losowych, z których każda ma rozk lad
Bernoulliego z parametrami 100, 1/2. Udowodnić, że ci ↪ag

X1 +X2 + . . .+Xn

X2
1 +X2

2 + . . .+X2
n + 1

, n = 1, 2, . . .

jest zbieżny p.n. i wyznaczyć jego granic ↪e.

9. Dany jest ci ↪ag (εn) niezależnych zmiennych losowych o tym samym rozk ladzie, zadanym
przez

P(ε1 = −1) = P(ε1 = 1) =
1

2
.

Udowodnić, że ci ↪ag
1

n2

∑
1≤k<l≤n

εkεl, n = 0, 1, 2, . . .



jest zbieżny p.n. i wyznaczyć jego granic ↪e.

10. Dany jest ci ↪ag (Xn) niezależnych zmiennych losowych, przy czym dla n ≥ 1, zmienna
Xn ma rozk lad jednostajny na przedziale [−3n, 3n]. Udowodnić, że ci ↪ag

X1 +X2 + . . .+Xn

n
, n = 1, 2, . . .

nie jest zbieżny p.n.
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