
RP 1, zadania na drug¡ kartkówk¦

1. Zmienna losowa X ma rozkªad z g¦sto±ci¡

g(x) =
1

4
x31[0,2](x).

a) Wyznaczy¢ rozkªad zmiennej Y = max(X, 1).
b) Wyznaczy¢ g¦sto±¢ rozkªadu zmiennej Z = (X − 1)3.

2. Zmienne X, Y s¡ niezale»ne, X ma rozkªad jednostajny na odcinku [0, 2],
a rozkªad Y jest zadany przez równo±ci P(Y = −1) = P(Y = 1) = 1

2
. Wyzna-

czy¢ rozkªad zmiennej X + Y .

3. Zmienna losowa (X, Y ) ma rozkªad z g¦sto±ci¡

g(x, y) = C(x2 + y2)1{x2+y2≤1}.

a) Wyznaczy¢ C.
b) Wyznaczy¢ g¦sto±¢ rozkªadu zmiennej X.
c) Udowodni¢, »e zmienne X+Y√

2
oraz Y maj¡ ten sam rozkªad.

d) Czy zmienne
√
X2 + Y 2 oraz X/Y s¡ niezale»ne?

4. Dystrybuanta FX zmiennej X speªnia warunek F (t) + F (−t) = 1 dla
ka»dego t ∈ R. Udowodni¢, »e dla dowolnego zbioru borelowskiego A ⊆ R
zachodzi równo±¢ P(X ∈ A) = P(X ∈ −A), gdzie −A = {x : −x ∈ A}.

5. Zmienne losowe X, Y s¡ niezale»ne, przy czym X ma rozkªad Poissona
z parametrem 2, a Y ma rozkªad geometryczny z parametrem 1

3
.

a) Wyznaczy¢ rozkªad zmiennej min{X, 2}.
b) Obliczy¢ P(X = Y ).

6. Zmienne losowe X, Y s¡ niezale»ne, przy czym X ma rozkªad Γ(λ, 2)
oraz Y ma rozkªad wykªadniczy z parametrem µ (λ, µ > 0).
a) Wyznaczy¢ rozkªad zmiennej X

Y
.

b) Wyznaczy¢ rozkªad zmiennej X + Y .

7. Zmienne X, Y s¡ niezale»ne, przy czym X oraz XY maj¡ rozkªad jedno-
stajny na odcinku [0, 1]. Udowodni¢, »e Y ma rozkªad jednopunktowy, skon-
centrowany w 1.

8. Z odcinka [0, 1] losujemy niezale»nie liczby a1, a2, . . .. Udowodni¢, »e z
prawdopodobie«stwem 1 ci¡g (an) zawiera podci¡g rosn¡cy.
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9. Zmienne X1, X2, . . . s¡ niezale»ne, przy czym dla ka»dego n ≥ 1 zmienna
Xn ma rozkªad Bernoulliego z parametrami n, 1

n+1
. Udowodni¢, »e z prawdo-

podobie«stwem 1 niesko«czenie wiele spo±ród zmiennych X2, X3, . . . przyjmie
t¦ sam¡ warto±¢ co X1.

10. Zmienna losowa X ma standardowy rozkªad normalny. Udowodni¢, »e
|X| oraz X

|X| s¡ niezale»ne.

11. Zmienna losowa (X, Y ) ma rozkªad z g¦sto±ci¡

g(x, y) = Cx1{|y|≤x≤1}.

a) Wyznaczy¢ C.
b) Wyznaczy¢ rozkªad zmiennej Y/X oraz rozkªad zmiennejX. Czy zmienne

te s¡ niezale»ne?
c) Wyznaczy¢ rozkªad zmiennej X + Y .

12. Zmienne losowe X1, X2, . . . s¡ niezale»ne i maj¡ rozkªad jednostajny
na odcinku [0, 1]. De�niujemy

τ = inf{n : X1 +X2 + . . .+Xn ≥ 1}.
Wyznaczy¢ rozkªad zmiennej τ .


