
Zadania na trzeci ↪a kartkówk ↪e

1. Zmienna losowa X ma rozk lad geometryczny z parametrem 2/3. Obliczyć EeX , E(3X+5)
oraz udowodnić, że dla każdego 0 < p < ∞, zmienna X ma skończony moment rz ↪edu p.

2. Zmienna losowa X ma rozk lad jednostajny na przedziale (0, 10). Obliczyć Cov([X], {X}).
Czy [X], {X} s ↪a niezależne?

Uwaga: Dla x ∈ R, symbole [x], {x} oznaczaj ↪a, odpowiednio, cz ↪eść ca lkowit ↪a i cz ↪eść
u lamkow ↪a liczby x.

3. Zmienna losowa X ma rozk lad Γ(λ, r), λ, r > 0. Wyznaczyć p-ty moment zmiennej X,
0 < p < ∞.

4. Dziesi ↪eciu ch lopców i dziesi ↪eć dziewczynek ustawia si ↪e losowo w pary. Wyznaczyć wartość
oczekiwan ↪a i wariancj ↪e liczby par z lożonych z samych dziewczynek.

5. Grupa n osób (n ≥ 2), wśród których s ↪a osoby A i B, ustawia si ↪e losowo w kolejce.
Wyznaczyć wartość oczekiwan ↪a i wariancj ↪e liczby osób stoj ↪acych mi ↪edzy A i B.

6. Ze zbioru {1, 2, . . . , 100} losujemy ze zwracaniem liczby aż do momentu, gdy jakaś
liczba si ↪e powtórzy. Wyznaczyć wartość oczekiwan ↪a i wariancj ↪e liczby losowań.

7. Zmienna losowa X jest ca lkowalna. Udowodnić, że dla t > 0,

P(X − |EX| ≥ t) ≤ E|X|
t

.

8. Zmienna losowa X na przestrzeni probabilistycznej (Ω,F , P) ma rozk lad Poissona z
parametrem 2.

a) Dla jakich a > 0 zmienna aX należy do L3(Ω,F , P)?
b) Udowodnić, że dla t > 2,

P(X ≥ t) ≤
(

2

t

)t

et−2.

9. Zmienna losowa X ma scentrowany rozk lad normalny (tzn. o średniej 0) o wariancji σ2.
Udowodnić, że dla liczby ca lkowitej dodatniej n,

EXn =

{
0 jeśli n jest nieparzyste,

(n− 1)!!σn jeśli n jest parzyste.

10. Zmienna losowa (X, Y ) ma rozk lad z g ↪estości ↪a

g(x, y) = (x + y)1{x,y∈[0,1]}.



a) Wyznaczyć średni ↪a wektora (X, Y ) oraz jego macierz kowariancji.
b) Obliczyć EX2Y .
c) Obliczyć Cov(X + Y,X − Y ). Czy zmienne X + Y , X − Y s ↪a niezależne?

11. Zmienna losowa (X, Y ) ma rozk lad z g ↪estości ↪a

g(x, y) =
1

2π
exp

(
−x2 − xy − y2

2

)
.

a) Wyznaczyć macierz kowariancji zmiennej (X, Y ).
b) Wyznaczyć tak ↪a liczb ↪e a ∈ R, by zmienne X + Y , X + aY by ly niezależne.

12. Zmienne losowe X, Y maj ↪a t ↪e w lasność, że X + Y oraz X + 11 s ↪a ca lkowalne z
kwadratem. Udowodnić, że Y jest także ca lkowalna z kwadratem.
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