
Zadania z RP1 - 10

1. Zmienne losowe X, Y s ↪a niezależne i maj ↪a rozk lad wyk ladniczy z parametrem λ.
a) Wyznaczyć rozk lad zmiennej (X/Y, X + Y ).
b) Udowodnić, że zmienne X/Y , X + Y s ↪a niezależne.
c) Wyznaczyć rozk lad X/Y .
d) Wyznaczyć kowariancj ↪e X + Y + X

Y
oraz X

Y
.

2. Zmienne X1, X2, . . . s ↪a niezależne i maj ↪a rozk lad wyk ladniczy z parametrem λ. Niech
Sn = X1 + X2 + . . . + Xn oraz, dla t ≥ 0, niech Nt = max{n : Sn ≤ t}. Udowodnić, że Nt ma
rozk lad Poissona z parametrem λt.

3. Zmienne X1, X2, . . . s ↪a niezależne i maj ↪a ten sam rozk lad P(Xi = 1) = p, P(Xi = −1) =
1− p, gdzie p ∈ (0, 1) jest ustalon ↪a liczb ↪a rzeczywist ↪a. Niech

Sn = X1 + X2 + . . . + Xn.

Ustalmy a, b ∈ Z+ i niech
τ = inf{n : Sn ∈ {−a, b}}.

a) Udowodnić, że τ < ∞ z prawdopodobieństwem 1.
b) Obliczyć P(Sτ = −a), P(Sτ = b).
c) Udowodnić, że jeśli p = 1/2, to b ladzenie (Sn) z prawdopodobieństwem 1 dociera do

każdej liczby ca lkowitej.
4. Przy oznaczeniach poprzedniego zadania, za lóżmy, że p = 1/2. Udowodnić, że dla t > 0,

P
(

Sn√
n
≥ t

)
≤ exp(−t2/2).

5. Przy oznaczeniach zadania 3, za lóżmy, że p = 1/2. Udowodnić, że

lim sup
n

Sn√
2n log n

≤ 1 p.n..

Wywnioskować st ↪ad, że

lim inf
n

Sn√
2n log n

≥ −1 p.n..

6. Niech X b ↪edzie zmienn ↪a losow ↪a i określmy Xn = min(X, n). Udowodnić, że Xn → X p.n.

7. Niech (Xn) b ↪edzie ci ↪agiem niezależnych zmiennych losowych o tym samym rozk ladzie
nieskoncentrowanym w jednym punkcie. Udowodnić, że ci ↪ag (Xn) nie jest zbieżny p.n. oraz
wed lug prawdopodobieństwa.

8. Dany jest ci ↪ag niezależnych zmiennych losowych o rozk ladzie jednostajnym na odcinku
[−1, 1]. Udowodnić, że

lim
n→∞

X1X2 . . . Xn = 0 p.n.


