Zadania z RP1 - 10

1. Zmienne losowe X, Y sa niezalezne i maja rozklad wykladniczy z parametrem .
a) Wyznaczy¢ rozklad zmiennej (X/Y, X +Y).

b) Udowodnié, ze zmienne X/Y, X + Y sa niezalezne.

¢) Wyznaczy¢ rozklad X/Y.

d) Wyznaczy¢ kowariancje X +Y + é oraz %

2. Zmienne X, X5, ... sa niezalezne i maja rozktad wyktadniczy z parametrem A. Niech
Sp=X1+Xo+ ...+ X, oraz, dla t > 0, niech N; = max{n : S, < t}. Udowodni¢, ze N; ma
rozklad Poissona z parametrem \t.

3. Zmienne X;, Xy, ... sa niezalezne i maja ten sam rozklad P(X; = 1) = p, P(X; = —1) =
1 — p, gdzie p € (0, 1) jest ustalona liczba rzeczywista. Niech

Spn=X1+Xo+...+X,.

Ustalmy a, b € Z, i niech
T =1inf{n: S, € {—a,b}}.
a) Udowodni¢, ze 7 < oo z prawdopodobienistwem 1.
b) Obliczy¢ P(S, = —a), P(S; = D).
¢) Udowodnié¢, ze jesli p = 1/2, to bladzenie (S,,) z prawdopodobienistwem 1 dociera do
kazdej liczby catkowitej.
4. Przy oznaczeniach poprzedniego zadania, zat6zmy, ze p = 1/2. Udowodnié, ze dla ¢t > 0,

P (S—Ji > t) < exp(—t%/2).
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5. Przy oznaczeniach zadania 3, zalézmy, ze p = 1/2. Udowodnié, ze

S,
limsup ——— < 1 ..
n P V2nlogn — P
Wywnioskowac¢ stad, ze

lim inf - > —1 pn.
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6. Niech X bedzie zmienna losowa i okreslmy X,, = min(X,n). Udowodnié, ze X,, — X p.n.

7. Niech (X,,) bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie
nieskoncentrowanym w jednym punkcie. Udowodnié, ze ciag (X,,) nie jest zbiezny p.n. oraz
wedlug prawdopodobienstwa.

8. Dany jest ciag niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie jednostajnym na odcinku
[—1,1]. Udowodnié¢, ze
lim X;X5...X, =0 pn.
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