Kolokwium ze Wstepu do Proceséw Stochastycznych, 6 czerwca 2025 r.

Czas trwania: 180 minut. Mozna oddaé dowolng liczbe zadan (kazde za 6 p.),
ale maksymalna tgczna liczba punktow za cate kolokwium to 30.

1. Zalozmy, ze (Wy)>0 jest procesem Wienera.
a) Co jest wigksze: P(|Wy| > 2) czy P(WE > Wy + 2)?
b) Obliczyc’ E(Wg | W1 + Wg)

2. Zalézmy, ze N jest procesem Poissona z parametrem 1. Dowie$¢, ze z prawdo-
podobienstwem 1, w ciagu Ny, Na, N3, ... wystepuje nieskoiiczenie wiele podciagow
arytmetycznych dtugosci 2025.

3. Dany jest scentrowany proces gaussowski X = (X;)¢s0 o funkeji kowariancji

At
K(s,t):S .

S
a) Udowodnié, ze dla dowolnego 1 < p < oo zachodzi zbieznosé¢ X; — 0 w LP.
b) Czy X posiada modyfikacje ciagta?

4. Procesy X i Y maja te same rozklady skonczenie wymiarowe, przy czym
limsup,_, ., Xt = 2 p.n.

a) Czy wynika stad, ze limsup,_,  Y; = 27

b) Czy wynika stad, ze limsup, . Y|;| = 27

5. Dany jest nadmartyngal (X;);>o 0 prawostronnie ciaglych trajektoriach, taki,
7e proces Y; = e~ Xt jest martyngalem. Dowies¢, ze X zbiega p.n. do zmiennej
losowej calkowalne;j.

6. Niech (N;);>0 bedzie procesem Poissona z parametrem 1/2, a (W;);>o -
procesem Wienera (oba procesy sa adaptowalne do wspolnej filtracji, nie zaktadamy
ich niezaleznoéci). Rozwazmy 7 = inf{t > 0 : |W;| > /N, + 1}. Obliczy¢ Er.



