
Kolokwium ze Wst¦pu do Procesów Stochastycznych, 6 czerwca 2025 r.

Czas trwania: 180 minut. Mo»na odda¢ dowoln¡ liczb¦ zada« (ka»de za 6 p.),
ale maksymalna ª¡czna liczba punktów za caªe kolokwium to 30.

1. Zaªó»my, »e (Wt)t≥0 jest procesem Wienera.

a) Co jest wi¦ksze: P(|W4| > 2) czy P(W 2
1 ≥ W1 + 2)?

b) Obliczy¢ E(W2 |W1 +W3).

2. Zaªó»my, »e N jest procesem Poissona z parametrem 1. Dowie±¢, »e z prawdo-
podobie«stwem 1, w ci¡gu N1, N2, N3, . . . wyst¦puje niesko«czenie wiele podci¡gów
arytmetycznych dªugo±ci 2025.

3. Dany jest scentrowany proces gaussowski X = (Xt)t>0 o funkcji kowariancji

K(s, t) =
s ∧ t

st
.

a) Udowodni¢, »e dla dowolnego 1 ≤ p < ∞ zachodzi zbie»no±¢ Xt → 0 w Lp.
b) Czy X posiada mody�kacj¦ ci¡gª¡?

4. Procesy X i Y maj¡ te same rozkªady sko«czenie wymiarowe, przy czym
limsupt→∞ Xt = 2 p.n.

a) Czy wynika st¡d, »e limsupt→∞ Yt = 2?
b) Czy wynika st¡d, »e limsupt→∞ Y⌊t⌋ = 2?

5. Dany jest nadmartyngaª (Xt)t≥0 o prawostronnie ci¡gªych trajektoriach, taki,
»e proces Yt = e−Xt jest martyngaªem. Dowie±¢, »e X zbiega p.n. do zmiennej
losowej caªkowalnej.

6. Niech (Nt)t≥0 b¦dzie procesem Poissona z parametrem 1/2, a (Wt)t≥0 -
procesem Wienera (oba procesy s¡ adaptowalne do wspólnej �ltracji, nie zakªadamy
ich niezale»no±ci). Rozwa»my τ = inf{t ≥ 0 : |Wt| ≥

√
Nt + 1}. Obliczy¢ Eτ .


