Kolokwium ze Wstepu do Proceséw Stochastycznych, 15 maja 2025 r.

Czas trwania: 180 minut. Rozwigzania prosimy oddewaé na oddzielnych kart-
kach, podpisanych imieniem, nazwiskiem ¢ numerem indeksu. Mozna oddaé dowolng
liczbe zadani (kazde bedzie punktowane w skali 0-6 p.), ale maksymalna tgczna liczba
punktow za cate kolokwium to 30.

1. Zalozmy, ze (Wi)i>o jest procesem Wienera.

a) Obliczy¢ E(W1WZ|W7).

b) Dla jakiej wartosci parametru a, zmienne aWy — Wy oraz Ws sa niezalezne?

c) Obliczy¢ P(Wy > W1 |Ws) (wynik wyrazié w zaleznosci od dystrybuanty stan-
dardowego rozktadu normalnego).

2. Zalozmy, ze (Wy)>0 jest procesem Wienera. Rozwazamy procesy na [0, 00):
Xe = V2Wy + T Y, = max{Wi, War} — Way,  Zy = (Wiz — ) 11w, 240y

Wskazaé (z uzasadnieniem), ktore z powyzszych procesow sa gaussowskie i dla
wskazanych procesow obliczy¢ funkcje wartosci oczekiwanej oraz kowariancji.

3. Rozpatrzmy nastepujace podzbiory R[0:%°):

A = {x cosup z(t) + Vi < oo}, Ay = {x ssup |z(n) +v/n| < oo}.

te[0,00) neN

Ktore ze zbiorow A;, A, nalezg do o-ciata B(RI%>)) zbioréw cylindrycznych? Czy
zbiory Ay N C[0,00), Ay N C[0,00) nalezg do o-ciata B(RI%>)) N C[0, 00)?

4. Zatozmy, ze (Ny)i>0 jest procesem Poissona z parametrem A > 0.
a) Obliczy¢ P(N,,,1 — N, =0), P(N,,, 1 — N, = 1) oraz P(N,,, 1 — N,, > 2).
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b) Wykaza¢, ze limsup,, , (N, 1 —Np) =1 p.n.

5. Dany jest martyngal (X;);>o o prawostronnie ciagtych trajektoriach, taki, ze
proces Y; = X} — X2, t > 0, jest nadmartyngalem.

a) Wykazac, ze (Y2)i>0 jest zbiezny p.n.

b) Wykazaé, ze (X;)i>o jest zbiezny w L*. (Wskazéwka: EX}? < /EX}).

6. Niech (Ny);>0 bedzie procesem Poissona z parametrem 2, a (W;)¢>o - pro-
cesem Wienera (oba procesy sa adaptowalne do pewnej filtracji (F;)¢>0, nie zakla-
damy ich niezaleznosci). Rozwazmy 7 = inf{t > 0: N, + W > 5}.

a) Udowodni¢, ze T jest momentem zatrzymania wzgledem (F;);>o.

b) Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby ¢ > 0 zachodzi E(Nyp+Wrae) = 2E(T AL).

c¢) Udowodni¢, ze ET < 3.



