
Kolokwium ze Wst¦pu do Procesów Stochastycznych, 15 maja 2025 r.

Czas trwania: 180 minut. Rozwi¡zania prosimy oddawa¢ na oddzielnych kart-
kach, podpisanych imieniem, nazwiskiem i numerem indeksu. Mo»na odda¢ dowoln¡
liczb¦ zada« (ka»de b¦dzie punktowane w skali 0-6 p.), ale maksymalna ª¡czna liczba
punktów za caªe kolokwium to 30.

1. Zaªó»my, »e (Wt)t≥0 jest procesem Wienera.

a) Obliczy¢ E(W1W
2
2 |W1).

b) Dla jakiej warto±ci parametru a, zmienne aW2 −W1 oraz W2 s¡ niezale»ne?

c) Obliczy¢ P(W2 > W1|W2) (wynik wyrazi¢ w zale»no±ci od dystrybuanty stan-
dardowego rozkªadu normalnego).

2. Zaªó»my, »e (Wt)t≥0 jest procesem Wienera. Rozwa»amy procesy na [0,∞):

Xt =
√
2Wt + e2t+1, Yt = max{Wt,W2t} −W2t, Zt = (Wt2 − t)1{Wt ̸=t}.

Wskaza¢ (z uzasadnieniem), które z powy»szych procesów s¡ gaussowskie i dla
wskazanych procesów obliczy¢ funkcje warto±ci oczekiwanej oraz kowariancji.

3. Rozpatrzmy nast¦puj¡ce podzbiory R[0,∞):

A1 =

{
x : sup

t∈[0,∞)

|x(t) +
√
t| < ∞

}
, A2 =

{
x : sup

n∈N
|x(n) +

√
n| < ∞

}
.

Które ze zbiorów A1, A2 nale»¡ do σ-ciaªa B(R[0,∞)) zbiorów cylindrycznych? Czy

zbiory A1 ∩ C[0,∞), A2 ∩ C[0,∞) nale»¡ do σ-ciaªa B(R[0,∞)) ∩ C[0,∞)?

4. Zaªó»my, »e (Nt)t≥0 jest procesem Poissona z parametrem λ > 0.

a) Obliczy¢ P(Nn+ 1
n
−Nn = 0), P(Nn+ 1

n
−Nn = 1) oraz P(Nn+ 1

n
−Nn ≥ 2).

b) Wykaza¢, »e limsupn→∞(Nn+ 1
n
−Nn) = 1 p.n.

5. Dany jest martyngaª (Xt)t≥0 o prawostronnie ci¡gªych trajektoriach, taki, »e
proces Yt = X4

t −X2
t , t ≥ 0, jest nadmartyngaªem.

a) Wykaza¢, »e (Yt)t≥0 jest zbie»ny p.n.

b) Wykaza¢, »e (Xt)t≥0 jest zbie»ny w L4. (Wskazówka: EX2
t ≤

√
EX4

t ).

6. Niech (Nt)t≥0 b¦dzie procesem Poissona z parametrem 2, a (Wt)t≥0 - pro-
cesem Wienera (oba procesy s¡ adaptowalne do pewnej �ltracji (Ft)t≥0, nie zakªa-
damy ich niezale»no±ci). Rozwa»my τ = inf{t ≥ 0 : Nt +Wt ≥ 5}.

a) Udowodni¢, »e τ jest momentem zatrzymania wzgl¦dem (Ft)t≥0.

b) Udowodni¢, »e dla dowolnej liczby t ≥ 0 zachodzi E
(
Nτ∧t+Wτ∧t

)
= 2E(τ∧t).

c) Udowodni¢, »e Eτ ≤ 3.


