
Dodatkowe kolokwium ze Wst¦pu do Procesów Stochastycznych

Czas trwania: 150 minut. Mo»na odda¢ dowoln¡ liczb¦ zada« (ka»de za 6 p.),
ale maksymalna ª¡czna liczba punktów za caªe kolokwium to 30.

1. Zaªó»my, »e (Wt)t≥0 jest procesem Wienera.

a) Dla jakiego a ∈ R zmienne W1 −W2 + aW3 oraz W3 s¡ niezale»ne?

b) Obliczy¢ P(W1 < W2 < W3) oraz P(W1 < W2 |W3).

2. Zaªó»my, »e (Nt)t≥0 jest procesem Poissona z parametrem 5 i niech τ =
inf{t ≥ 0 : Nt = 2}.

a) Czy τ jest niezale»ne od N3? Odpowied¹ uzasadni¢.

b) Obliczy¢ P(τ ∈ (3, 4)).

c) Obliczy¢ P(τ ∈ (3, 4)|N3).

3. Zaªó»my, »e (Wt)t≥0 jest procesem Wienera. Obliczy¢ limsup
n→∞

W2n

Wn
.

4. Zaªó»my, »e (Nt)t≥0 jest procesem Poissona z parametrem 1 i zde�niujmy

τ = inf
{
t ≥ 0 : Nt − t ≤ −1 lub Nt − t ≥ 100

}
, σ = inf

{
t ≥ 0 : Nt − t ≤ −1

}
.

a) Dowie±¢, »e τ < ∞ prawie na pewno.

b) Dowie±¢, »e P(τ = σ) ≥ 100/101.

c) Dowie±¢, »e σ < ∞ prawie na pewno.

5. Dany jest proces (Xt)t≥0 o prawostronnie ci¡gªych trajektoriach, taki, »e(
exp(Xt)

)
t≥0

jest nadmartyngaªem. Dowie±¢, »e proces

(
Xt

1 +X2
t

)
t≥0

zbiega w L2

gdy t → ∞.

6. Dany jest proces gaussowski X = (Xt)t≥0 o funkcji ±redniej równej zero oraz
funkcji kowariancji K(·, ·), przy czym wiadomo, »e X0 = 0 oraz proces (X2

t − t)t≥0

jest martyngaªem wzgl¦dem naturalnej �ltracji.

a) Dowie±¢, »e E[X2
t − t | Xs] = X2

s − s dla s ≤ t.

b) Korzystaj¡c z a), wykaza¢, »e K(s, t) = min{s, t}.
c) Udowodni¢, »e X posiada mody�kacj¦ b¦d¡c¡ procesem Wienera.


