Dodatkowe kolokwium ze Wstepu do Procesé6w Stochastycznych

Czas trwania: 150 minut. Mozna oddaé dowolng liczbe zadan (kazde za 6 p.),
ale maksymalna tgczna liczba punktow za cate kolokwium to 30.

1. Zalozmy, ze (Wy)>0 jest procesem Wienera.

a) Dla jakiego a € R zmienne W7 — Wy + aW3 oraz W3 sa niezalezne?

b) Obliczyc’ P(Wl < Wy < Wg) oraz P(Wl < W, | Wg)

2. Zalozmy, ze (N¢)i>o jest procesem Poissona z parametrem 5 i niech 7 =
inf{t >0 : N, =2}.

a) Czy 7 jest niezalezne od N3? Odpowiedz uzasadnié.

b) Obliczy¢ P(7 € (3,4)).

c) Obliczyé P(7 € (3,4)|N3).
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3. Zalozmy, ze (Wy);>0 jest procesem Wienera. Obliczy¢ limsup
n—oo n

4. Zalézmy, ze (N;)i>o jest procesem Poissona z parametrem 1 i zdefiniujmy
r=inf{t=0: Ne=t<~1lub N, ¢ =100}, 0 =inf{t >0 : Ny~ < ~1}.

a) Dowiesé, ze T < oo prawie na pewno.

b) Dowiesé, ze P(r = o) > 100/101.

c¢) Dowies¢, ze o0 < 0o prawie na pewno.

5. Dany jest proces (X;);>o o prawostronnie ciagltych trajektoriach, taki, ze

X
(exp(Xt)),s, jest nadmartyngatem. Dowies¢, Ze proces ! 2) zbiega w L2
= L+ X7/ >0

gdy t — oo.

6. Dany jest proces gaussowski X = (X;);>0 0 funkcji sredniej réwnej zero oraz
funkcji kowariancji K (-, ), przy czym wiadomo, ze Xy = 0 oraz proces (X7 — t)i>0
jest martyngatem wzgledem naturalnej filtracji.

a) Dowiesé, ze E[X? —t| X ] = X2 —s dlas<t.

b) Korzystajac z a), wykazaé, ze K(s,t) = min{s,t}.

¢) Udowodni¢, ze X posiada modyfikacje bedaca procesem Wienera.



