
Egzamin poprawkowy ze Wst¦pu do Procesów Stochastycznych,

10.09.2025

Czas trwania: 180 minut. Ka»de zadanie b¦dzie punktowane w skali 0-10 punk-
tów, ale za caªy egzamin mo»na uzyska¢ ª¡cznie co najwy»ej 50 punktów.

1. Dany jest proces Poissona N = (Nt)t≥0 z parametrem 2.

a) Obliczy¢ P(N4 > N2 = N1).

b) Obliczy¢ E(N5|N3).

c) Obliczy¢ E(N3|N5).

2. Zaªó»my, »e (Wt)t≥0 jest procesem Wienera.

a) Wykaza¢, »e z prawdopodobie«stwem 1 nierówno±¢ W2n − W2n−1 ≥ 2n/2

zachodzi dla niesko«czenie wielu n.

b) Wykaza¢, »e z prawdopodobie«stwem 1 nierówno±¢ W2n − W2n−1 ≥ n2n/2

zachodzi dla sko«czenie wielu n.

3. Dane s¡ dwa niezale»ne procesy Poissona M = (Mt)t≥0, N = (Nt)t≥0 z
parametrem 1. Niech τ = inf{t ≥ 0 : Mt > Nt}.

a) Wykaza¢, »e Xt = Mt−Nt oraz Yt = (Mt−Nt)
2−2t, t ≥ 0, s¡ martyngaªami

wzgl¦dem �ltracji Ft = σ(Ms, Ns : s ≤ t), t ≥ 0.

b) Wykaza¢, »e τ < ∞ p.n.

c) Dowie±¢, »e Eτ = ∞.

4. Dany jest scentrowany proces gaussowski X = (Xt)t≥0 o funkcji kowariancji
K(s, t) = cos(t− s).

a) Czy dla dowolnych s, t ≥ 0, zmienne Xs +Xt oraz Xs −Xt s¡ niezale»ne?

b) Wyznaczy¢ rozkªad wektora (X0, Xπ).

c) Wykaza¢, »e X0 = −Xπ prawie na pewno.

5. Zaªó»my, »e ((Xt)t≥0, (Px)x∈{0,1}) jest jednorodn¡ rodzin¡ Markowa na dwu-
elementowej przestrzeni stanów E = {0, 1}, o prawostronnie ci¡gªych trajektoriach,
z macierz¡ przej±cia

Pt =
1

5

(
3 + 2e−7t 2− 2e−7t

3− 3e−7t 2 + 3e−7t

)
.

a) Obliczy¢ P1(X1/7 = X2/7 = X3/7 = 0).

b) Wyznaczy¢ rozkªad zmiennej τ = inf{t : Xt = 1} przy zaªo»eniu, »e X0 = 0.

Wskazówka do b): skorzysta¢ z a), a raczej z pewnego uogólnienia tego podpunktu.

6. Niech W = (Wt)t≥0 b¦dzie procesem Wienera. Okre±lmy τ = inf{t ≥ 0 :
|Wt| = 1} oraz σ = inf{t ≥ τ : Wt = 0}.

a) Wykaza¢, »e σ + τ jest momentem zatrzymania wzgl¦dem (FW
t+)t≥0.

b) Obliczy¢ P(σ < τ + 4).

Wskazówka do a): Zgodnie z odpowiednim zadaniem z ¢wicze«, wystarczy spraw-
dzi¢, »e {σ + τ < t} ∈ FW

t dla ka»dego t.


