Egzamin poprawkowy ze Wstepu do Proceséw Stochastycznych,
10.09.2025

Czas trwania: 180 minut. Kazde zadanie bedzie punktowane w skali 0-10 punk-
tow, ale za caty egzamin mozna uzyskaé tgcznie co najwyzej 50 punktow.

1. Dany jest proces Poissona N = (N,);>o z parametrem 2.
a) Obliczy¢ P(Ny > Ny = Ny).

b) Obliczy¢ E(N5|N3).

c) Obliczy¢ E(N3|Ns).

2. Zalozmy, ze (Wy);>0 jest procesem Wienera.

a) Wykaza¢, ze z prawdopodobienstwem 1 nieréwno$¢ Won — Won—1 > on/2
zachodzi dla nieskonczenie wielu n.

b) Wykazaé¢, ze z prawdopodobieristwem 1 nieréwno$¢ Won — Won-1 > n2mn/2
zachodzi dla skorniczenie wielu n.

3. Dane sa dwa niezalezne procesy Poissona M = (M);>0, N = (N¢)i>0 z
parametrem 1. Niech 7 = inf{¢t > 0: M; > N;}.

a) Wykazaé, ze X; = M; — Ny oraz Y; = (M; — Ny)? —2t, t > 0, s3 martyngatami
wzgledem filtracji F; = o(Ms, Ny : s <t),t > 0.

b) Wykazaé, ze 7 < 0o p.n.

c) Dowies¢, ze Er = co.

4. Dany jest scentrowany proces gaussowski X = (X;);>o o funkcji kowariancji
K(s,t) = cos(t — s).

a) Czy dla dowolnych s,¢ > 0, zmienne X, + X; oraz X, — X; sa niezalezne?

b) Wyznaczy¢ rozktad wektora (Xo, X )-

c) Wykazaé, ze Xg = — X, prawie na pewno.

5. Zatozmy, 7e ((Xt)t>0, (P2)zeq0,13) jest jednorodng rodzing Markowa na dwu-
elementowej przestrzeni stanéw FE = {0, 1}, o prawostronnie ciaglych trajektoriach,

7 macierza przejscia
p_1 < 34277 22 >
5\ 3—-3e ™ 2437
a) Obliczyé ]Pl(Xl/7 = X2/7 = X3/7 = 0)
b) Wyznaczy¢ rozktad zmiennej 7 = inf{t : X; = 1} przy zalozeniu, ze X, = 0.
Wskazowka do b): skorzystaé z a), a raczej z pewnego wogdlnienia tego podpunktu.

6. Niech W = (W});>0 bedzie procesem Wienera. Okreslmy 7 = inf{¢t > 0 :
|Wy| =1} oraz o = inf{t > 7 : W, = 0}.

a) Wykazac, ze o + 7 jest momentem zatrzymania wzgledem (]—"XK )t>0-

b) Obliczy¢ P(o < 7+ 4).

Wskazéwka do a): Zgodnie z odpowiednim zadaniem z ¢wiczen, wystarczy spraw-
dzi¢, ze {o + 7 < t} € F}V dla kazdego t.



