Egzamin zerowy ze Wstepu do Proceséw Stochastycznych, 14.06.2025

Czas trwania: 150 minut. Kazde zadanie bedzie punktowane w skali 0-10 punk-
tow, ale za caty egzamin mozna uzyskaé tgcznie co najwyzej 50 punktow.

1. Zalézmy, ze (N;)i>0 jest procesem Poissona z parametrem 3.

a) Obliczy¢ prawdopodobienistwo tego, ze w przedziale czasowym (1,2] proces
(N¢)i>0 ma dokladnie jeden skok.

b) Udowodni¢, ze z prawdopodobieristwem 1 istnieje przedzial czasowy dlugosci
2025, w ktorym proces (Ny)i>o ma dokladnie jeden skok.

2. Dany jest scentrowany proces gaussowski (X;);>o o niezaleznych przyrostach
i prawostronnie ciaglych trajektoriach.

a) Wykazaé, ze proces (X? — EX?);>0 jest martyngatem.
b) Wykazaé, ze jesli martyngal z a) zbiega w L2, to zbiega takze w L.

3. Dane sg procesy Poissona (M;);>0 i (Vi)i>0, z parametrami 1 oraz 2, odpo-
wiednio (nie zakladamy ich niezaleznosci). Niech 7 = inf{¢ : |2M; — N;| > 100}.

a) Dowies¢, ze proces (2M - — Nrat)e>o0 jest martyngatem wzgledem naturalnej
filtracji, zbieznym prawie na pewno. Czy martyngal ten zbiega w L'?

b) Wykazaé, ze 7 < oo z prawdopodobieristwem 1.

4. Niech (W});>¢ bedzie standardowym procesem Wienera.
a) Udowodni¢, ze proces
Xy =exp(Ws +t%), t>0,
jest procesem Markowa wzgledem filtracji (]—'tX ) >0 1 Wyznaczy¢ funkcje przejscia.
b) Rozstrzygnaé, czy proces (Xy)i>o0 jest jednorodnym procesem Markowa.

C) ObllCZyé ]P)(Xl > €,X2 < Xl)

5. Zalozmy, ze (Wy)i>o jest procesem Wienera i niech 7 = inf{¢t > 0: W, = 5},
oc=inf{t >0: W, = —2}.

a) Obliczy¢ P(W, 1 < 5|FW).

b) Obliczy¢ E(W2,,|FY).

¢) Obliczy¢ P(r 4+ 1 < o | FYV). (Przypomnienie: {7 <o}, {oc <7} € F}V))

6. Dana jest jednorodna rodzina Markowa ((X¢)>0,(Pz)zez) na przestrzeni
(Z,2%) o funkcji przejscia P;(-,-) spelniajacej warunek

P, (m, {z,o+1,2+2,... }) <1/2 dla dowolnych ¢ € (1,5), = € Z.
a) Dowiesé, ze Po(X1 > X4) > 1/2.

b) Dowiesé, ze ciag X1, Xo, ... jest rozbiezny z Py-prawdopodobieristwem 1.
(Wskazowka do b): jak wygladaja ciagi zbiezne o wyrazach w Z7)



