
Egzamin zerowy ze Wst¦pu do Procesów Stochastycznych, 14.06.2025

Czas trwania: 150 minut. Ka»de zadanie b¦dzie punktowane w skali 0-10 punk-

tów, ale za caªy egzamin mo»na uzyska¢ ª¡cznie co najwy»ej 50 punktów.

1. Zaªó»my, »e (Nt)t≥0 jest procesem Poissona z parametrem 3.

a) Obliczy¢ prawdopodobie«stwo tego, »e w przedziale czasowym (1, 2] proces
(Nt)t≥0 ma dokªadnie jeden skok.

b) Udowodni¢, »e z prawdopodobie«stwem 1 istnieje przedziaª czasowy dªugo±ci
2025, w którym proces (Nt)t≥0 ma dokªadnie jeden skok.

2. Dany jest scentrowany proces gaussowski (Xt)t≥0 o niezale»nych przyrostach
i prawostronnie ci¡gªych trajektoriach.

a) Wykaza¢, »e proces (X2
t − EX2

t )t≥0 jest martyngaªem.

b) Wykaza¢, »e je±li martyngaª z a) zbiega w L2, to zbiega tak»e w L4.

3. Dane s¡ procesy Poissona (Mt)t≥0 i (Nt)t≥0, z parametrami 1 oraz 2, odpo-
wiednio (nie zakªadamy ich niezale»no±ci). Niech τ = inf{t : |2Mt −Nt| ≥ 100}.

a) Dowie±¢, »e proces (2Mτ∧t−Nτ∧t)t≥0 jest martyngaªem wzgl¦dem naturalnej
�ltracji, zbie»nym prawie na pewno. Czy martyngaª ten zbiega w L1?

b) Wykaza¢, »e τ < ∞ z prawdopodobie«stwem 1.

4. Niech (Wt)t≥0 b¦dzie standardowym procesem Wienera.

a) Udowodni¢, »e proces

Xt = exp (W3t + t2), t ≥ 0,

jest procesem Markowa wzgl¦dem �ltracji
(
FX

t

)
t≥0

i wyznaczy¢ funkcj¦ przej±cia.

b) Rozstrzygn¡¢, czy proces (Xt)t≥0 jest jednorodnym procesem Markowa.

c) Obliczy¢ P (X1 ≥ e,X2 ≤ X1).

5. Zaªó»my, »e (Wt)t≥0 jest procesem Wienera i niech τ = inf{t ≥ 0 : Wt = 5},
σ = inf{t ≥ 0 : Wt = −2}.

a) Obliczy¢ P(Wτ+1 < 5 | FW
τ ).

b) Obliczy¢ E(W 2
τ+1|FW

τ ).

c) Obliczy¢ P
(
τ + 1 < σ | FW

τ

)
. (Przypomnienie: {τ < σ}, {σ < τ} ∈ FW

τ .)

6. Dana jest jednorodna rodzina Markowa ((Xt)t≥0, (Px)x∈Z) na przestrzeni
(Z, 2Z) o funkcji przej±cia Pt(·, ·) speªniaj¡cej warunek

Pt

(
x,

{
x, x+ 1, x+ 2, . . .

})
≤ 1/2 dla dowolnych t ∈ (1, 5), x ∈ Z.

a) Dowie±¢, »e P0(X1 > X4) > 1/2.

b) Dowie±¢, »e ci¡g X1, X2, . . . jest rozbie»ny z P0-prawdopodobie«stwem 1.

(Wskazówka do b): jak wygl¡daj¡ ci¡gi zbie»ne o wyrazach w Z?)


