
Egzamin ze Wst¦pu do Procesów Stochastycznych, 01.07.2025

Czas trwania: 180 minut. Ka»de zadanie b¦dzie punktowane w skali 0-10 punk-
tów, ale za caªy egzamin mo»na uzyska¢ ª¡cznie co najwy»ej 50 punktów.

1. Niech N = (Nt)t≥0 b¦dzie procesem Poissona z parametrem 2, a τ1, τ2 b¦d¡
momentami doj±cia procesu N do 1 i do 2, odpowiednio.

a) Obliczy¢ Eτ2.
b) Obliczy¢ P

(
τ1 > 1, τ2 > 2 |N3 = 3

)
.

c) Obliczy¢ E(τ1 |N3).

2. Zaªó»my, »e (Wt)t≥0 jest procesem Wienera i niech Xt = exp(Wt − t), t ≥ 0.

a) Czy proces (Xt)t≥0 jest nadmartyngaªem wzgl¦dem naturalnej �ltracji?

b) Wykaza¢, »e (Xt)t≥0 zbiega p.n. i wyznaczy¢ rozkªad graniczny.

c) Niech τ = inf
{
t ≥ 0 : Xt ∈ { 1

2 , 2}
}
. Wykaza¢, »e τ < ∞ prawie na pewno

oraz obliczy¢ P(Xτ = 2).

Wskazówka do c): poszuka¢ funkcji f takiej, »e (f(Xt))t≥0 jest martyngaªem.

3. Dany jest proces X = (Xt)t≥0 o ci¡gªych trajektoriach, taki, »e X0 = 0 p.n.
oraz (X2

t − 2t)t≥0 jest podmartyngaªem wzgl¦dem naturalnej �ltracji.

a) Niech τ = inf{t : |Xt| = 1}. Dowie±¢, »e Eτ ≤ 1
2 .

b) Wykaza¢, »e limsupt→∞ |Xt| = ∞ p.n.

4. Niech (Wt)t≥0 b¦dzie procesem Wienera, zde�niujmy τ = inf{t > 0 : Wt = 2}
oraz σ = inf{t > τ : Wt = −2}.

a) Obliczy¢ P(τ < 4, W4 ∈ [−1, 1]).

b) Obliczy¢ P(σ < 4, W4 ∈ [−1, 1]).

5. Zaªó»my, »e (Wt)t≥0 jest procesem Wienera, a (Nt)t≥0 jest procesem Poissona
z parametrem 4.

a) Czy proces Xt = W 3
t + t, t ≥ 0, jest procesem Markowa? Je±li tak, poda¢

funkcj¦ przej±cia i rozstrzygn¡¢, czy jest to proces jednorodny w czasie.

b) Czy proces Yt = 1{Nt≥1}, t ≥ 0, jest procesem Markowa? Je±li tak, poda¢
funkcj¦ przej±cia i rozstrzygn¡¢, czy jest to proces jednorodny w czasie.

6. Dana jest jednorodna mocna rodzina Markowa ((Xt)t≥0, (Px)x∈R) na prze-
strzeni stanów (R,B(R)), posiadaj¡ca ci¡gªe trajektorie. Rozwa»my moment stopu
τ = inf{t ≥ 0 : Xt ≤ 0} i zaªó»my, »e dla wszystkich x ∈ R zachodzi warunek

Px(τ ≥ 25) ≤ 80/81.

Wykaza¢, »e dla wszystkich k = 1, 2, 3, . . . oraz wszystkich x ∈ R mamy

Px(τ ≥ 25k) ≤ (80/81)k.

Wywnioskowa¢ st¡d, »e Exτ ≤ 2025 dla wszystkich x ∈ R.


