Egzamin ze Wstepu do Proceséw Stochastycznych, 01.07.2025

Czas trwania: 180 minut. Kazde zadanie bedzie punktowane w skali 0-10 punk-
tow, ale za caty egzamin mozna uzyskaé tgcznie co najwyzej 50 punktow.

1. Niech N = (N¢);>0 bedzie procesem Poissona z parametrem 2, a 71, 72 beda
momentami doj$cia procesu N do 1 i do 2, odpowiednio.

a) Obliczy¢ Es.
b) Obliczy¢ P(ry > 1,7 > 2| N3 = 3).
c) Obliczy¢ E(ry | N3).

2. Zalozmy, ze (Wy);>0 jest procesem Wienera i niech X, = exp(W; —¢t), t > 0.

a) Czy proces (X¢)¢>o jest nadmartyngatem wzgledem naturalnej filtracji?

b) Wykazaé, ze (X)¢>0 zbiega p.n. i wyznaczy¢ rozklad graniczny.

¢) Niech 7 = inf {t > 0 : X; € {3,2}}. Wykaza¢, 7ze 7 < oo prawie na pewno
oraz obliczy¢ P(X, = 2).

Wskazowka do c¢): poszukaé funkcji f takiej, zZe (f(Xi))i>o0 jest martyngatem.

3. Dany jest proces X = (X;);>0 o ciaglych trajektoriach, taki, ze Xo = 0 p.n.
oraz (X? — 2t)¢>0 jest podmartyngalem wzgledem naturalnej filtracji.

a) Niech 7 = inf{t : |X;| = 1}. Dowies¢, ze Er < 1.

b) Wykazaé, ze limsup,_, ., |X¢| = oo p.n.

4. Niech (W});>0 bedzie procesem Wienera, zdefiniujmy 7 = inf{¢t > 0 : W, = 2}
oraz o = inf{t > 7 : W, = —2}.

a) Obliczy¢ P(r < 4, Wy € [—1,1]).

b) Obliczy¢ P(o < 4, W, € [—1,1]).

5. Zalozmy, ze (Wy)i>o jest procesem Wienera, a (IN)¢>o jest procesem Poissona
7 parametrem 4.

a) Czy proces X; = W2 +t, t > 0, jest procesem Markowa? Jedli tak, poda¢
funkcje przejscia i rozstrzygnaé, czy jest to proces jednorodny w czasie.

b) Czy proces Y; = 1yn,>1}, t > 0, jest procesem Markowa? Jedli tak, poda¢
funkcje przejscia i rozstrzygnaé, czy jest to proces jednorodny w czasie.

6. Dana jest jednorodna mocna rodzina Markowa ((X¢):>0, (Pz)zer) na prze-
strzeni stanow (R, B(R)), posiadajaca ciaggle trajektorie. Rozwazmy moment stopu
7=inf{t >0 : X; <0} izalozmy, ze dla wszystkich « € R zachodzi warunek

P.(r > 25) < 80/81.
Wykazag, ze dla wszystkich k =1, 2, 3,... oraz wszystkich x € R mamy
P,(T > 25k) < (80/81)*.
Wywnioskowaé stad, ze E,7 < 2025 dla wszystkich = € R.



