Egzamin zerowy z Proceséw Stochastycznych, 15 czerwca 2026 r.

Czas trwania: 180 minut.
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b) (8p.) Niech a, b beda ustalonymi liczbami. Rozwiazaé¢ rownanie stochastyczne

1. a) (2p.) Rozwiaza¢ réwnanie 2’ = , t > 0, z warunkiem poczatkowym x(0) = 1.

2X
dX, = <1+tt +a(l+ t)2> dt +b(1 +)2dB;, ¢t >0,

z warunkiem poczatkowym Xy = 1.

2. Rozwazmy stochastyczne réwnanie rézniczkowe

Xi
dX; = dt +dB, t>0
t 1+X,52 + ts - Y,

z warunkiem poczatkowym Xy = 0.
a) (3p.) Wykazac, ze rownanie to posiada jednoznaczne silne rozwiazanie.

b) (4p.) Dla X pochodzacego z a), wyznaczy¢ taka funkcje f niebedaca stala, ze proces
(f(X4))t>0 jest martyngatem.

¢) (5p.) Niech 7 =inf {t > 0 : X; € {~1,V3}}. Wyznaczy¢ P(X, = —1).

3. Zalézmy, ze u : R4 x R — R jest ograniczonym, ciaglym rozwigzaniem zagadnienia
{ut(t,w) — Lty (t,7) 4+ 2up (H,2) + 1 dla (t,2) € (0,00) x R,
u(0,z) = cosx dla z € R.
a) (4p.) Wyznaczy¢ probabilistyczny wzér na u.
b) (6p.) Korzystajac z a), poda¢ jawny wzor na u.
Wskazowka do b): cosx = Re e, a funkcja charakterystyczna rozktadu N(0,1) to p(t) = e~t'/2,

4. Niech ((Xy,Y})),., bedzie rozwiazaniem uktadu réwnan stochastycznych
1
dXt = —§Xt dt - }ft dBt,

1
dn - —51/;5 dt + Xt C].Bt7
z warunkami poczatkowymi Xy = Yy = 1/v/2.

a) (4p.) Wyznaczy¢ rownanie stochastyczne spetniane przez proces R; = X2 + Y2, t > 0.
Wywnioskowaé stad, ze (X,Y") przyjmuje wartosci na okregu jednostkowym.
b) (6p.) Niech 7 = inf{t > 0 : X; = 0}. Obliczyé¢ Er.

Wskazoéwka do b): korzystajgc z a), zapisaé wszystko w jezyku Y.

5. Zalozmy, ze (X,Y) jest dyfuzja w R? o generatorze spetiajacym warunek
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Af=3Af+ 50 dlafeCZ R,

Niech D = {(z,y) € R? : 2 —y?* > —1} oraz 7 = inf{t > 0 : (X,,Y;) ¢ D}.

a) (3p.) Sformulowac zagadnienie Dirichleta zwigzane z E, ,, [fOT (Y2 + 1)dt], (z,y) € D.

b) (3p.) Wyznaczy¢ jawny wzor na rozwigzanie u zagadnienia w a).

¢) (6p.) Uzywajac metod martyngatowych, dowiesé, ze u(z,y) =Eq [ [; (Y2 + 3)dt], (z,y) € D.
Wskazowka do b): pokombinowaé z funkcjq (x — y*)2.



