
Egzamin zerowy z Procesów Stochastycznych, 15 czerwca 2026 r.

Czas trwania: 180 minut.

1. a) (2p.) Rozwi¡za¢ równanie x′ =
2x

1 + t
, t ≥ 0, z warunkiem pocz¡tkowym x(0) = 1.

b) (8p.) Niech a, b b¦d¡ ustalonymi liczbami. Rozwi¡za¢ równanie stochastyczne

dXt =

(
2Xt

1 + t
+ a(1 + t)2

)
dt+ b(1 + t)2dBt, t ≥ 0,

z warunkiem pocz¡tkowym X0 = 1.

2. Rozwa»my stochastyczne równanie ró»niczkowe

dXt =
Xt

1 +X2
t

dt+ dBt, t ≥ 0,

z warunkiem pocz¡tkowym X0 = 0.

a) (3p.) Wykaza¢, »e równanie to posiada jednoznaczne silne rozwi¡zanie.

b) (4p.) Dla X pochodz¡cego z a), wyznaczy¢ tak¡ funkcj¦ f nieb¦d¡c¡ staª¡, »e proces
(f(Xt))t≥0 jest martyngaªem.

c) (5p.) Niech τ = inf
{
t ≥ 0 : Xt ∈ {−1,

√
3}
}
. Wyznaczy¢ P(Xτ = −1).

3. Zaªó»my, »e u : R+ × R → R jest ograniczonym, ci¡gªym rozwi¡zaniem zagadnienia{
ut(t, x) =

1
2uxx(t, x) + 2ux(t, x) + 1 dla (t, x) ∈ (0,∞)× R,

u(0, x) = cosx dla x ∈ R.

a) (4p.) Wyznaczy¢ probabilistyczny wzór na u.

b) (6p.) Korzystaj¡c z a), poda¢ jawny wzór na u.

Wskazówka do b): cosx = Re eix, a funkcja charakterystyczna rozkªadu N(0, 1) to φ(t) = e−t2/2.

4. Niech
(
(Xt, Yt)

)
t≥0

b¦dzie rozwi¡zaniem ukªadu równa« stochastycznych
dXt = −1

2
Xt dt− Yt dBt,

dYt = −1

2
Yt dt+Xt dBt,

z warunkami pocz¡tkowymi X0 = Y0 = 1/
√
2.

a) (4p.) Wyznaczy¢ równanie stochastyczne speªniane przez proces Rt = X2
t + Y 2

t , t ≥ 0.
Wywnioskowa¢ st¡d, »e (X,Y ) przyjmuje warto±ci na okr¦gu jednostkowym.

b) (6p.) Niech τ = inf{t ≥ 0 : Xt = 0}. Obliczy¢ Eτ .
Wskazówka do b): korzystaj¡c z a), zapisa¢ wszystko w j¦zyku Y .

5. Zaªó»my, »e (X,Y ) jest dyfuzj¡ w R2 o generatorze speªniaj¡cym warunek

Af =
1

2
∆f +

∂f

∂x
dla f ∈ C2

zw(R2).

Niech D = {(x, y) ∈ R2 : x− y2 > −1} oraz τ = inf{t ≥ 0 : (Xt, Yt) /∈ D}.
a) (3p.) Sformuªowa¢ zagadnienie Dirichleta zwi¡zane z Ex,y

[∫ τ

0

(
Y 2
t + 1

4

)
dt
]
, (x, y) ∈ D.

b) (3p.) Wyznaczy¢ jawny wzór na rozwi¡zanie u zagadnienia w a).

c) (6p.) U»ywaj¡c metod martyngaªowych, dowie±¢, »e u(x, y)=Ex,y

[∫ τ

0

(
Y 2
t + 1

4

)
dt
]
, (x, y) ∈ D.

Wskazówka do b): pokombinowa¢ z funkcj¡ (x− y2)2.


