
Kolokwium z Procesów Stochastycznych, 28 kwietnia 2026 r.

Czas trwania: 180 minut.

1. Niech (Bt)t≥0 b¦dzie jednowymiarowym procesem Wienera, a (Nt)t≥0 - niezale»nym
procesem Poissona z parametrem 3, B0 = N0 = 0 p.n. Obliczy¢ E(B3 − B2 + B1N1)

2 oraz

granic¦ lim
t→∞

B2t

Nt
w sensie zbie»no±ci prawie na pewno.

2. System - centrum obsªugi - skªada si¦ z dwóch serwerów, z których ka»dy pracuje z wy-
kªadnicz¡ intensywno±ci¡ dwóch klientów na godzin¦. Maksymalna pojemno±¢ systemu wynosi
trzech klientów: dwóch przy stanowiskach obsªugi plus jeden w kolejce. Zakªadamy, »e klienci
przychodz¡ zgodnie z procesem Poissona z intensywno±ci¡ trzy na godzin¦; w przypadku, gdy
system jest peªny, klienci s¡ odrzucani. W chwili pocz¡tkowej system jest pusty.

a) Poda¢ model systemu przy u»yciu ci¡gªego ªa«cucha Markowa na {0, 1, 2, 3} oraz napisa¢
równania Koªmogorowa w tyª dla p00 oraz p21.

b) Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e w chwili pojawienia si¦ drugiego klienta system b¦dzie
pusty?

3. Rozwa»amy jednorodny ci¡gªy ªa«cuch Markowa X na E = {0, 1, 2, . . .} o q-macierzy
−1 1 0 0 0 . . .
1 −2 1 0 0 . . .
0 2 −4 2 0 . . .
0 0 3 −6 3 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .


a) Czy ªa«cuch jest powracaj¡cy?

b) Obliczy¢ ±redni czas oczekiwania na powrót ªa«cucha do 0.

c) Zaªó»my, »e X0 = 2. Ile razy ±rednio X odwiedzi stan 1, zanim dojdzie do 0?

4. Zaªó»my, »e (Bt)t≥0 jest jednowymiarowym processem Wienera, B0 = 0 p.n.

a) Wykaza¢, »e Xt = eBt , t ≥ 0, jest jednorodnym procesem Markowa i wyznaczy¢ jego
funkcj¦ przej±cia.

b) Niech A oznacza generator rodziny Markowa stowarzyszonej z X. Wyznaczy¢ Af dla
f ∈ C2

zw(R+).

5. Zaªó»my, »e (Bt)t≥0 jest jednowymiarowym procesem Wienera, B0 = 0 p.n. Dla zadanego
t > 0 okre±lmy dt = inf{s ≥ t : Bs = 0}. Wyznaczy¢ g¦sto±¢ dwuwymiarowej zmiennej (B1, d1).

6. Dany jest mocny proces Markowa X na E = R, o ci¡gªych trajektoriach. Generator A
stowarzyszonej rodziny Markowa speªnia warunek

Af(x) =
1

2

∂2f(x)

∂x2
− ∂f(x)

∂x
dla x ∈ R oraz f ∈ C2

zw(R).

Niech τ = inf{t : |Xt| = 1}. Obliczy¢ E0τ , P0(Xτ = 1) oraz E0Xτ+1.


