Kolokwium z Proceséw Stochastycznych, 28 kwietnia 2026 r.

Czas trwania: 180 minut.

1. Niech (B;)¢>0 bedzie jednowymiarowym procesem Wienera, a (Ny);>o - niezaleznym
procesem Poissona z parametrem 3, By = Ny = 0 p.n. Obliczy¢ E(Bs — By + B1N;)? oraz
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2. System - centrum obstugi - sktada sie z dwoch serweréw, z ktérych kazdy pracuje z wy-
ktadnicza intensywnoscia dwoch klientéw na godzine. Maksymalna pojemno§é systemu wynosi
trzech klientéw: dwoch przy stanowiskach obstugi plus jeden w kolejce. Zakladamy, ze klienci
przychodza zgodnie z procesem Poissona z intensywno$cia trzy na godzine; w przypadku, gdy
system jest pelny, klienci sg odrzucani. W chwili poczatkowej system jest pusty.

a) Podac¢ model systemu przy uzyciu ciagtego taricucha Markowa na {0, 1,2, 3} oraz napisac¢
réwnania Kolmogorowa w tyt dla pgg oraz po;.

b) Jakie jest prawdopodobieristwo, ze w chwili pojawienia sie drugiego klienta system bedzie
pusty?

3. Rozwazamy jednorodny ciagly taricuch Markowa X na F = {0,1,2,...} o g-macierzy

-1 1 0 0 O
1 -2 1 0 0
0 2 -4 2 0
0 0 3 —6 3

a) Cuzy laricuch jest powracajacy?
b) Obliczy¢ éredni czas oczekiwania na powro6t tancucha do 0.
c¢) Zalozmy, ze Xo = 2. Ile razy $rednio X odwiedzi stan 1, zanim dojdzie do 07

4. Zatozmy, ze (B;)i>0 jest jednowymiarowym processem Wienera, By = 0 p.n.
a) Wykazaé, ze X; = eP¢ t > 0, jest jednorodnym procesem Markowa i wyznaczy¢ jego
funkcje przejscia.

b) Niech A oznacza generator rodziny Markowa stowarzyszonej z X. Wyznaczy¢ Af dla

f € CZQw(RJr)

5. Zalozmy, ze (By)i>0 jest jednowymiarowym procesem Wienera, By = 0 p.n. Dla zadanego
t > 0 okreslmy d; = inf{s > ¢ : By = 0}. Wyznaczy¢ gestos¢ dwuwymiarowe]j zmiennej (By,dy).

6. Dany jest mocny proces Markowa X na E = R, o ciaglych trajektoriach. Generator A
stowarzyszonej rodziny Markowa spetnia warunek

2 xT T

Niech 7 = inf{t : |X;| = 1}. Obliczy¢ Eo1, Po(X, = 1) oraz EgX,41.

dla z € R oraz f € C?, (R).



