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Szkice rozwi¡za«

1. Wykaza¢, »e dla dowolnych zdarze« A, B, C speªniaj¡cych warunki P(A′∪B) = 9
10

oraz B ⊆ C, zachodzi nierówno±¢ P(A ∩ C ′) ≤ 1
10 . Czy staª¡ 1

10 mo»na poprawi¢?

Rozwi¡zanie. Mamy C ′ ⊆ B′, a zatem

9

10
= P(A′ ∪B) = 1− P((A′ ∪B)′) = 1− P(A ∩B′) ≤ 1− P(A ∩ C ′),

sk¡d wynika »¡dana nierówno±¢. Gdy B = C, w powy»szym ci¡gu wyst¦puj¡ wyª¡cznie
równo±ci, wi¦c staªej 1/10 nie mo»na poprawi¢.

2. Ile jest podzbiorów zbioru {a1, a2, . . . , ak, b1, b2, . . . , bm, c1, c2, . . . , cn}, zawiera-
j¡cych co najmniej jeden element �a� oraz co najmniej jeden element �b�?

Rozwi¡zanie: Aby stworzy¢ podzbiór jak w zadaniu, musimy wybra¢ niepusty podzbiór
zbioru {a1, a2, . . . , ak} (na 2k − 1 sposobów), doªo»y¢ do niego niepusty podzbiór zbioru
{b1, b2, . . . , bm} (na 2m−1 sposobów) oraz doªo»y¢ dowolny pozdbiór {c1, c2, . . . , cn} (na
2n sposobów). St¡d odpowied¹:

(2k − 1)(2m − 1) · 2n = 2k+m+n − 2k+n − 2m+n + 2n.

Uwaga: Zadanie mo»na rozwi¡za¢ u»ywaj¡c wzoru wª¡cze« i wyª¡cze«, przez oblicze-
nie, ile jest podzbiorów, które nie speªniaj¡ warunków zadania. Takie �zªe� podzbiory
musz¡ nie zawiera¢ elementów �a� lub nie zawiera¢ elementów �b�. Liczba pozdbiorów
niezawieraj¡cych �a� wynosi 2m+n; podobnie, liczba podzbiorów niezawieraj¡cych �b�
wynosi 2k+n; wreszcie, liczba podzbiorów niezawieraj¡cych ani �a�, ani �b� jest równa 2n.
St¡d liczba �zªych� podzbiorów wynosi

2m+n + 2k+n − 2n,

pozostaje odj¡¢ t¦ liczb¦ od liczby wszystkich podzbiorów zbioru

{a1, a2, . . . , ak, b1, b2, . . . , bm, c1, c2, . . . , cn}
(czyli od 2k+m+n).

3. Na odcinku AB umieszczono w sposób losowy punkty C oraz D. Obliczy¢ praw-
dopodobie«stwo tego, »e z punktu C jest bli»ej do D ni» do A, oraz z punktu D jest
bli»ej do C ni» do B.

Rozwi¡zanie: Bez straty ogólno±ci mo»emy uto»sami¢ odcinek AB z przedziaªem [0, 1].
Wówczas losujemy dwie liczby C, D z tego przedziaªu, a wi¦c przestrzeni¡ probabilisty-
czn¡ jest kwadrat [0, 1]2 wyposa»ony w podzbiory borelowskie i prawdopodobie«stwo
geometryczne. Oznaczmy badane zdarzenie przez F . Wyró»niamy dwie mo»liwo±ci:

1◦ Mamy D ≤ C. Wówczas warunki zadania s¡ speªnione (tzn. (C,D) ∈ F ). Warunek
D ≤ C wycina z kwadratu [0, 1]2 trójk¡t o polu 1/2.

2◦ Mamy C < D. Wówczas warunek de�niuj¡cy badane zdarzenie F jest równowa»ny
nierówno±ciom D − C < C oraz D − C ≤ 1 − D. Bezpo±rednio sprawdzamy, i» te
nierówno±ci (wraz z zakªadanym warunkiem C < D) wycinaj¡ z kwadratu [0, 1]2 trójk¡t
o polu 1/6.

St¡d szukane prawdopodobie«stwo wynosi 1/2 + 1/6 = 2/3.
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Uwaga: Cz¦stym bª¦dem byªo pomini¦cie przypadku 1◦. Prosz¦ zauwa»y¢, i» nie
mo»emy w »adnym razie skorzysta¢ z symetrii punktów C i D, przyjmuj¡c, »e C le»y �na
lewo� od D. Role C i D nie s¡ symetryczne.

4. Z talii 52 kart losujemy pi¦¢ razy po jednej karcie bez zwracania. Obliczy¢ praw-
dopodobie«stwo tego, »e wylosowano trzy dwójki lub co najmniej jednego asa, je±li
wiadomo, »e nie wyci¡gni¦to »adnego pika.

Rozwi¡zanie: Wiemy, »e nie wyci¡gni¦to pika; mo»emy wi¦c przej±¢ do �zredukowanego
eksperymentu�, w którym losujemy pi¦¢ kart z talii 39 kart, zªo»onej z 13 kierów, 13 kar
oraz 13 tre�i. W ten sposób kontekst warunkowy przeksztaªca si¦ w bezwarunkowy: jako
przestrze« probabilistyczn¡ bierzemy zbiór wszystkich pi¦cioelementowych kombinacji
wspomnianej �zubo»onej� talii kart, z klas¡ wszystkich podzbiorów jako σ-ciaªem oraz
prawdopodobie«stwem klasycznym. Oznaczmy A - wylosowano trzy dwójki, B - wylo-
sowano co najmniej jednego asa. Mamy

P(A ∪B) = P(A) + P(B)− P(A ∩B) = P(A ∩B′) + P(B).

Bezpo±rednio liczymy, »e

P(A ∩B′) =

(
3
3

)(
33
2

)(
39
5

)
(wybieramy trzy dwójki z trzech oraz pozostaªe dwie karty z 33 nie-pików, nie-dwójek i
nie-asów) oraz

P(B) = 1− P(B′) = 1−
(
36
5

)(
39
5

)
(wybieramy pi¦¢ kart spo±ród nie-pików i nie-asów).

Uwaga. Zadanie mo»na równie» rozwi¡za¢ poprzez rozwa»enie wszystkich mo»liwo±ci:
mamy

P(A ∪B) = P(A ∪B1) + P(A ∪B2) + P(A ∪B3),

gdzieBj to zdarzenie �wylosowano dokªadnie j asów�. Oczywi±cie, ostatnie prawdopodobie«stwo
wy»ej wynosi zero, wystarczy obliczy¢ pierwsze dwa.

5. W urnie znajduje si¦ 10 monet. Prawdopodobie«stwo wyrzucenia orªa na j-tej
monecie wynosi j/10, j = 1, 2, . . ., 10. Losujemy monet¦, a nast¦pnie wykonujemy ni¡
trzy rzuty.

a) Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e w drugim rzucie uzyskamy orªa?
b) Zaªó»my, »e w drugim rzucie uzyskano orªa. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e w

pozostaªych dwóch rzutach uzyskano orªa i reszk¦?

Rozwi¡zanie: Mamy do czynienia z do±wiadczeniem czteroetapowym: w pierwszym
etapie losujemy monet¦, kolejne etapy wi¡»¡ si¦ z poszczególnymi rzutami t¡ monet¡.
Wprowad¹my zdarzenia Hj - wylosowano j-t¡ monet¦ (j = 1, 2, . . . , 10), A - w drugim
rzucie uzyskano orªa, B - w pierwszym i trzecim rzucie uzyskano ró»ne wyniki. Zdarzenia
H1, H2, . . ., H10 tworz¡ rozbicie i maj¡ dodatnie prawdopodobie«stwa.

a) Korzystaj¡c ze wzoru na prawdopodobie«stwo caªkowite mamy

P(A) =

10∑
j=1

P(A|Hj)P(Hj) =

10∑
j=1

j

10
· 1

10
=

11

20
.
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b) Korzystaj¡c ze wzoru na prawdopodobie«stwo warunkowe, P(B|A) = P(A∩B)/P(A) =
20P(A ∩B)/11. Ze wzoru na prawdopodobie«stwo caªkowite, dostajemy

P(A ∩B) =

10∑
j=1

P(A ∩B|Hj)P(Hj) =

10∑
j=1

2 · j

10
· j

10
· 10− j

10
· 1

10
= 0.165

(prawdopodobie«stwo P(A ∩ B|Hj) liczymy wprost: wiemy, »e rzucamy j-t¡ kostk¡, i
musimy uzyska¢ - w kolejnych trzech rzutach - orªa, orªa i reszk¦, albo reszk¦, orªa i orªa,
odpowiednio; te dwa scenariusze s¡ tak samo prawdopodobne, st¡d dwójka pod powy»sz¡
sum¡). Wstawiaj¡c, szukane prawdopodobie«stwo P(B|A) wynosi 0.3.

6. Z urny zawieraj¡cej 1000 kul ponumerowanych liczbami od 1 do 1000 losujemy
100 razy po jednej kuli ze zwracaniem, a nast¦pnie numery wszystkich wyci¡gni¦tych kul
ustawiamy w niemalej¡cy ci¡g (o stu wyrazach). Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e na
ostatnim miejscu w tym ci¡gu stoi liczba 100?

Rozwi¡zanie: Jako przestrze« probabilistyczn¡ bierzemy

Ω =
{
(a1, a2, . . . , a100) : aj ∈ {1, 2, . . . , 1000}

}
,

wyposa»on¡ w σ-ciaªo wszystkich podzbiorów oraz prawdopodobie«stwo klasyczne. Klu-
czowe dla rozwi¡zania jest wprowadzenie zdarze« A - wszystkie liczby aj s¡ nie wi¦ksze
ni» 100 oraz B - wszystkie liczby aj s¡ nie wi¦ksze ni» 99. Interesuj¡ce nas zdarzenie to
A \B. Poniewa» B ⊆ A, to

P(A \B) = P(A)− P(B) =
|A| − |B|

|Ω|
=

100100 − 99100

1000100
.

Uwaga. Cz¦stym bª¦dem byªo wprowadzenie innej przestrzeni zdarze« elementarnych,

Ω =
{
(a1, a2, . . . , an) : aj ∈ {1, 2, . . . , 1000}, a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ a100

}
(jest to ta sama Ω co wy»ej, tyle »e dokªadamy dodatkowo warunek na monotoniczno±¢
ci¡gu (aj)

100
j=1). Prosz¦ zauwa»y¢, wybór prawdopodobie«stwa klasycznego nie jest tu

dobrym pmysªem: na przykªad, ci¡g staªy zªo»ony z samych jedynek mo»e by¢ zreali-
zowany tylko w przypadku, gdy we wszystkich losowaniach wyci¡gni¦to kul¦ z numerem
1; natomiast jakikolwiek ci¡g ró»nowarto±ciowy jest 100! razy bardziej prawdopodobny:
istotnie, konkretna kon�guracja numerów mo»e by¢ zrealizowa na 100! sposobów - nie
ma tu znaczenia, w których losowaniach uzyskano konkretne kule.

7. Na n kartonikach zapisano n ró»nych liczb rzeczywistych. Kartoniki wªo»ono do
pudeªka, starannie wymieszano, a nast¦pnie losowano kolejno bez zwracania. Niech Ak

oznacza zdarzenie {k-ta wylosowana liczba jest wi¦ksza od poprzedniej}, k = 2, 3, . . ..
Rozstrzygn¡¢, czy zdarzenia A2, A3, . . ., An s¡ niezale»ne.

Rozwi¡zanie: Bez straty ogólno±ci mo»emy przyj¡¢, »e liczby na kartonikach to 1,
2, . . ., n, wówczas zadanie po±wi¦cone jest wª¡sno±ciom permutacji zbioru {1, 2, . . . , n}.
Oznaczmy zbiór wszystkich takich permutacji przez Ω, poªó»my F = 2Ω i rozwa»my
prawdopodobie«stwo klasyczne na Ω. Jak ªatwo zauwa»y¢, mamy P(Ak) = 1/2, licz¡c
albo bezpo±rednio, albo wskazuj¡c bijekcj¦ pomi¦dzy Ak i A′

k (przez transpozycj¦ na
miejscach k oraz k − 1). Ale

P(A2 ∩A3) =
|A2 ∩A3|

|Ω|
=

(
n
3

)
· 1 · (n− 3)!

n!
=

1

3!
=

1

6
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(licznik: wybieramy trzy liczby, które maj¡ sta¢ na pierwszych trzech miejscach, porz¡d-
kujemy je rosn¡co na jeden sposób, pozostaªe n−3 liczby umieszczamy dowolnie). Zatem
P(A2 ∩A3) ̸= P(A2)P(A3), a wi¦c zdarzenia nie s¡ niezale»ne.

8. Wyznaczy¢ liczb¦ wszystkich rosn¡cych ci¡gów (a1, a2, . . . , an−1) liczb caªkowitych
speªniaj¡cych 1 ≤ a1 ≤ 2 oraz aj ≤ 2j dla wszystkich j = 2, 3, . . . , n− 1.

Rozwi¡zanie: Niech bj = aj−j, j = 1, 2, . . . , n−1. Przeksztaªcenie to zadaje bijekcj¦
mi¦dzy klas¡ ci¡gów (a1, a2, . . . , an−1) jak w zadaniu oraz klas¡ niemalej¡cych ci¡gów
(b1, b2, . . . , bn−1) speªniaj¡cych warunki 0 ≤ b1 ≤ 1 oraz bj ≤ j dla j = 2, 3, . . . , n − 1.
Wyka»emy, »e ta ostatnia klasa ma moc równ¡ Cn, n-tej liczbie Catalana. W tym celu,
spójrzmy na dowoln¡ ±cie»k¦ Catalana, tzn. monotoniczn¡ ±cie»k¦ ª¡cz¡c¡ (0, 0) i (n, n),
nieprzechodz¡c¡ powy»ej diagonali (por. wykªad). Dla ka»dej liczby 0 ≤ j ≤ n, spójrzmy
na �najwy»szy punkt� postaci (j, cj), le»¡cy na ±cie»ce. Rzecz jasna, mamy c0 = 0 oraz
cn = n; co kluczowe, ka»da ±cie»ka jest w jednoznaczny sposób zadana przez podanie

ci¡gu (c1, c2, . . . , cn−1). Pozostaje ju» tylko zauwa»y¢, »e ci¡g ten musi speªnia¢ te same
warunki co ci¡g b1, b2, . . ., bn−1; i w drug¡ stron¦, ka»dy ci¡g (bj)

n−1
j=1 jak wy»ej prowadzi

do pewnej ±cie»ki Catalana.


