Metodyka Nauczania Rachunku Prawdopodobienstwa, kolokwium,
28.04.2023

Szkice rozwigzan

1. Wykazacé, ze dla dowolnych zdarzen A, B, C' spelniajacych warunki P(A'UB) = %
oraz B C C, zachodzi nierownos¢ P(ANC’) < %. Czy stala % mozna poprawic?

Rozwigzanie. Mamy C’ C B’, a zatem

9

i =P(AUB)=1-P(AUB))=1-P(ANB)<1-PANC"),

skad wynika zadana nieréwnosé. Gdy B = C, w powyzszym ciggu wystepuja wylacznie
rownosci, wiec statej 1/10 nie mozna poprawié.

2. Ile jest podzbioréw zbioru {ai,as,...,ak,b1,ba,... by, c1,¢2,...,¢n}, zawiera-
jacych co najmniej jeden element ,,a” oraz co najmniej jeden element ,,b"7

Rozwigzanie: Aby stworzy¢ podzbior jak w zadaniu, musimy wybraé niepusty podzbior
zbioru {ay,as,...,ax} (na 2¥ — 1 sposob6w), dotozy¢ do niego niepusty podzbiér zbioru
{b1,b2,..., b} (na 2™ —1 sposobow) oraz dotozy¢ dowolny pozdbior {cy,ca,...,c,} (na
2™ sposobow). Stad odpowiedz:

(28 —1)(2™ — 1) . 2" = oktmtn _ gktn _ gmin 4 on

Uwaga: Zadanie mozna rozwiazaé uzywajac wzoru wiaczen i wytaczen, przez oblicze-
nie, ile jest podzbioréw, ktore nie spelniaja warunkéw zadania. Takie ,zte” podzbiory
musza nie zawiera¢ elementéw ,,a” lub nie zawieraé¢ elementéw ,,b”. Liczba pozdbiorow
niezawierajacych ,,a” wynosi 27*7"; podobnie, liczba podzbioréw niezawierajacych ,,b”
wynosi 277 wreszcie, liczba podzbioréw niezawierajacych ani ,,a”, ani ,,b” jest réwna 2.
Stad liczba ,ztych” podzbioréw wynosi

2m+n + 2k+n o 2n7

pozostaje odjac te liczbe od liczby wszystkich podzbiordéw zbioru

{alaa23"'7ak7b1,b27'"3bm3613623"'7Cn}
(czyli od 2k+m+n),

3. Na odcinku AB umieszczono w sposob losowy punkty C oraz D. Obliczy¢ praw-
dopodobieristwo tego, ze z punktu C jest blizej do D niz do A, oraz z punktu D jest
blizej do C niz do B.

Rozwigzanie: Bez straty ogolnosci mozemy utozsami¢ odcinek AB z przedziatem [0, 1].
Wowczas losujemy dwie liczby C, D z tego przedziatu, a wiec przestrzenia probabilisty-
czng jest kwadrat [0,1]? wyposazony w podzbiory borelowskie i prawdopodobieristwo
geometryczne. Oznaczmy badane zdarzenie przez F. Wyr6zniamy dwie mozliwosci:

1° Mamy D < C. Wowczas warunki zadania sg spetnione (tzn. (C, D) € F'). Warunek
D < C wycina z kwadratu [0, 1]? tréjkat o polu 1/2.

2° Mamy C' < D. Wéwczas warunek definiujacy badane zdarzenie F' jest réwnowazny
nieréwnoéciom D — C < C oraz D — C < 1 — D. Bezposrednio sprawdzamy, iz te
nieréwnoéci (wraz z zaktadanym warunkiem C' < D) wycinaja z kwadratu [0, 1]? trojkat
o polu 1/6.

Stad szukane prawdopodobieristwo wynosi 1/2 4+ 1/6 = 2/3.



Uwaga: Czestym bledem bylo pominiecie przypadku 1°. Prosze zauwazy¢, iz nie
mozemy w zadnym razie skorzysta¢ z symetrii punktéow C'i D, przyjmujac, ze C lezy ,na
lewo” od D. Role C'i D nie sqg symetryczne.

4. 7 talii 52 kart losujemy pie¢ razy po jednej karcie bez zwracania. Obliczyé praw-
dopodobieristwo tego, ze wylosowano trzy dwojki lub co najmniej jednego asa, jesli
wiadomo, ze nie wyciagnieto zadnego pika.

Rozwigzanie: Wiemy, ze nie wyciagnieto pika; mozemy wiec przejsé do ,zredukowanego
eksperymentu”, w ktorym losujemy pie¢ kart z talii 39 kart, ztozonej z 13 kieréw, 13 kar
oraz 13 trefli. W ten sposob kontekst warunkowy przeksztalca sie w bezwarunkowy: jako
przestrzen probabilistyczng bierzemy zbiér wszystkich piecioelementowych kombinacji
wspomnianej ,zubozonej” talii kart, z klasa wszystkich podzbioréw jako o-cialem oraz
prawdopodobienstwem klasycznym. Oznaczmy A - wylosowano trzy dwojki, B - wylo-
sowano co najmniej jednego asa. Mamy

P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB) =P(ANB') + P(B).
Bezposrednio liczymy, ze

() (%)
P(ANB') = 2.2)
()
(wybieramy trzy dwojki z trzech oraz pozostate dwie karty z 33 nie-pikow, nie-dwoéjek i
nie-asow) oraz

(5)
P(B)=1-P(B)=1- 2+
(5)
(wybieramy pie¢ kart sposrod nie-pikow i nie-asow).
Uwaga. Zadanie mozna réwniez rozwiazaé poprzez rozwazenie wszystkich mozliwosci:
mamy

P(AUB) =P(AU By) + P(AU By) + P(AU Bs),

gdzie B; to zdarzenie ,wylosowano doktadnie j aséw”. Oczywiscie, ostatnie prawdopodobieiistwo
wyzej wynosi zero, wystarczy obliczy¢ pierwsze dwa.

5. W urnie znajduje sie 10 monet. Prawdopodobieistwo wyrzucenia orta na j-tej
monecie wynosi j/10, j = 1, 2, ..., 10. Losujemy monete, a nastepnie wykonujemy nia
trzy rzuty.

a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w drugim rzucie uzyskamy orta?

b) Zalézmy, ze w drugim rzucie uzyskano orta. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze w
pozostatych dwoch rzutach uzyskano orta i reszke?

Rozwigzanie: Mamy do czynienia z do$wiadczeniem czteroetapowym: w pierwszym
etapie losujemy monete, kolejne etapy wiaza sie z poszczegbélnymi rzutami tg moneta.
Wprowadzmy zdarzenia H; - wylosowano j-ta monete (j = 1,2,...,10), A - w drugim
rzucie uzyskano orta, B - w pierwszym i trzecim rzucie uzyskano rézne wyniki. Zdarzenia
H,, Ho, ..., Hig tworza rozbicie i maja dodatnie prawdopodobienstwa.

a) Korzystajac ze wzoru na prawdopodobieristwo catkowite mamy

10 10 ] 1 11
P(A) = D P(AIH,)P(H;) = > 4 oo = oo
j=1 j=1



3

b) Korzystajac ze wzoru na prawdopodobieristwo warunkowe, P(B|A) = P(ANB)/P(A) =
20P(A N B)/11. Ze wzoru na prawdopodobieristwo catkowite, dostajemy

10 10 . . .
10-5 1
P(ANB) =Y P(ANB|H;P(H)) = 2-%.i- j~1—O:O.165
i=1

= 10 10
(prawdopodobienstwo P(A N B|H;) liczymy wprost: wiemy, ze rzucamy j-ta kostka, i
musimy uzyskaé - w kolejnych trzech rzutach - orta, orta i reszke, albo reszke, orta i orta,
odpowiednio; te dwa scenariusze sa tak samo prawdopodobne, stad dwdjka pod powyzsza
suma). Wstawiajac, szukane prawdopodobienistwo P(B|A) wynosi 0.3.

6. Z urny zawierajacej 1000 kul ponumerowanych liczbami od 1 do 1000 losujemy
100 razy po jednej kuli ze zwracaniem, a nastepnie numery wszystkich wyciagnietych kul
ustawiamy w niemalejacy ciag (o stu wyrazach). Jakie jest prawdopodobienistwo, ze na
ostatnim miejscu w tym ciagu stoi liczba 1007

Rozwigzanie: Jako przestrzen probabilistyczng bierzemy
Q= {(a1,a2,...,a100) : a; € {1,2,...,1000}},

wyposazong w o-ciato wszystkich podzbioréw oraz prawdopodobieristwo klasyczne. Klu-
czowe dla rozwiagzania jest wprowadzenie zdarzen A - wszystkie liczby a; sa nie wieksze
niz 100 oraz B - wszystkie liczby a; sg nie wieksze niz 99. Interesujace nas zdarzenie to
A\ B. Poniewaz B C A, to

_|A|—|B| _ 100" — 99100

P(A\ B) = P(A) — P(B) T 500700

Uwaga. Czestym bledem byto wprowadzenie innej przestrzeni zdarzen elementarnych,
Q= {(a1,a2,...,a,) : aj € {1,2,...,1000}, a1 < az < ... < a1}

(jest to ta sama 2 co wyzej, tyle ze doktadamy dodatkowo warunek na monotonicznosé
ciagu (a;)j2)). Prosze zauwazy¢, wybor prawdopodobienistwa klasycznego nie jest tu
dobrym pmystem: na przyktad, ciag staly zlozony z samych jedynek moze by¢ zreali-
zowany tylko w przypadku, gdy we wszystkich losowaniach wyciagnieto kule z numerem
1; natomiast jakikolwiek ciag réznowartosciowy jest 100! razy bardziej prawdopodobny:
istotnie, konkretna konfiguracja numeréw moze by¢ zrealizowa na 100! sposobéw - nie

ma tu znaczenia, w ktérych losowaniach uzyskano konkretne kule.

7. Na n kartonikach zapisano n réznych liczb rzeczywistych. Kartoniki wlozono do
pudetka, starannie wymieszano, a nastepnie losowano kolejno bez zwracania. Niech Ay
oznacza zdarzenie {k-ta wylosowana liczba jest wieksza od poprzedniej}, k = 2, 3, .. ..
Rozstrzygnaé, czy zdarzenia As, As, ..., A, sa niezalezne.

Rozwigzanie: Bez straty ogdlno$ci mozemy przyjaé, ze liczby na kartonikach to 1,
2, ..., n, wowczas zadanie poswiecone jest wlasnosciom permutacji zbioru {1,2,...,n}.
Oznaczmy zbiér wszystkich takich permutacji przez (2, potézmy F = 2% i rozwazmy
prawdopodobienstwo klasyczne na . Jak tatwo zauwazyc, mamy P(Ax) = 1/2, liczac
albo bezposrednio, albo wskazujac bijekcje pomiedzy Ay i A}, (przez transpozycje¢ na
miejscach k oraz k —1). Ale

_|A20A3|_(§)1(n—3)' 1 1
TR nl 376

IED(AQ M Ag)



(licznik: wybieramy trzy liczby, ktére maja sta¢ na pierwszych trzech miejscach, porzad-
kujemy je rosnaco na jeden sposob, pozostale n—3 liczby umieszczamy dowolnie). Zatem
P(As N Ag) # P(A2)P(A3), a wiec zdarzenia nie sg niezalezne.

8. Wyznaczy¢ liczbe wszystkich rosnacych ciagow (aq,as, . .., a,—1) liczb catkowitych
spelniajacych 1 < a; <2 oraz a; < 2j dla wszystkich j =2,3, ..., n—1.

Rozwigzanie: Niech b; = a;—j,7 =1, 2, ..., n—1. Przeksztalcenie to zadaje bijekcje
miedzy klasa ciagéow (ai,az,...,a,—1) jak w zadaniu oraz klasa niemalejacych ciagow
(b1,b2,...,by—1) speiniajacych warunki 0 < b; <lorazb; <jdlaj=23,...,n—1
Wykazemy, zZe ta ostatnia klasa ma moc réwna C,,, n-tej liczbie Catalana. W tym celu,
spojrzmy na dowolna Sciezke Catalana, tzn. monotoniczna $ciezke taczaca (0,0) i (n,n),
nieprzechodzaca powyzej diagonali (por. wyktad). Dla kazdej liczby 0 < j < n, spojrzmy
na ,najwyzszy punkt” postaci (j,c;), lezacy na Sciezce. Rzecz jasna, mamy ¢y = 0 oraz
¢, = n; co kluczowe, kazda $ciezka jest w jednoznaczny sposdb zadana przez podanie
ciggu (c1,¢a,...,cn—1). Pozostaje juz tylko zauwazy¢, ze ciag ten musi spelniaé¢ te same
warunki co ciag by, b, ..., by_1; 1 w druga strone, kazdy ciag (bj);f‘:_l1 jak wyzej prowadzi
do pewnej $ciezki Catalana.



