
MNRP, kolokwium 26 kwietnia 2024 r., rozwi¡zania

Poni»szy tekst zawiera rozwi¡zania zada« dla grupy A, rozwi¡zania dla grupy B

s¡ podobne. Przy ka»dym zadaniu, na ko«cu umie±ciªem list¦ typowych bª¦dów.

1. Ze zbioru {1, 2, . . . , n} losujemy ze zwracaniem r razy po jednym elemencie
(zakªadamy, »e n ≥ 2 i r ≥ 3). Wyznaczy¢ prawdopodobie«stwo zdarzenia {co
najmniej raz wylosowano liczb¦ 1 oraz co najmniej dwa razy wylosowano liczb¦ 2}.

Rozwi¡zanie. Rozpoczynamy od opisu przestrzeni probabilistycznej: kªadziemy

Ω = {1, 2, . . . , n}r, F = 2Ω

i jako P bierzemy prawdopodobie«stwo klasyczne. Oznaczmy A = {co najmniej
raz wylosowano liczb¦ 1} oraz B = {co najmniej dwa razy wylosowano liczb¦ 2}.
Mamy P(A ∩B) = 1− P(A′ ∪B′) oraz

P(A′ ∪B′) = P(A′) + P(B′)− P(A′ ∩B′).

Liczymy bezpo±rednio, i»

P(A′) =
|ani razu nie wylosowano 1|

|Ω|
=

(n− 1)r

nr

oraz podobnie

P(B′) =
|liczba 2 pojawiªa si¦ co najwy»ej raz|

|Ω|
=

(n− 1)r + r · (n− 1)r−1

nr
,

P(A′ ∩B′) =
(n− 2)r + r · (n− 2)r−1

nr
.

(na przykªad, szansa na uzyskanie dokªadnie jednej dwójki wynosi r ·(n−1)r−1/nr:
na r sposobów wybieramy miejsce dla dwójki, a na ka»dej z pozostaªych r − 1
pozycji mamy n− 1 mo»liwo±ci).

St¡d ostatecznie

P(A ∩B) = 1− (n− 1)r

nr
− (n− 1)r + r · (n− 1)r−1

nr
+

(n− 2)r + r · (n− 2)r−1

nr
.

Typowe bª¦dy:

- brak opisu przestrzeni probabilistycznej;
- nieprawidªowy model kombinatoryczny;
- pomyªki w rozwa»aniach kombinatorycznych;
- lakoniczny opis.

2. Rzucono 10 razy kostk¡. Jakie jest prawdopodobie«stwo tego, »e w pierwszym
rzucie wypadªa szóstka, je±li wiadomo, »e

a) w 10 rzutach wypadªo ª¡cznie dokªadnie 7 szóstek;
b) w 9 nast¦pnych rzutach wypadªo dokªadnie 7 szóstek.

Rozwi¡zanie. Przestrze« probabilistyczna dana jest poprzez

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}10, F = 2Ω,

a P jest prawdopodobie«stwem klasycznym. Oznaczmy A = {w pierwszym rzucie
wypadªa szóstka}, B = {w 10 rzutach wypadªo ª¡cznie dokªadnie 7 szóstek}, C =
{w 9 ostatnich rzutach wypadªo dokªadnie 7 szóstek}.
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a) Ze wzoru na prawdopodobie«stwo warunkowe,

P(A|B) =
P(A ∩B)

P(B)
=

|A ∩B|
|B|

.

Mamy |A∩B| =
(
9
6

)
· 53: istotnie, musi by¢ szóstka na pierwszej pozycji oraz sze±¢

szóstek na ostatnich dziewi¦ciu pozycjach. Wybieramy wi¦c sze±¢ miejsc na szóstki,
a na pozostaªych trzech mamy 53 mo»liwo±ci. Podobnie rozumuj¡c, widzimy, i»
|B| =

(
10
7

)
· 53. Tak wi¦c

P(A|B) =

(
9
6

)(
10
7

) .
b) Argumentuj¡c jak wy»ej,

P(A|C) =
|A ∩ C|
|C|

=

(
9
7

)
52

6 ·
(
9
7

)
52

=
1

6
.

Uwaga. Podpunkt a) mo»na rozwi¡za¢ inaczej, patrz¡c wyª¡cznie na zachowanie
miejsc, na których stoj¡ szóstki (w ten sposób bezpo±rednio identy�kujemy praw-
dopodobie«stwo warunkowe). Bierzemy

Ω = {kombinacje 7-elementowe zbioru {1, 2, . . . , 10}}, F = 2Ω,

a jako P kªadziemy prawdopodobie«stwo klasyczne. Wówczas odpowied¹ wynosi

P(A) =

(
9
6

)(
10
7

) .
Istotnie: licz¡c |A|, interesuj¡ nas te kombinacje 7-elementowe, które zawieraj¡
1. Okre±lamy je, bior¡c 1 oraz dokªadaj¡c sze±cioelementowy podzbiór zbioru
{2, 3, . . . , 10}.

Typowe bª¦dy:

- brak opisu przestrzeni probabilistycznej;
- niezale»no±¢ do±wiadcze« nie jest poj¦ciem matematycznym;
- pomyªki w rozwa»aniach kombinatorycznych;
- lakoniczny opis.

3. Z odcinka [0, 10] wybrano dwa punkty. Oblicz prawdopodobie«stwo tego, »e
±rodek odcinka, który tworz¡ te dwa punkty, jest zawarty w [1, 3].

Rozwi¡zanie. Jako przestrze« probabilistyczn¡ bierzemy Ω = [0, 10]2 wraz z
podzbiorami borelowskimi F = B(Ω) i prawdopodobie«stwem geometrycznym P.
Interesuje nas prawdopodobie«stwo zdarzenia

A =

{
(x, y) ∈ Ω : 1 ≤ x+ y

2
≤ 3

}
.

Bezpo±rednio sprawdzamy, »e A jest trapezem o polu 16. St¡d P(A) = 16/100.

Typowe bª¦dy:

- brak opisu przestrzeni probabilistycznej;
- zamiast x+ y, wzi¦cie y − x lub x− y;

4. Rzucono n kostkami do gry. Okre±lmy zdarzenia Ak - na k-tej kostce wypadªa
szóstka, 1 ≤ k ≤ n, oraz An+1 - suma wyrzuconych oczek jest podzielna przez 6.
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Wykaza¢, »e dowolne n spo±ród zdarze« A1, A2, . . ., An+1 jest niezale»nych, ale
ª¡cznie zdarzenia A1, A2, . . . , An+1 nie s¡ niezale»ne.

Rozwi¡zanie. Eksperyment modelujemy za pomoc¡ przestrzeni probabilistycznej

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}n, F = 2Ω

i P b¦d¡cego prawdopodobie«stwem klasycznym. Zauwa»my, »e dla 1 ≤ j ≤ n
mamy |Aj | = 6n−1·1, sk¡d P(Aj) = 1/6. Ponadto, zachodzi równie» P(An+1) = 1/6.
Istotnie, zaªó»my, »e ustalimy sobie ci¡g (a1, a2, . . . , an−1) o wyrazach w zbiorze
{1, 2, 3, 4, 5, 6}. Wówczas istnieje dokªadnie jedna liczba an ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} (jedna
na sze±¢ mo»liwych) taka, »e (a1, a2, . . . , an) ∈ An+1: innymi sªowy, zbiór An+1

wyczerpuje dokªadnie 1/6 caªej Ω.
Wyka»emy teraz, »e zdarzenia A1, A2, . . ., An+1 nie s¡ niezale»ne. Gdyby za-

chodziªa niezale»no±¢, to mieliby±my

P(A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An ∩A′
n+1) = P(A1)P(A2) . . .P(An)P(A′

n+1)

(bierzemy zdarzenia A1, A2, . . . , An oraz przeciwne do An+1). Równo±¢ ta nie ma
jednak miejsca: lewa strona jest równa zero, za± prawa jest liczb¡ dodatni¡.

Przejd¹my teraz do niezale»no±ci dowolnych n zdarze« spo±ród A1, A2, . . ., An+1.
Wystarczy wykaza¢, »e dla dowolnego ci¡gu 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n + 1, gdzie
1 ≤ k ≤ n, mamy

(1) P(Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aik) = P(Ai1)P(Ai2) . . .P(Aik).

Rozwa»my dwa przypadki. Je±li ik ̸= n+ 1, to równo±¢ zachodzi: mamy

|Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aik | = 6n−k,

gdy» w rzutach o numerach i1, i2, . . ., ik wypadªy szóstki, a w ka»dym z pozostaªych
n− k rzutów mamy 6 mo»liwo±ci. Pozostaje wi¦c rozpatrzy¢ przypadek ik = n+1.
Istnieje wówczas liczba j ∈ {1, 2, . . . , n} nieb¦d¡ca elementem ci¡gu i1, i2, . . ., ik.
Rozumujemy jak wy»ej: we¹my dowolny ci¡g (a1, a2, . . . , aj−1, aj+1, . . . , an) taki,
»e aim = 6 dla m = 1, 2, . . . , k − 1. Wówczas istnieje dokªadnie jeden wybór dla
aj tak, by peªny ci¡g (a1, a2, . . . , an) nale»aª do Ai1 ∩ Ai2 ∩ . . . ∩ Aik (jest to taki
wybór, dla którego suma wszystkich wyrazów dzieli si¦ przez 6). Zatem

|Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aik | = 1k−1 · 1 · 6n−k,

gdy» mamy ustalone warto±ci odpowiadaj¡ce miejscom i1, i2, . . ., ik−1 oraz miejscu
j, na pozostaªych za± mamy peªn¡ dowolno±¢. Wstawiaj¡c do (1), widzimy, i»
to»samo±¢ zachodzi. Wynika st¡d teza zadania.

Uwaga. Niezale»no±¢ mo»na równie» byªo wykaza¢ poprzez udowodnienie to»samo±ci

P(Aε1
1 ∩Aε2

2 ∩ . . . A
εn+1

n+1 ) = P(Aε1
1 )P(Aε2

2 ) . . .P(Aεn+1

n+1 ),

w której nie wyst¦puje zdarzenie o ustalonym indeksie j.

Typowe bª¦dy:

- brak opisu przestrzeni probabilistycznej;
- niezale»no±¢ do±wiadcze« nie jest poj¦ciem matematycznym;
- kªopoty z analiz¡ An+1 oraz przeci¦¢ wi¡»¡cych to zdarzenie.

5. Test na rzadk¡ chorob¦, któr¡ dotkni¦te jest 0.05% populacji, daje faªszyw¡
pozytywn¡ odpowied¹ u osoby zdrowej w 2% przypadków, a u osoby chorej zawsze
daje pozytywny wynik. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e osoba, u której wynik
testu byª pozytywny, jest faktycznie chora?
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Rozwi¡zanie. Wyró»nijmy zdarzenia H1 = {losowo wybrana osoba cierpi na
chorob¦, o której mowa w zadaniu}, H2 = H ′

1 oraz A = {otrzymano pozytywny
wynik testu}. Z warunków zadania wynika, »e {H1, H2} jest rozbiciem Ω oraz
mamy P(H1) = 0.05%, P(A|H1) = 1, P(A|H2) = 2%. S¡ speªnione warunki wzoru
Bayesa, otrzymujemy wi¦c

P(H1|A) =
P(A|H1)P(H1)

P(A|H1)P(H1) + P(A|H2)P(H2)
=

0.05% · 1
0.05% · 1 + 99.95% · 2%

.

Typowe bª¦dy:

- lakoniczny opis (cz¦sto wr¦cz nieobecny);
- pomyªki we wzorze Bayesa.

6. Rzucamy monet¡ dopóki nie wypadn¡ dwa orªy z rz¦du. Wyznaczy¢ praw-
dopodobie«stwo tego, »e rzucimy dokªadnie 2024 razy.

Rozwi¡zanie. Dla n ≥ 1, oznaczmy przez an (odpowiednio, bn) liczb¦ ci¡gów o
wyrazach {O,R}, niezawierajacych dwóch wyrazów O z rz¦du, ko«cz¡cych si¦ na
O (odpowiednio, na R). Mamy a1 = b1 = 1 i zachodzi rekurencja

an+1 = bn, bn+1 = an + bn, n ≥ 1,

któr¡ sprawdzamy badaj¡c mo»liwo±ci wyboru n + 1-szego wyrazu ci¡gu. Zatem
a2 = 1 i

an+2 = bn+1 = an + bn = an + an+1.

Zatem (an)n≥1 jest ci¡giem Fibonacciego. Bezpo±rednio liczymy, i»

an =
1√
5

((
1 +

√
5

2

)n

−

(
1−

√
5

2

)n)
.

W zadaniu interesuje nas liczba tych ci¡gów, w których pierwszy podci¡g OO po-
jawiª si¦ na 2023 oraz 2024 miejscu: jest ona równa a2023.

Pozostaje uwzgl¦dni¢ prawdopodobie«stwo. Bierzemy przestrze« Ω = {O,R}2024
z peªnym σ-ciaªem i prawdopodobie«stwem klasycznym. Odpowied¹ w zadaniu to
a2023/2

2024.

Typowe bª¦dy:

- brak opisu przestrzeni probabilistycznej;
- bª¦dny model kombinatoryczny;

7. Z pudeªka zawieraj¡cego 2024 biaªe kule i 2025 czarnych kul losujemy bez
zwracania 1000 kul. Obliczy¢ prawdopodobie«stwo tego, »e w±ród wylosowanych
b¦dzie nieparzysta liczba biaªych kul.

Uwaga: Wynik nale»y wyrazi¢ zwartym wzorem.

Rozwi¡zanie. Numerujemy kule: B1, B2, . . ., B2024 oraz C1, C2, . . ., C2025, a
nast¦pnie wprowadzamy przestrze«

Ω =
{
kombinacje 1000-elementowe zbioru {B1, B2, . . . , B2024, C1, C2, . . . , C2025}

}
,

F = 2Ω i bierzemy prawdopodobie«stwo klasyczne P. NiechA = {w±ród wylosowanych
kul jest nieparzysta liczba biaªych}. Mamy

|A| =
(
2024

1

)(
2025

999

)
+

(
2024

3

)(
2025

997

)
+ . . .+

(
2024

999

)(
2025

1

)
.
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Zwiniemy teraz t¦ sum¦. Spójrzmy najpierw na peªn¡ sum¦(
2024

0

)(
2025

1000

)
+

(
2024

1

)(
2025

999

)
+

(
2024

2

)(
2025

998

)
+

(
2024

3

)(
2025

997

)
+ . . .+

(
2024

999

)(
2025

1

)
+

(
2024

1000

)(
2025

0

)
.

T¦ peªn¡ sum¦ ªatwo policzy¢: na przykªad, jest to wspóªczynnik przy x1000 w
wielomianie (1 + x)2024(1 + x)2025 = (1 + x)4049 (por. skrypt, str. 8), czyli

(
4049
1000

)
.

Aby �wyci¡¢� z tej sumy wyrazy czerwone, spójrzmy na alternuj¡c¡ wersj¦(
2024

0

)(
2025

1000

)
−
(
2024

1

)(
2025

999

)
+

(
2024

2

)(
2025

998

)
−
(
2024

3

)(
2025

997

)
+ . . .−

(
2024

999

)(
2025

1

)
+

(
2024

1000

)(
2025

0

)
,

w której wszystkie czarne wyrazy maj¡ znak minus. Ta zmody�kowana suma to
wspóªczynnik przy x1000 w wielomianie (1−x)2024(1+x)2025 = (1−x2)2024(1+x),
który wynosi

(
2024
500

)
. Wobec tego, |A| = (

(
4049
1000

)
−
(
2024
500

)
)/2 i

P(A) =

(
4049
1000

)
−
(
2024
500

)
2
(
4049
1000

) .

Typowe bª¦dy:

- za doprowadzenie do

P(A) =

∑
j nieparzyste

(
2024
j

)(
2025

1000−j

)(
4049
1000

)
przyznawano 1 punkt. Gªówna trudno±¢ w zadaniu polegaªa na zwini¦ciu tej sumy.

8. Dla zadanej liczby caªkowitej dodatniej n, wyznaczy¢ liczb¦ permutacji zbioru
{1, 2, . . . , 2n} speªniaj¡cych nast¦puj¡ce warunki:

· liczby 1, 3, . . ., 2n− 1 wyst¦puj¡ w permutacji w porz¡dku rosn¡cym;
· liczby 2, 4, . . ., 2n wyst¦puj¡ w permutacji w porz¡dku rosn¡cym;
· dla ka»dego 1 ≤ j ≤ n, liczba 2j−1 stoi przed 2j (niekoniecznie bezpo±rednio).

Na przykªad, dla n = 3 permutacja 132456 speªnia powy»sze warunki.

Rozwi¡zanie. Odpowied¹ w zadaniu to Cn, n-ta liczba Catalana. Oto bijekcja
mi¦dzy zbiorem permutacji z zadania a zbiorem wszystkich ±cie»ek monotonicznych
ª¡cz¡cych (0, 0) z (n, n) (por. wykªad). Maj¡c dan¡ permutacj¦ (σ1, σ2, . . . , σ2n),
je±li σj jest liczb¡ nieparzyst¡, to w j-tym kroku idziemy o 1 w prawo; je±li σj jest
liczb¡ parzyst¡, to w j-tym kroku idziemy w gór¦. Warunek monotoniczno±ci ze
wzgl¦du na 1, 3, . . ., 2n−1 oraz 2, 4, 6, . . ., 2n gwarantuje, i» otrzymana monoton-
iczna ±cie»ka jest kodowana w jednoznaczny sposób. Warunek, i» 2j − 1 stoi przed
2j zapewnia, i» j-ty krok w gór¦ nast¦puje po j-tym kroku w prawo, czyli ±cie»ka nie
wychodzi powy»ej diagonali {(x, y) : y = x}. Pozostaje ju» tylko zauwa»y¢, i» ka»d¡
±cie»k¦ Catalana mo»na uzyska¢ za pomoc¡ odpowiedniej permutacji, koduj¡c ruch
�prawo�, �góra� za pomoc¡ odpowiedniej liczby w permutacji.

Typowe bª¦dy:

- bª¦dny model kombinatoryczny;
- niepeªne wyja±nienia, i» odpowiednia bijekcja rzeczywi±cie jest bijekcj¡.


