
Elementy Analizy Matematycznej 2007/2008, ćwiczenia pierwsze

1. Udowodnić, że dla dowolnej liczby naturalnej n zachodz ↪a równości

(i) an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b + an−3b2 + . . . + abn−2 + bn−1).

(ii) a2n+1 + b2n+1 = (a + b)(a2n − a2n−1b + a2n−2b2 − a2n−3b3 + . . . + a2b2n−2 − ab2n−1 + b2n).
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(iv) 1 · 22 + 2 · 32 + . . . + n(n + 1)2 =
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n(n + 1)(n + 2)(3n + 5).

2. Udowodnić, że
(i) Dla dowolnej liczby naturalnej n ≥ 2 zachodzi nierówność 1 + 1√

2
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+ . . . + 1√

n
>
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(ii) Dla dowolnej liczby naturalnej n ≥ 7 zachodzi nierówność 30n < 2n + 115.
(iii) Dla dowolnej liczby naturalnej n ≥ 1 i dowolnych liczb x1, x2, . . . , xn ∈ [0, π] zachodzi

nierówność | sin(x1 + x2 + . . . + xn)| ≤ sin x1 + sin x2 + . . . + sin xn.
(iv) Dla dowolnej liczby naturalnej n liczba 11n+2 + 122n+1 dzieli si ↪e przez 133.
(v) Dla dowolnej liczby naturalnej n ≥ 6 kwadrat (figur ↪e geometryczn ↪a) można podzielić

na n kwadratów.

3. Ci ↪ag (an) spe lnia warunek an+1 = qan + p, n = 1, 2, . . . , gdzie p, q s ↪a ustalonymi
liczbami rzeczywistymi, niezależnymi od n. Udowodnić, że dla dowolnej liczby naturalnej n
zachodzi równość
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qn−1.

W szczególności, jeśli a1 = p
1−q

, to ci ↪ag (an) jest sta ly (i nazywany jest przez ekonomistów

punktem równowagi równania an+1 = qan + p).

4. Dowieść, że ci ↪ag (an) jest zbieżny do 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ci ↪ag (|an|) zbiega do 0.

5. Udowodnić, że ci ↪ag zbieżny do granicy skończonej jest ograniczony.

6. Obliczyć granic ↪e ci ↪agu (an), o ile istnieje, jeśli an =
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, h) sin n.


