Elementy Analizy Matematycznej 2007/2008, ¢wiczenia pierwsze

1. Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza réwnosci

(i) a"—b"=(a—b)(a" '+ a2+ a" b+ .. Fab" 0.
(11) a2n+1 + b2n+1 — (a + b)(a2n _ a2n—1b + aQn—QbQ _ a2n—3b3 + o + a2bZn—2 _ ab?n—l + bZn)
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(iv) 1-22+2~32—|—...+n(n+1)2:En(n+1)(n+2)(3n+5).

2. Udowodni¢, ze

(i) Dla dowolnej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nier6wnosé 1+ \% + \/Lg +...+ \/Lﬁ > /n.

(ii) Dla dowolnej liczby naturalnej n > 7 zachodzi nieréwnosé¢ 30n < 2" 4 115.

(iii) Dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 i dowolnych liczb x4, zo, ..., z, € [0, 7] zachodzi
nieréwnosé |sin(zy + xo + ... + x,)| < sinzy +sinxg + ... +sinz,.

(iv) Dla dowolnej liczby naturalnej n liczba 11772 + 122"+1 dzieli sie przez 133.

(v) Dla dowolnej liczby naturalnej n > 6 kwadrat (figure geometryczna) mozna podzielié
na n kwadratéw.

3. Ciag (ay,) spelia warunek a,.; = qa, +p, n = 1,2, ..., gdzie p, ¢ sa ustalonymi
liczbami rzeczywistymi, niezaleznymi od n. Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n

zachodzi réwnosé
_ p _ p n—1
an_l_q+<a1 1_q)q .

W szczegdlnodei, jesli a; = ﬁ, to ciag (a,) jest staly (i nazywany jest przez ekonomistéw

punktem réwnowagi réwnania a,.1 = qa, + p).
4. Dowiesé, ze ciag (a,) jest zbiezny do 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ciag (|a,|) zbiega do 0.
5. Udowodni¢, ze ciag zbiezny do granicy skoriczonej jest ograniczony.
6. Obliczy¢ granice ciagu (a,), o ile istnieje, jedli a,, =

) 203 +3n2+5n+1
a
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