Kolokwium z Analizy Funkcjonalnej*, 27 listopada 2025

Czas trwania: 120 minut. Z ponizszych szesciu zadan nalezy wybraé pieé. Kazde
z zadan bedzie punktowane w skali 0-6p.

1. Rozpatrzmy rzeczywista przestrzen Hilberta H = (2 oraz jej podprzestrzeri
K:{xE’H : x1+x2:x3+x4:x5+x6:...20}.

Ponadto, okreslmy ¢(z) = > > | .

a) Wyznaczy¢ rzut prostopadly wektora x = (v/2,0,v/2,0,0,0,0,...) na K.
b) Obliczy¢ dist(z, K).
c) Czy o € H*? Czy ¢ € K*?

2. Dla f € L*(R) zdefiniujmy

Tf = (/01 f(ac)dx,/l2 f(x)dx,/jf(x)dx,...) .

Czy T zadaje ograniczony operator z L* w c? Z L* w 01?7 Z L* w ¢4?

3. Niech C'[0,1] bedzie przestrzenia funkcji ciagtych z [0,1] w R, ktére sa
rozniczkowalne na (0,1) i ktorych pochodna przediuza sie do funkeji ciaglej na

[0,1]. Na przestrzeni tej wprowadzmy norme || f|| = || flleo + |/ |oo-
a) Wykaza¢, ze przestrzen wielomianow na [0,1] jest gesta w C1[0, 1].
b) Zbada¢ zbieznosé ciagu f,(t) = % - tnl:, n=1,2,...,wC0,1].

4. Zalozmy, 7e ¢ : X — R jest niezerowym funkcjonatem liniowym na rzeczy-
wistej przestrzeni unormowanej X. Wykazaé, ze jadro Ker ¢ jest albo domknieta,
albo gesta podprzestrzenig X.

5. Zalozmy, ze X jest przestrzenia wszystkich wielomianéw na prostej rzeczywi-
stej o stopniu nie wiekszym niz 2025. Wykazaé, ze istnieje skoniczona stata C' o tej
wtlasnodci, ze dla f € X mamy

1
| £(100)| < C/O | f()|dz.

6. Zaldzmy, ze Y jest domknieta podprzestrzenig przestrzeni Banacha X. Wy-
kazac, ze jesli Y oraz X/Y sa osrodkowe, to X takze jest przestrzenia osrodkowa.



