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Czas trwania: 120 minut. Z poni»szych sze±ciu zada« nale»y wybra¢ pi¦¢. Ka»de

z zada« b¦dzie punktowane w skali 0-6p.

1. Rozpatrzmy rzeczywist¡ przestrze« Hilberta H = ℓ2 oraz jej podprzestrze«

K =
{
x ∈ H : x1 + x2 = x3 + x4 = x5 + x6 = . . . = 0

}
.

Ponadto, okre±lmy φ(x) =
∑∞

n=1
xn√
n
.

a) Wyznaczy¢ rzut prostopadªy wektora x = (
√
2, 0,

√
2, 0, 0, 0, 0, . . .) na K.

b) Obliczy¢ dist(x,K).
c) Czy φ ∈ H∗? Czy φ ∈ K∗?

2. Dla f ∈ L4(R) zde�niujmy

Tf =

(∫ 1

0

f(x)dx,

∫ 2

1

f(x)dx,

∫ 3

2

f(x)dx, . . .

)
.

Czy T zadaje ograniczony operator z L4 w c? Z L4 w ℓ1? Z L4 w ℓ4?

3. Niech C1[0, 1] b¦dzie przestrzeni¡ funkcji ci¡gªych z [0, 1] w R, które s¡
ró»niczkowalne na (0, 1) i których pochodna przedªu»a si¦ do funkcji ci¡gªej na
[0, 1]. Na przestrzeni tej wprowad¹my norm¦ ∥f∥ = ∥f∥∞ + ∥f ′∥∞.

a) Wykaza¢, »e przestrze« wielomianów na [0, 1] jest g¦sta w C1[0, 1].

b) Zbada¢ zbie»no±¢ ci¡gu fn(t) =
tn

n − tn+1

n+1 , n = 1, 2, . . ., w C1[0, 1].

4. Zaªó»my, »e φ : X → R jest niezerowym funkcjonaªem liniowym na rzeczy-
wistej przestrzeni unormowanej X. Wykaza¢, »e j¡dro Kerφ jest albo domkni¦t¡,
albo g¦st¡ podprzestrzeni¡ X.

5. Zaªó»my, »e X jest przestrzeni¡ wszystkich wielomianów na prostej rzeczywi-
stej o stopniu nie wi¦kszym ni» 2025. Wykaza¢, »e istnieje sko«czona staªa C o tej
wªasno±ci, »e dla f ∈ X mamy

|f(100)| ≤ C

∫ 1

0

|f(x)|dx.

6. Zaªó»my, »e Y jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni Banacha X. Wy-
kaza¢, »e je±li Y oraz X/Y s¡ o±rodkowe, to X tak»e jest przestrzeni¡ o±rodkow¡.


