Kolokwium z Analizy Funkcjonalnej*, 22 stycznia 2026

Czas trwania: 150 minut. Z ponizszych szesciu zadan nalezy wybraé pieé. Kazde
z zadan bedzie punktowane w skali 0-6p.

1. Niech X ={(a,)$2, € 4o : agpn—1 =ag, dlan=1,2,...}.
(i) Wyznaczy¢ odleglosé wektora a = (1, 3, §,...) od przestrzeni X.

(ii) Czy istnieje funkcjonal ¢ € £5 o normie 1, spetniajacy ¢(a) = 1 oraz p|x = 07

2. Okreslmy przeksztatcenie T': Lo[—m, 7| — RY wzorem

2n
1 ™
(Tf)n = 7 > /_ﬂf(x)sink:x, n>1.
k=n-+1
Udowodni¢, ze Tf € ¢p dla kazdego f € Lo[—m, 7] oraz ze T jest ciaglym prze-
ksztalceniem z Lo[—7, 7| w ¢g. Znalezé norme tego przeksztalcenia.

3. Rozstrzygnal, czy przestrzen c G c jest izometryczna z c.

4. Zatozmy, ze 1 < g < p < oo sy ustalonymi wyktadnikami. Dla jakich funkcji
a : [0,1] — C operator mnozenia przez a jest ciaglym odwzorowaniem z L,(0,1) w
L,(0,1)?

5. Niech X bedzie przestrzenia unormowana, a V C X jej domknieta podprze-
strzenig liniowa. Zalézmy, ze zaréwno V', jak i przestrzen ilorazowa X/V (z norma
ilorazowa) sa przestrzeniami Banacha. Udowodnic, ze X jest przestrzeniag Banacha.

6. Niech X i Y beda dwiema przestrzeniami Banacha, przy czym dimY < +o0.
Niech A: X — Y bedzie operatorem liniowym. Wykaza¢, ze operator A jest ciagly
wtedy 1 tylko wtedy, gdy jadro operatora A jest zbiorem domknietym.



