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Czas trwania: 150 minut. Z poni»szych sze±ciu zada« nale»y wybra¢ pi¦¢. Ka»de

z zada« b¦dzie punktowane w skali 0-6p.

1. Niech X = {(an)∞n=1 ∈ ℓ2 : a2n−1 = a2n dla n = 1, 2, . . . } .
(i) Wyznaczy¢ odlegªo±¢ wektora a = (1, 1

3 ,
1
9 , . . . ) od przestrzeni X.

(ii) Czy istnieje funkcjonaª φ ∈ ℓ∗2 o normie 1, speªniaj¡cy φ(a) = 1 oraz φ|X = 0?

2. Okre±lmy przeksztaªcenie T : L2[−π, π] → RN wzorem

(Tf)n =
1√
n

2n∑
k=n+1

∫ π

−π

f(x) sin kx, n ≥ 1.

Udowodni¢, »e Tf ∈ c0 dla ka»dego f ∈ L2[−π, π] oraz »e T jest ci¡gªym prze-
ksztaªceniem z L2[−π, π] w c0. Znale¹¢ norm¦ tego przeksztaªcenia.

3. Rozstrzygn¡¢, czy przestrze« c⊕∞ c jest izometryczna z c.

4. Zaªó»my, »e 1 ≤ q ≤ p < ∞ s¡ ustalonymi wykªadnikami. Dla jakich funkcji
a : [0, 1] → C operator mno»enia przez a jest ci¡gªym odwzorowaniem z Lp(0, 1) w
Lq(0, 1)?

5. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ unormowan¡, a V ⊂ X jej domkni¦t¡ podprze-
strzeni¡ liniow¡. Zaªó»my, »e zarówno V , jak i przestrze« ilorazowa X/V (z norm¡
ilorazow¡) s¡ przestrzeniami Banacha. Udowodni¢, »e X jest przestrzeni¡ Banacha.

6. Niech X i Y b¦d¡ dwiema przestrzeniami Banacha, przy czym dimY < +∞.
Niech A : X → Y b¦dzie operatorem liniowym. Wykaza¢, »e operator A jest ci¡gªy
wtedy i tylko wtedy, gdy j¡dro operatora A jest zbiorem domkni¦tym.


