Egzamin z Analizy Funkcjonalnej*, 27 stycznia 2026 r.

Czas trwania: 165 minut.

1. Rozwazamy operator T : Lo(Ry) — Lo(Ry) dany wzorem

Tf(x) = (i+ L)) f(z).
(i) Wyznaczy¢ sprzezenie Hilbertowskie T operatora 7.
(ii) Wyznaczy¢ zbiér wartosci wlasnych operatora T + T*.
(iii) Wyznaczy¢ spektrum operatora T + T*. Czy jest to operator zwarty?

2. Wyznaczy¢ funkcje f € L1(R) spelniajaca réwnanie
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dla kazdego = € R.
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3. Udowodnié, ze w nieskoniczenie wymiarowej przestrzeni Banacha X, sfera jed-
nostkowa S = {x € X : ||z|| = 1} jest stabo gestym podzbiorem kuli jednostkowej
B={zxe X :|z| <1}

4. W rzeczywistej przestrzeni (coo, || - ||oo) rozpatrujemy podzbiory
A= {x = (@p)n>1 € coo : oOstatni niezerowy wyraz ciagu x jest doda‘cni}7
B = {x = (Tn)n>1 € Coo : ostatni niezerowy wyraz ciagu x jest ujemny}.

(i) Dowiesé, ze A1 B sa zbiorami wypuktymi.
(ii) Dowies¢, ze nie istnieje niezerowy funkcjonal ¢ € ¢, spelniajacy

inf > .
Inf o(r) > sup e(y)

5. Niech T bedzie liniowym przeksztalceniem przestrzeni Banacha X w L]0, 1].
Zalozmy, ze dla dowolnego zbioru mierzalnego A C [0,1] przeksztalcenie = —
fA Tx(t)dt jest ciaglym funkcjonalem liniowym na X. Dowies¢, ze operator T

jest ciagly.

6. Dany jest operator samosprzezony T na pewnej przestrzeni Hilberta #, spel-
niajacy warunek [|[Tz| > ||z|| dla wszystkich x € H.

(i) Wykazaé, ze T jest odwracalny oraz o(T~1) C [—1,1].

(ii) Wykaza¢, ze o(T) N (—=1,1) = 0.



