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1. Rozwa»amy operator T : L2(R+) → L2(R+) dany wzorem

Tf(x) =
(
i+ 1[0,1](x)

)
f(x).

(i) Wyznaczy¢ sprz¦»enie Hilbertowskie T ∗ operatora T .
(ii) Wyznaczy¢ zbiór warto±ci wªasnych operatora T + T ∗.
(iii) Wyznaczy¢ spektrum operatora T + T ∗. Czy jest to operator zwarty?

2. Wyznaczy¢ funkcj¦ f ∈ L1(R) speªniaj¡c¡ równanie∫
R
f(y)f(x− y)dy − 4

∫
R

f(x− y)

1 + y2
dy +

8π

x2 + 4
= 0

dla ka»dego x ∈ R.

Uwaga: zachodzi to»samo±¢

∫
R

eiξx

x2 + a2
dx =

π

a
e−a|ξ| dla a > 0 oraz ξ ∈ R.

3. Udowodni¢, »e w niesko«czenie wymiarowej przestrzeni Banacha X, sfera jed-
nostkowa S = {x ∈ X : ∥x∥ = 1} jest sªabo g¦stym podzbiorem kuli jednostkowej
B = {x ∈ X : ∥x∥ ≤ 1}.

4. W rzeczywistej przestrzeni (c00, ∥ · ∥∞) rozpatrujemy podzbiory

A =
{
x = (xn)n≥1 ∈ c00 : ostatni niezerowy wyraz ci¡gu x jest dodatni

}
,

B =
{
x = (xn)n≥1 ∈ c00 : ostatni niezerowy wyraz ci¡gu x jest ujemny

}
.

(i) Dowie±¢, »e A i B s¡ zbiorami wypukªymi.
(ii) Dowie±¢, »e nie istnieje niezerowy funkcjonaª φ ∈ c∗00 speªniaj¡cy

inf
x∈A

φ(x) ≥ sup
y∈B

φ(y).

5. Niech T b¦dzie liniowym przeksztaªceniem przestrzeni Banacha X w L1[0, 1].
Zaªó»my, »e dla dowolnego zbioru mierzalnego A ⊂ [0, 1] przeksztaªcenie x 7→∫
A
Tx(t) dt jest ci¡gªym funkcjonaªem liniowym na X. Dowie±¢, »e operator T

jest ci¡gªy.

6. Dany jest operator samosprz¦»ony T na pewnej przestrzeni Hilberta H, speª-
niaj¡cy warunek ∥Tx∥ ≥ ∥x∥ dla wszystkich x ∈ H.

(i) Wykaza¢, »e T jest odwracalny oraz σ(T−1) ⊆ [−1, 1].
(ii) Wykaza¢, »e σ(T ) ∩ (−1, 1) = ∅.


