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1. Wyznaczy¢ operator (banachowsko) sprz¦»ony do operatora T ∈ B(X) zada-
nego przez:

a) X = C[0, 1], Tf = f ◦ φ, gdzie φ : [0, 1] → [0, 1] jest ustalon¡ funkcj¡ ci¡gª¡;

b) X = L2[0, 1], Tf = fg, gdzie g ∈ L∞[0, 1] jest ustalon¡ funkcj¡;

c) X = c0, T (x1, x2, . . .) = (0, x1, 0, x2, 0, x3, 0, . . .).

2. Niech 1 ≤ p < ∞ b¦dzie ustalonym wykªadnikiem. Wykaza¢, »e wªo»enie
ℓp ⊂ c0 jest ci¡gªe. Czy jest ono przeksztaªceniem zwartym?

3. Rozwa»my operator T , dziaªaj¡cy na funkcjach okre±lonych na [0, 1] wzorem
Tf(x) =

∫ x

0
f(s) ds. Czy jest to operator zwarty jako operator z L1[0, 1] w C[0, 1]?

4. Niech α ∈ (0, 1) b¦dzie ustalonym parametrem. Dowie±¢, »e operator T :

C(0, 1) → C(0, 1), dany wzorem Tf(x) =

∫ 1

0

f(y)

|x− y|α
dy, jest zwarty.

5. Zaªó»my, »e X, Y s¡ przestrzeniami Banacha. Wykaza¢, »e zwarty opera-
tor liniowy T : X → Y ma domkni¦ty obraz wtedy i tylko wtedy, gdy T (X) ma
sko«czony wymiar.

6. Wyznaczy¢ sprz¦»enie Hilbertowskie operatora T : L2(0,∞) → L2(0,∞)
danego wzorem Tf(x) = 1

x

∫ x

0
f(y)dy. Czy T jest zwarty?

7. Wyznaczy¢ spektrum operatora S : ℓ1 → ℓ1 danego wzorem

Sx = (x1 + x2 + x3 + . . . , x1, x2, x3, . . .).

8. Poda¢ przykªad operatora T ∈ B(ℓ2) dla którego σ(T ) = {0, 1} i σp(T ) = ∅.
9. Niech 1 ≤ p ≤ ∞ oraz niech (an)

∞
n=1 b¦dzie rosn¡cym ci¡giem liczb dodatnich

takim, »e r = limn→∞ an < ∞. De�niujemy A ∈ B(ℓp) wzorem
A(x1, x2, . . .) = (0, a1x1, a2x2, . . .).

Wykaza¢, »e σ(A) = {λ ∈ C : |λ| ≤ r} oraz σp(A) = ∅. Dowie±¢, »e je±li |λ| < r, to
obraz A− λI jest domkni¦ty i ma kowymiar 1.

10. Zaªó»my, »e A jest nieujemnym operatorem ci¡gªym na pewnej przestrzeni
Hilberta. Dowie±¢, »e dla dowolnego n ≥ 1 operator An jest nieujemny.

11. Zaªó»my, »e T jest zwartym, samosprz¦»onym operatorem na pewnej prze-
strzeni Hilberta H. Wykaza¢, »e istnieje zwarty operator S ∈ B(H) speªniaj¡cy
równanie S3 + S = T .

12. Rozwa»amy równanie (λI − T )x = y, λ ̸= 0, gdzie T jest zwartym samo-
sprz¦»onym operatorem na pewnej przestrzeni Hilberta H. Niech (en)n≥1 b¦dzie
baz¡ ortonormaln¡ zªo»on¡ z wektorów wªasnych T odpowiadaj¡cych warto±ciom
wªasnym (λn)n≥1.

a) Wykaza¢, »e je±li λ /∈ σp(T ), to dla dowolnego y ∈ H istnieje rozwi¡zanie
x ∈ H równania (λI − T )x = y, i jest ono dane wzorem

x =

∞∑
n=1

⟨y, en⟩
λ− λn

en.

b) Dowie±¢, »e je±li λ ∈ σp(T ), to równanie (λI−T )x = y ma rozwi¡zanie wtedy
i tylko wtedy, gdy y ⊥ Ker(λI − T ); rozwi¡zanie to dane jest wzorem

x =
∑

n:λ̸=λn

⟨y, en⟩
λ− λn

en.


