Zadania na kartkéwke z Analizy Funkcjonalnej - seria 4

1. Wyznaczy¢ operator (banachowsko) sprzezony do operatora T' € B(X) zada-
nego przez:

a) X =C[0,1], Tf = f o, gdzie p: [0,1] — [0, 1] jest ustalong funkcja ciagta;

b) X = L5[0,1], Tf = fg, gdzie g € L« [0,1] jest ustalong funkcja;

c) X =co, T(x1,22,...) = (0,21,0,22,0,23,0,...).

2. Niech 1 < p < oo bedzie ustalonym wyktadnikiem. Wykazaé¢, ze wlozenie
£, C cg jest ciggle. Czy jest ono przeksztalceniem zwartym?

3. Rozwazmy operator T, dziatajacy na funkcjach okreslonych na [0, 1] wzorem
Tf(x) = [y f(s)ds. Czy jest to operator zwarty jako operator z L1[0,1] w C[0,1]?

4. Niech a € (0,1) bedzie ustalonym parametrem. Dowies¢, ze operator T :

C(0,1) — C(0,1), dany wzorem T'f(x) = /1 |xf(y;|a
0 _

5. Zalézmy, ze X, Y sa przestrzeniami Banacha. Wykazaé, ze zwarty opera-
tor liniowy T: X — Y ma domkniety obraz wtedy i tylko wtedy, gdy 7'(X) ma
skoniczony wymiar.

dy, jest zwarty.

6. Wyznaczy¢ sprzezenie Hilbertowskie operatora T' : Lo(0,00) — Lo(0,00)
danego wzorem T'f(x) = %fow fly)dy. Czy T jest zwarty?

7. Wyznaczy¢ spektrum operatora S : /1 — ¢; danego wzorem

Sr=(x1+x2+23+...,21,22,23,...).

8. Poda¢ przyklad operatora T' € B(ls) dla ktorego o(T) = {0,1} i 0,,(T) = 0.

9. Niech 1 < p < oo oraz niech (a,,)22; bedzie rosnacym ciagiem liczb dodatnich
takim, ze r = lim,,_, a,, < 0o. Definiujemy A € B(¢,) wzorem

A(xl,xg, .. ) = (O,alxl,agxg, .. )

Wykazaé, ze o(A) = {\ € C: |\ <r} oraz 0,(A) = 0. Dowies¢, ze jesli |\| < r, to
obraz A — Al jest domkniety i ma kowymiar 1.

10. Zalézmy, ze A jest nieujemnym operatorem ciggltym na pewnej przestrzeni
Hilberta. Dowies¢, ze dla dowolnego n > 1 operator A™ jest nieujemny.

11. Zalézmy, ze T jest zwartym, samosprzezonym operatorem na pewnej prze-
strzeni Hilberta H. Wykazaé, ze istnieje zwarty operator S € B(H) spelniajacy
rownanie S3 + S = T.

12. Rozwazamy réownanie (A — T)z = y, A # 0, gdzie T jest zwartym samo-
sprzezonym operatorem na pewnej przestrzeni Hilberta H. Niech (ey),>1 bedzie
baza ortonormalng ztozona z wektoréw wlasnych T odpowiadajacych warto$ciom
whasnym (Ap)n>1.

a) Wykazac, ze jesli A ¢ o,(T), to dla dowolnego y € H istnieje rozwigzanie
2 € H rownania (M — T)x = y, i jest ono dane wzorem
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b) Dowies¢, ze jesli A € o,,(T'), to réwnanie (Al —T)z = y ma rozwiazanie wtedy
i tylko wtedy, gdy y L Ker(AI — T'); rozwiazanie to dane jest wzorem
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