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1. Wyznaczy¢ przestrze« sprz¦»on¡ do przestrzeni

X =

x = (xn)n≥1 ⊂ C : ∥x∥ =

( ∞∑
n=1

n|xn|3
)1/3

<∞

 .

2. Niech B b¦dzie domkni¦tym i wypukªym podzbiorem zespolonej przestrzeni
unormowanej X, speªniaj¡cym tzw. warunek zbalansowania:

je±li x ∈ B oraz |λ| ≤ 1, to λx ∈ B.

Wykaza¢, »e dla ka»dego x0 ∈ X \B istnieje funkcjonaª φ ∈ X∗ taki, »e φ(x0) > 1
oraz |φ(x)| ≤ 1 dla ka»dego x ∈ B.

3. Niech H b¦dzie przestrzeni¡ Hilberta i niech {Tn}n≥1 b¦dzie ci¡giem opera-
torów ograniczonych na H speªniaj¡cym warunek

sup
n≥1

|⟨Tnx, y⟩| < +∞ dla wszystkich x, y ∈ H.

Wykaza¢, »e supn≥1 ∥Tn∥ < +∞.

4. Wykaza¢, »e szereg
∑∞

n=1 xnyn jest zbie»ny dla ka»dego ci¡gu (yn)
∞
n=1 zbie»-

nego do zera wtedy i tylko wtedy, gdy
∑∞

n=1 |xn| <∞.

5. Ci¡g (fn)
∞
n=1 ⊂ L2[0, 1] speªnia warunek limn→∞

∫ 1

0
fn(t)g(t) dt = 0 dla

wszystkich funkcji g ∈ L2[0, 1]. Wykaza¢, »e supn ∥fn∥2 < ∞. Czy musi zachodzi¢
limn→∞ ∥fn∥2 = 0?

6. Wykaza¢, »e ci¡g funkcji Rademachera rk := sgn(sin 2kπx) jest sªabo zbie»ny
do zera w Lp[0, 1] dla 1 ≤ p <∞.

7. Rozwa»amy ci¡g (xn)n≥1 ⊂ ℓ∞, gdzie

xn = (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n jedynek

, 0, 0, 0, . . .).

Udowodni¢, »e (xn)n≥1 zbiega sªabo∗ do (1, 1, 1, . . .), ale nie zbiega sªabo.

8. Niech H b¦dzie przestrzeni¡ Hilberta i niech (xn)n≥1 ⊂ H bedzie ci¡giem
zbie»nym sªabo do x ∈ H. Pokaza¢, »e nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) (xn)n≥1 zbiega silnie (tj. w normie) do x.
(ii) (∥xn∥)n≥1 zbiega do ∥x∥.

9. Ustalmy p ∈ (1,∞). Zaªó»my, »e f : R → R jest ci¡gªa i speªnia warunek

je±li un → u sªabo w Lp(0, 1), to f ◦ un → f ◦ u sªabo w Lp(0, 1).

Dowie±¢, »e f jest funkcj¡ a�niczn¡. Wskazówka: mody�kowa¢ funkcje z zadania 6.

10. Niech (X, ∥ · ∥) b¦dzie re�eksywn¡ przestrzeni¡ unormowan¡, a ∅ ≠ K ⊆ X
zbiorem domkni¦tym i wypukªym. Wykaza¢, »e dla ka»dego x ∈ X istnieje najlepsze
przybli»enie w K, tzn. y ∈ K, takie »e ∥x− y∥ = d(x,K) := inf{∥x− z∥ : z ∈ K}.

11. Dla n ≥ 1, rozwa»amy funkcjonaª liniowy φn ∈ (ℓ∞)∗ dany wzorem φn(x) =
xn, gdzie x = (xk)k≥1 ∈ ℓ∞.

a) Dowie±¢, »e (φn)n≥1 jest podzbiorem kuli jednostkowej w ℓ∗∞, ale z ci¡gu
(φn)n≥1 nie da si¦ wybra¢ podci¡gu sªabo∗ zbie»nego.

b) Czy funkcjonaª zerowy z (ℓ∞)∗ jest punktem skupienia, w sªabej∗ topologii,
ci¡gu (φn)n≥1?

c) Korzystaj¡c z twierdzenia Banacha-Alaoglu, wykaza¢, »e istnieje φ ∈ ℓ∗∞
b¦d¡cy punktem skupienia ci¡gu (φn)n≥1. Pokaza¢, »e φ ̸= ψ̂ dla dowolnego ψ ∈ ℓ1,

gdzie ψ̂ jest obrazem elementu ψ przy naturalnym zanurzeniu ℓ1 w (ℓ1)
∗∗ = ℓ∗∞.

12. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha. Wykaza¢, »e przeksztaªcenie liniowe
T : X → C[0, 1] jest ci¡gªe wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego t ∈ [0, 1], prze-
ksztaªcenie x 7→ Tx(t) jest ci¡gªym funkcjonaªem na X.

13. Zaªó»my, »e T : X → Y jest ró»nowarto±ciowym przeksztaªceniem liniowym
ci¡gªym pomi¦dzy dwiema przestrzeniami Banacha X i Y . Dowie±¢, »e je±li T (X)
jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ Y , to istnieje sko«czona staªa dodatnia β taka, »e
∥Tx∥Y ≥ β∥x∥X dla wszystkich x ∈ X.


