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1. Wyznaczy¢ przestrzen sprzezong do przestrzeni

oo 1/3
X={a=(2)n>1 CC: ||z] = (Zn%ﬁ) < 00

n=1

2. Niech B bedzie domknietym i wypuklym podzbiorem zespolonej przestrzeni
unormowanej X, spelniajacym tzw. warunek zbalansowania:

jesli x € B oraz |A| <1, to Az € B.
Wykazaé, ze dla kazdego xzo € X \ B istnieje funkcjonal ¢ € X* taki, ze p(xg) > 1
oraz |¢(z)| <1 dla kazdego = € B.

3. Niech H bedzie przestrzenig Hilberta i niech {T,},>1 bedzie ciagiem opera-
toréw ograniczonych na H spelniajacym warunek

sup [(Tnx,y)| < +oo  dla wszystkich z,y € H.
n>1

Wykazaé, ze sup,,>1 || T || < +oo.

4. Wykazaé, ze szereg Y~ | TpYyy jest zbiezny dla kazdego ciagu (y, )32, zbiez-
nego do zera wtedy i tylko wtedy, gdy > oo |z,| < oco.

5. Ciag (fn)$%, C L?[0,1] spelnia warunek lim,, fol fat)g(t)dt = 0 dla
wszystkich funkcji g € L?[0,1]. Wykaza¢, ze sup,, ||fn|l2 < co. Czy musi zachodzi¢
limy, 00 || frll2 = 07

6. Wykazaé, ze cigg funkcji Rademachera 7y, := sgn(sin 2¢7x) jest stabo zbiezny
do zera w LP[0,1] dla 1 < p < cc.

7. Rozwazamy ciag (zn)n>1 C loo, gdzie
xn, =(1,1,...,1,0,0,0,...).
————
n jedynek
Udowodni¢, ze (xy,),>1 zbiega stabo* do (1,1,1,...), ale nie zbiega stabo.
8. Niech H bedzie przestrzenia Hilberta i niech (x,)n,>1 C H bedzie ciagiem
zbieznym stabo do z € H. Pokazag, ze nastepujace warunki s rownowazne:
(1) (zn)n>1 zbiega silnie (tj. w normie) do z.
(i) (J2a])nz1 zbiega do [,

9. Ustalmy p € (1,00). Zalozmy, ze f: R — R jest ciagla i spelnia warunek
jesli u, — ustabow L,(0,1), to fowu, — foustabow L”(0,1).
Dowiesé, ze f jest funkcja afiniczna. Wskazdwka: modyfikowaé funkcje z zadania 6.

10. Niech (X, || - ||) bedzie refleksywna przestrzenia unormowana, a ) # K C X
zbiorem domknietym i wypuktym. Wykazaé, ze dla kazdego € X istnieje najlepsze
przyblizenie w K, tzn. y € K, takie ze ||z — y|| = d(z, K) := inf{||x — z|| : z € K}.

11. Dlan > 1, rozwazamy funkcjonat liniowy ¢, € ({s)* dany wzorem ¢, () =

Ty, gdzie £ = (2)k>1 € loo-

*

a) Dowies¢, ze (¢n)n>1 jest podzbiorem kuli jednostkowej w £,

(¢n)n>1 nie da sie wybrac¢ podciagu stabo* zbieznego.

b) Czy funkcjonal zerowy z (£oo)* jest punktem skupienia, w stabej* topologii,
Ciacgu (@n)nzl?

c) Korzystajac z twierdzenia Banacha-Alaoglu, wykazaé¢, ze istnieje ¢ € £
bedacy punktem skupienia ciagu (@5, )n>1. Pokazac, ze ¢ # ¥ dla dowolnego v € /1,
gdzie 1[) jest obrazem elementu v przy naturalnym zanurzeniu ¢, w (¢1)** = £%_.

ale z ciagu

12. Niech X bedzie przestrzenig Banacha. Wykaza¢, ze przeksztalcenie liniowe
T : X — C[0,1] jest ciagte wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ¢ € [0, 1], prze-
ksztatcenie x — Tz (t) jest ciagltym funkcjonatem na X.

13. Zalézmy, ze T : X — Y jest roznowarto$ciowym przeksztatceniem liniowym
ciagtym pomiedzy dwiema przestrzeniami Banacha X i Y. Dowiesé, ze jesli T'(X)
jest domknieta podprzestrzeniag Y, to istnieje skoniczona stata dodatnia 3 taka, ze
|Tz|ly > B|lz|x dla wszystkich z € X.



