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1. Zaªó»my, »e T jest operatorem ograniczonym na przestrzeni Banacha X.
Wykaza¢, »e je±li (an)n≥1 ⊂ C, (xn)n≥1 ⊂ X i szereg

∑∞
n=1 anxn jest zbie»ny w X,

to szereg
∑∞

n=1 anTxn tak»e zbiega w X i T (
∑∞

n=1 anxn) =
∑∞

n=1 anTxn.

2. Niech

M :=

{
f ∈ L1[0, 1] :

∫ 1

0

f(t) dt = 0

}
.

Wykaza¢, »e M jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ L1[0, 1]. Dla g ≡ 1, obliczy¢
dist(g,M). Czy istnieje funkcja f ∈ M taka, »e dist(g,M) = ∥f − g∥? Ile jest
takich funkcji?

3. Wykaza¢, »e c/c0 ≃ F. Czy c0/ℓ2 ≃ Fn dla pewnej liczby naturalnej n?

4. W przestrzeni ilorazowej E = L∞([−1, 1])/C([−1, 1]), obliczy¢ norm¦ wektora
[f ], gdzie

f(x) =

|x|/x dla x ∈ [−1, 1] \ {0},

0 dla x = 0.

Co je±li przestrze« E zast¡pimy przestrzeni¡ L2([−1, 1])/C([−1, 1])?

5. Niech H b¦dzie o±rodkow¡ przestrzeni¡ Hilberta, a V ⊆ H � g¦st¡ podprze-
strzeni¡. Wykaza¢, »e V zawiera ortonormaln¡ baz¦ przestrzeni H.

6. Rozstrzygn¡¢, czy przestrze« C[0, 1] z norm¡ supremum jest przestrzeni¡
Hilberta.

7. Niech Hn b¦dzie ukªadem wielomianów Hermite'a, danym wzorem:

Hn(t) =
(−1)n√

n!
et

2/2 dn

dtn

(
e−t2/2

)
.

Wykaza¢, »e jest to ukªad ortogonalny w przestrzeni L2(R, e−t2/2 dt).

8. Dana jest rodzina funkcjonaªów (φi)i∈I ⊂ H∗ o tej wªasno±ci, »e dla do-
wolnego x ∈ H, zbiór {φi(x) : i ∈ I} jest ograniczony. Wykaza¢, »e zbiór
{∥φi∥ : i ∈ I} jest ograniczony.

9. Niech H = L2([0, 1]) oraz

M =

{
f ∈ L2([0, 1]) :

∫ 1

0

xf(x) dx = 0

}
.

a) Pokaza¢, »e M jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni H.
b) Przedstawi¢ wektor f(x) = 1 w postaci f = fM + (f − fM ), gdzie fM ∈ M

oraz f − fM ∈ M⊥.
c) Wyznaczy¢ odlegªo±¢ dist(f,M).

10. Wykaza¢, »e dla 1 ≤ p ≤ ∞, Lp([0, 1]) zawiera podprzestrze« izometryczn¡
z ℓp.

11. Wykaza¢, »e dla 1 ≤ p ≤ ∞, przestrzenie Lp([0, 1]) oraz Lp(R) s¡ izome-
tryczne.

12. Niech 1 ≤ p ≤ ∞ b¦dzie ustalonym parametrem. Czy istnieje funkcjonaª φ ∈
(ℓp)

∗ speªniaj¡cy warunek ∥φ∥(ℓp)∗ ≤ 1 oraz φ((1, 0, 0, . . .)) = φ((1, 1, 0, 0, . . .)) = 1?

13. Zaªó»my, »e E jest przestrzeni¡ unormowan¡, a F jest jej podprzestrzeni¡
liniow¡. Przypu±¢my, »e nie istnieje niezerowy funkcjonaª φ ∈ E∗ speªniaj¡cy
warunek φ|F = 0. Dowie±¢, »e F jest g¦ste w E.

14. Zaªó»my, »e X jest przestrzeni¡ Banacha, V ⊂ X jest domkni¦t¡ podprze-
strzeni¡ oraz x0 ∈ X \ V . Dowie±¢, »e lin{x0, V } jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡
X.


