Zadania na kartkéwke z Analizy Funkcjonalnej I* - seria 1

1. Wykazaé, ze przestrzen Co(R?) funkcji ciagtych znikajacych w nieskoniczonosci
(tzn. spelniajacych warunek limy| 3= 00 f(z) = 0), wyposazona w norme supremum,
jest przestrzenia Banacha.

2. Rozstrzygnaé, czy na cgp mozna wprowadzi¢ strukture przestrzeni Banacha.

3. Niech C'[0,1] bedzie przestrzenia funkcji ciagtych z [0,1] w R, ktore sa
rozniczkowalne na (0,1) i ktorych pochodna przediuza sie do funkeji ciaglej na
[0,1]. Rozwazmy normy

(1) [£O)N 11 lloos

(ii) [[flloc + suPue(o,1y [2f ()]

Ktore z tych norm wprowadzaja na C1[0, 1] strukture przestrzeni Banacha?

4. Niech X bedzie przestrzenia unormowang i niech U C X bedzie niepustym
zbiorem otwartym. Wykazaé, ze otoczka wypuklta convU réwniez jest otwarta.
(Okreslamy convU = [V, gdzie przeciecie jest wziete po wszystkich zbiorach
wypuktych V zawierajacych U).

5. Rozpatrujemy przestrzenie L,[0,1] oraz L,[0,00) z miarg Lebesgue’a. Niech
1<p<aq.

a) Znalez¢ funkcje f € Ly[0,1] taka, ze || f||, = oo.

b) Znalez¢ funkcje f € L,[0, c0) taka, ze ||f], = oo.

c) Znalez¢ funkcje f € Ly[0, 00) taka, ze || f]|, = oc.

6. Zalozmy, ze 1 < p < co. Niech (f,)n>1 bedzie ciaggiem w LP(X) oraz niech
(gn)n>1 bedzie ograniczonym ciagiem w L*°(X). Zalézmy, ze f, — f w L oraz
gn — g prawie wszedzie. Udowodnié, ze f,g, — fg w LP(X).

7. Niech X bedzie przestrzenia wielomianéw rzeczywistych na potprostej [0, 0o).
Dla f(z) = Y_j_, axx" okreslamy norme na dwa sposoby:

£l =" laxl, [ fll2 = sup | f(x)[e”".
p—r x>0

Czy zachodzi warunek || - ||; < C| - ||2 dla pewnej stalej C? Czy zachodzi warunek
|- ll2 < CJ - |1 dla pewnej statej C?

8. Okreslamy operator T : £* — (°° wzorem T'(z), = Y oo, x1/28,n=1,2, ...,
dla z = (z)2, € ¢*. Dowies¢, ze T jest ciagly i wyznaczy¢ jego norme.

9. Wykazaé ciaglos¢ oraz wyznaczy¢ norme przeksztalcenia T : C(0,2) —
L?(0,2) danego wzorem T f(x) = f(y/z)sinz, x € (0,2).

10. Wykazac, ze o(f) = f(0) + f(1) + f01/2 f(x?)dx jest ciagtym funkcjonatem
na C(0,1) i wyznaczy¢ jego norme.

11. Dowies¢, ze jesli (X, || - ||) jest przestrzenia Banacha, to kazdy szereg bez-
wzglednie zbiezny jest zbiezny (tzn. jesli > o [|zall < oo, to ciag (ZZLO Tn)N>0
zbiega w X).

12. Rozwazmy podprzestrzen X C ¢4 dang wzorem

X:{azé&; : ixnzO}.
n=1

Dla jakich p € [1,00] przestrzen X z norma || - ||, jest przestrzenia Banacha?



