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1. Dla lokalnie caªkowalnej funkcji f : (0,∞) → R, okre±lamy

Tf(x) =
1

x

∫ x

0

f(y)dy, x > 0.

Wykaza¢, »e dla ka»dego 1 < p < ∞, T jest operatorem ograniczonym na Lp(0,∞)
i ∥T∥Lp(0,∞)→Lp(0,∞) =

p
p−1 .

Wskazówka: Aby wykaza¢, »e ∥T∥Lp(0,∞)→Lp(0,∞) ≤ p
p−1 , u»y¢ caªkowania przez

cz¦±ci i nierówno±ci Höldera. W celu wykazania nierówno±ci przeciwnej, rozwa»y¢

funkcj¦ f(x) = x−1/pχ(ε,ε−1)(x), gdzie ε > 0.

2. Zaªó»my, »e T : ℓ1 → ℓ2 jest liniowym, ci¡gªym, ró»nowarto±ciowym prze-

ksztaªceniem. Udowodni¢, »e obraz T (ℓ1) nie jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ ℓ2.

3. Niech {un}n≥1 b¦dzie ortonormalnym ci¡giem w przestrzeni Hilberta L2([0, 1]).
Pokaza¢, »e je±li istnieje liczba M > 0 taka, »e |un(t)| ≤ M dla prawie wszystkich

t ∈ [0, 1], oraz je±li
∑∞

n=1 λnun(t) jest zbie»ny dla prawie wszystkich t ∈ T = [0, 1],
to wtedy λn → 0.

4. Zaªó»my, »e X jest przestrzeni¡ unormowan¡ oraz φ : X → R jest przeksztaª-

ceniem liniowym. Wykaza¢, »e φ jest ci¡gªym funkcjonaªem wtedy i tylko wtedy,

gdy jego j¡dro Kerφ jest podprzestrzeni¡ domkni¦t¡ X.
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