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1. Zaloimy, ze T : X — Y jest operatorem liniowym, zas S : Y — Z jest
operatorem liniowym, ciggltym i réznowarto$ciowym o tej wtasnosci, ze ztozenie ST
jest ciagle. Dowies¢, ze T jest operatorem ciaglym.

2. Zatozmy, ze T : H — H jest liniowym operatorem na pewnej przestrzeni
Hilberta H, speniajacym warunek (x,Ty) = (Tz,y) dla wszystkich z, y € H.
Wykazaé, ze T jest operatorem ograniczonym.

3. Niech X bedzie przestrzenia Banacha, a T : X — C]0, 1] przeksztalceniem
liniowym. Wykazaé, ze T jest ciaglte wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ¢ €
[0, 1] istnieje stata C(t) < oo o tej wlasnosci, ze

/0 t T(z)(s) ds

4. Niech X i Y beda dwoma przestrzeniami Banacha, a T': X — Y bedzie
ciaglym liniowym operatorem ,na”. Wykazaé, ze istnieje taka stata M > 0, ze dla
danego y € Y, mozemy znalezé¢ x € X spelniajace nierownosé ||z||x < M|y||y oraz
rownosc¢ T(z) = y.

< C@)l=|

dla wszystkich x € X.

5. Na przestrzeni C[0,1], oprocz normy || - ||, rozpatrujemy inng norme || - ||,

spelniajaca warunek: jezeli u, LEN u, to un(t) — u(t) dla kazdego t € [0,1].
Dowiesé, ze jesli (C[0,1], ]| - ||) jest przestrzenia Banacha, to normy || - || oraz || - ||
sg rOwnowazne.

6. Okreslamy operator liniowy 7T : cog9 — cog wzorem
To I3 Xz
T(.’E) = <x1757§,...,#7..
Dowiesé, ze T jest ograniczony, réznowarto§ciowy i ,na”, ale T~' nie jest ciagly.
Czy przeczy to twierdzeniu o operatorze otwartym?

) , T = (xn)n21 € Coo-

7. Niech (X,| - |lx) 1 (Y| -|ly) beda przestrzeniami Banacha, a T : X — Y
bedzie operatorem liniowym ,na”, dla ktérego istnieje skoniczona stala c spetniajaca

IT(@)]ly = cllzlx

dla wszystkich x € X. Dowies¢, ze T jest operatorem ograniczonym.

8. Niech X bedzie osrodkowa przestrzenia Banacha, a {y, }52; bedzie przeliczal-
nym gestym podzbiorem kuli jednostkowej w X. Definiujemy 7" : ¢/; — X wzorem
Tz =" Tpyn. Dowiesé, ze T jest operatorem ograniczonym i ,na’.

9. Niech X bedzie przestrzenia Banacha, a Y C X domknieta podprzestrzenia.
Powiemy, ze Y ma dopelnienie, jesli istnieje domknieta podprzestrzen Z C X, dla
ktorej przeksztatcenie : Y & Z — X, ®(y, z) = y + z, jest izomorfizmem.

a) Dowies¢, ze Y ma dopelnienie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje domknigta
podprzestrzen Z C X spelniajaca Y N Z = {0} oraz lin(Y, Z) = X.

b) Dowies¢, ze dowolna domknieta podprzestrzeri Y przestrzeni Hilberta H ma
dopehienie.

c) Dowies¢, ze jesli Y jest skoriczonego wymiaru, to ma dopelnienie.



