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1. Wykaza¢, »e je±liX0 jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni unormowanej
X oraz x ∈ X \ X0, to istnieje funkcjonaª φ ∈ X∗ zeruj¡cy si¦ na X0 taki, »e
φ(x) = 1.

2. Niech F b¦dzie podprzestrzeni¡ przestrzeni Banacha X. Wykaza¢, »e dla
dowolnego x ∈ X,

dist(x, F ) = sup{|φ(x)| : φ ∈ X∗, ∥φ∥ ≤ 1, φ|F = 0}.

3. (a) Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha oraz x ∈ X b¦dzie wektorem o
normie 1. Udowodni¢, »e ∆(x) := {φ ∈ X∗ : φ(x) = 1 = ∥φ∥} jest niepustym,
domkni¦tym zbiorem wypukªym.

(b) Poda¢ przykªady x ∈ ℓ1 takie, »e ∆(x) jest jednopunktowe, n-wymiarowe,
niesko«czenie wymiarowe.

(c) Opisa¢ wszystkie x ∈ c0 takie, »e ∆(x) jest jednopunktowe.

4. Przestrze« C[0, 1] mo»na traktowa¢ jako domkni¦t¡ podprzestrze« L∞[0, 1].
Funkcjonaª δx(f) := f(x) jest ci¡gªym funkcjonaªem o normie 1 na C[0, 1], za-
tem z twierdzenia Hahna-Banacha mo»na go rozszerzy¢ do funkcjonaªu φx na
L∞[0, 1] o normie 1. Wykaza¢, »e nie istnieje funkcja g ∈ L1[0, 1] taka, »e φx(f) =∫ 1

0
f(s)g(s) ds. Udowodni¢, »e je±li f ∈ L∞[0, 1] jest taka, »e f = 0 na zbiorze

(x− ε, x+ ε), to φx(f) = 0.

5. Mówimy, »e przestrze« X si¦ izometrycznie wkªada w przestrze« Y , je±li
istnieje liniowe przeksztaªcenie T : X → Y takie, »e ∥Tx∥ = ∥x∥ dla ka»dego x ∈ X.
Wykaza¢, »e ka»da o±rodkowa przestrze« Banacha si¦ wkªada izometrycznie w ℓ∞.

6. Wykaza¢, »e o±rodkowo±¢ przestrzeni X∗ implikuje o±rodkowo±¢ przestrzeni
X. Czy odwrotna implikacja jest prawdziwa?

7. Niech A i B b¦d¡ rozª¡cznymi niepustymi wypukªymi podzbiorami rzeczywi-
stej przestrzeni Banacha X takimi, »e A jest domkni¦ty, a B jest zwarty. Wykaza¢,
»e istnieje funkcjonaª φ ∈ X∗ taki, »e supx∈A φ(x) < infx∈B φ(x).

8. Zaªó»my, »e X jest przestrzeni¡ Banacha, a f : X → R jest ci¡gª¡ funkcj¡
wypukª¡. Wykaza¢, »e dla ka»dego x0 ∈ X istnieje funkcjonaª podpieraj¡cy f w
punkcie x0, tzn. taki φ ∈ X∗, »e f(x) ≥ f(x0) + φ(x− x0) dla wszystkich x.


