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1. Wykazaé, ze jesli X jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni unormowanej
X oraz ¢ € X \ Xy, to istnieje funkcjonal ¢ € X* zerujacy sie na X, taki, ze
p(r) =1.

2. Niech F' bedzie podprzestrzenia przestrzeni Banacha X. Wykazaé, ze dla
dowolnego = € X,

dist(z, F) = sup{le(2)| : ¢ € X7, o] <1, ¢ = O}.

3. (a) Niech X bedzie przestrzenia Banacha oraz x € X bedzie wektorem o
normie 1. Udowodni¢, ze A(x) := {p € X* : p(x) = 1 = ||¢||} jest niepustym,
domknietym zbiorem wypuklym.

(b) Podaé¢ przyklady x € ¢! takie, ze A(x) jest jednopunktowe, n-wymiarowe,
nieskonczenie wymiarowe.

(c) Opisa¢ wszystkie x € ¢ takie, ze A(x) jest jednopunktowe.

4. Przestrzen C[0,1] mozna traktowaé jako domknieta podprzestrzen L°°[0,1].
Funkcjonal §,(f) := f(x) jest ciagglym funkcjonalem o normie 1 na CJ0,1], za-
tem z twierdzenia Hahna-Banacha mozna go rozszerzyé¢ do funkcjonalu ¢, na
L>[0,1] o normie 1. Wykaza¢, ze nie istnieje funkcja g € L'[0, 1] taka, ze ¢, (f) =
fol f(s)g(s)ds. Udowodnié, ze jesli f € L°°[0,1] jest taka, ze f = 0 na zbiorze
(x—e,x+¢),top.(f)=0.

5. Moéwimy, ze przestrzen X sie izometrycznie wklada w przestrzen Y, jesli
istnieje liniowe przeksztalcenie T': X — Y takie, ze ||Tz|| = ||z| dla kazdego x € X.
Wykazaé, ze kazda osrodkowa przestrzern Banacha sie wktada izometrycznie w £°.

6. Wykazaé, ze osrodkowos¢ przestrzeni X* implikuje o§rodkowosé przestrzeni
X. Czy odwrotna implikacja jest prawdziwa?

7. Niech A i B beda roztacznymi niepustymi wypuktymi podzbiorami rzeczywi-
stej przestrzeni Banacha X takimi, ze A jest domkniety, a B jest zwarty. Wykazac,
ze istnieje funkcjonal ¢ € X* taki, ze sup,c4 ¢(x) < infiep ¢(z).

8. Zalozmy, ze X jest przestrzeniag Banacha, a f : X — R jest ciggla funkcja
wypukla. Wykazaé¢, ze dla kazdego xp € X istnieje funkcjonal podpierajacy f w
punkcie zg, tzn. taki p € X*, ze f(z) > f(xo) + ¢(z — zo) dla wszystkich x.



