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1. Znalez¢ wielomian w stopnia 2 dla ktérego warto$é catki

/ ()P dr

-1
jest najmniejsza.

2. Wykazaé, ze uktad Rademachera f,, := sgn(sin(2"7x)), n = 1,2,..., jest
ukladem ortogonalnym w Ls[0, 1]. Czy jest to uktad zupelny?

3. Niech (P,)22, bedzie ukladem wielomianow Legendre’a, danym wzorem
= a
a) Wykazacé, ze (P,,)52, jest ukladem ortogonalnym w przestrzeni Lo[—1, 1]. Jak

nalezy go znormalizowaé, aby uzyskaé¢ uktad ortonormalny?
b) Czy jest to uklad zupeiny?

4. Niech H bedzie przestrzenia Hilberta [?(N) oraz
Vi={zclP(N):z; +223 =01 — 221 + 29 + 23 = 0}.
a) Znalez¢ podprzestrzenn V=*.

b) Niech Py, P, : H — H beda rzutami ortogonalnymi w H, odpowiednio na
V oraz na V1. Znalezé¢ Pia i Pea dlaa = (277)

n=1"

P, (t) (#*-1)", te[-1,1], n=0,1,2,...

5. Niech M bedzie domknieta podprzestrzenia przestrzeni Hilberta H, P = Py,
bedzie rzutem ortogonalnym na M oraz T bedzie operatorem ograniczonym na H.
Dowiesé, ze M oraz M* sa przestrzeniami niezmienniczymi dla T wtedy i tylko
wtedy, gdy TP = PT.

6. Zalozmy, ze M jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni Hilberta H.
Wrykazaé, nie korzystajac z twierdzenia Hahna-Banacha, ze dowolny funkcjonat
@ € M* rozszerza sie do pewnego funkcjonalu ¢ € H™* spelniajgcego warunek
[l = llellar--

7. Zalozmy, ze H jest przestrzenig Hilberta, a operator T' € B(H) spelnia
(Tx,z) > ||z||* dla wszystkich € H. Wykaza¢, ze T : H — H jest izomorfizmem.



