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1. Wykazac, ze (€p, || - ||p) jest przestrzenig Hilberta wtedy i tylko wtedy, gdy
p=2.

2. Niech
1/2

M:{feC[O,l]: Ft)dt = 1 f(t)dt}.

0 1/2

a) Wykazac, ze M jest domknieta podprzestrzenia C[0, 1].
b) Dla ¢(t) = t, obliczy¢ dist(g, M).
c) Czy istnieje funkcja f € M taka, ze dist(g, M) = ||f — g|co?
d) Opisa¢ C|0,1]/M.
3. Niech

M ={f € Ly[-1,1] : f(x) = f(—=z) dla p.w. z}.

Znalezé M+ oraz wzoér na rzut ortogonalny na M.

4. a) Niech

M= {f € Ly[—1,1]: /_11xf(a:)dac = /01 f(z)dz = 0}.

Wyznaczy¢ M+, Py g oraz dist(g, M), gdzie g € Lo[—1, 1] dana jest wzorem g(z) =
x? + 23,
b) Czy dla dowolnej funkcji g € Lo[—1, 1] istnieje element f przestrzeni

N = {fELz[—l,l]:/_txf(x)dx:O, /_11 f=)

T
dla ktérego ||f - g”Lz[fl,l] = dlSt(ga N)?

dm<oo},

5. Niech V,, bedzie podprzestrzenia L2[0, 1] sktadajaca sie z funkcji statych na
przedziatach [k/n,(k+1)/n), k=0,1,...,n— 1.
(a) Znalezé V-
(b) Wyznaczy¢ rzut ortogonalny f na V,.
(c) Wyznaczy¢ odleglosé f(t) =t w L2[0,1] od V.
6. Zalozmy, 7e M jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni Hilberta H. Do-
wiesé, ze H/M ~ M*.
7. Zatézmy, ze H = {5 oraz M = cgg. Sprawdzi¢, ze M jest podprzestrzenia H
oraz M C (M), M # (M1)*.

8. Znale7¢ wielomian w stopnia 2 dla ktorego wartosé catki

/1 4 — w(t)|2 dt

-1
jest najmniejsza.



