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1. Znale¹¢ norm¦ przeksztaªcenia Tf(x) = xf(x) z Lp[−1, 1] w L1[−1, 1], gdzie
1 ≤ p ≤ ∞ jest ustalonym parametrem.

2. Okre±lamy operator T : ℓ1 → c0 wzorem T (x)n =
∑∞

j=n xj , n = 1, 2, . . ..
Wykaza¢, »e T jest operatorem ci¡gªym i obliczy¢ jego norm¦.

3. Niech Tf(x) :=
∫ x

0
f(y) dy. Wykaza¢, »e T jest ci¡gªym przeksztaªceniem z

Lp[0, 1] w Lq[0, 1] dla dowolnych 1 ≤ p, q ≤ ∞.

4. Wykaza¢, »e φ(f) =
∫ 1/2

0
f(x)dx −

∫ 1

1/2
f(x)dx − f(1) jest ci¡gªym funkcjo-

naªem na C[0, 1] i policzy¢ jego norm¦.

5. Niech X = {f ∈ C[0, 1] : f(t) = 2f(1 − t), t ∈ [0, 1/2]}. Czy X z norm¡
supremum jest przestrzeni¡ Banacha? Udowodni¢, »e nast¦puj¡ce funkcjonaªy s¡
ci¡gªe na X i wyznaczy¢ ich normy:

a) φ(f) = f(1/4).
b) φ(f) = f(3/4).

c) φ(f) =
∫ 1/2

0
f(x)dx.

6. Wykaza¢, »e je±li Y jest sko«czenie wymiarow¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni
unormowanej (X, ∥ · ∥), to Y jest podprzestrzeni¡ domkni¦t¡.

7. Rozwa»amy podprzestrzenie Y1, Y2, Y3, Y4 przestrzeni C[0, 1]. Wykaza¢, »e
Yj s¡ domkni¦te, zidenty�kowa¢ C[0, 1]/Yj oraz poda¢ normy w tych przestrzeniach
ilorazowych.

Y1 = {f ∈ C[0, 1] : f(1) = 0},

Y2 =

{
f ∈ C[0, 1] :

∫ 1

0

f = f

(
1

2

)}
,

Y3 =

{
f ∈ C[0, 1] :

∫ 1

0

f = f

(
1

2

)
, f(1) = 0

}
,

Y4 =

{
f ∈ C[0, 1] :

∫ 1

0

f = f

(
1

2

)
oraz f(x) = 0 dla x ≥ 3

4

}
.

8. Niech 1 ≤ p ≤ ∞ i okre±lmy Y = {x ∈ ℓp : x2 = x4 = x6 = . . . = 0}.
Dowie±¢, »e Y jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ ℓp oraz ℓp/Y ≃ ℓp.

9. Przypomnijmy, »e c0 jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ ℓ∞.

a) Dowie±¢, »e c0 jest o±rodkowa, za± ℓ∞ nie jest o±rodkowa.

b) Wykaza¢, »e ℓ∞/c0 nie jest o±rodkowa.
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