Zadania z Analizy Funkcjonalnej - seria 3

1. Znalez¢ norme przeksztatcenia T'f(z) = xf(x) z Ly[—1,1] w L1[—1,1], gdzie
1 < p < o jest ustalonym parametrem.

o0

2. Okreslamy operator T : ¢; — ¢o wzorem T'(z), = Zj:n
Wykazaé, ze T jest operatorem ciagltym i obliczy¢ jego norme.

zj,,n=12,...

3. Niech Tf(x) := fOI fly) dy. Wykazaé, ze T jest ciaglym przeksztalceniem z
L,[0,1] w L4[0,1] dla dowolnych 1 < p, ¢ < oo.

4. Wykazac, ze o(f) = 01/2 f(x)dz — f11/2 f(z)dz — f(1) jest ciagtym funkcjo-
natem na C[0, 1] i policzy¢ jego norme.
5. Niech X = {f € C[0,1] : f(t) = 2f(1 —t),t € [0,1/2]}. Czy X z norma

supremum jest przestrzenig Banacha? Udowodnié, ze nastepujace funkcjonalty sg
ciagle na X i wyznaczy¢ ich normy:

a) o(f) = f(1/4).

b) o(f) = f(3/4).

o) (/) = fy"* f(@)de.

6. Wykazaé, ze jesli Y jest skoriczenie wymiarowa podprzestrzenia przestrzeni
unormowanej (X, | - ||), to Y jest podprzestrzenia domknieta.

7. Rozwazamy podprzestrzenie Y7, Ya, Y3, Yy przestrzeni C[0,1]. Wykazaé, ze
Y; sa domkniete, zidentyfikowaé¢ C[0, 1]/Y; oraz poda¢ normy w tych przestrzeniach
ilorazowych.

Yi={feC[0,1] : f(1) =0},

n={recn: [1=1(3)}
n={recou: [1=1(3) qm=o}.

Y4:{f€C[0,1}:/01f=f<;> oraz f(x):0d13x>i}.

8. Niech 1 < p < ooiokreslmy Y ={z €, : 20 =24 =26 = ... = 0}.
Dowies¢, ze Y jest domknieta podprzestrzenia £, oraz £,/Y ~ £,,.

9. Przypomnijmy, ze ¢ jest domknieta podprzestrzeniy .

a) Dowiesé, ze ¢g jest osrodkowa, zas £, nie jest osrodkowa.

b) Wykazaé, ze o, /co nie jest osrodkowa.



