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1. Niech x = (xk)
n
k=1. Wykaza¢, »e

a) ∥x∥q ≤ ∥x∥p ≤ n1/p−1/q∥x∥q dla 1 ≤ p < q.
b) limp→∞ ∥x∥p = ∥x∥∞.
c) Czy staªe w a) s¡ optymalne? Jakie zawierania dla kul jednostkowych w ℓnp

wynikaj¡ z a)?

2. Niech x = (xk)
∞
k=1 oraz 1 ≤ p < q.

a) Wykaza¢, »e ∥x∥q ≤ ∥x∥p.
b) Znale¹¢ wektor x taki, »e ∥x∥p = ∞ oraz ∥x∥q < ∞.
c) Czy zawsze limp→∞ ∥x∥p = ∥x∥∞? Je±li nie, to kiedy tak jest?

3. Wykaza¢, »e zbiór {
x = (xk)

∞
k=1 :

∞∑
k=1

|xk| ≤ 1

}
jest domkni¦tym wypukªym podzbiorem ℓ2 o pustym wn¦trzu. Czy jest to zbiór
zwarty?

4. Niech (X,F , µ) b¦dzie przestrzeni¡ z miar¡ sko«czon¡ µ oraz f b¦dzie funkcj¡
mierzaln¡ na X. Udowodni¢, »e dla 1 ≤ p < q,

a) ∥f∥p ≤ µ(X)1/p−1/q∥f∥q, w szczególno±ci ∥f∥p ≤ ∥f∥q gdy µ(X) = 1.
b) Wykaza¢, »e limp→∞ ∥f∥p = ∥f∥∞.

5. Zaªó»my, »e 1 ≤ p0 < p < p1 s¡ ustalonymi parametrami oraz (X,F , µ)
jest przestrzeni¡ mierzaln¡. Dowie±¢, »e dowoln¡ funkcj¦ f ∈ Lp(X,F , µ) mo»na
przedstawi¢ w postaci f = f0 + f1 dla pewnych f0 ∈ Lp0(X,F , µ) oraz f1 ∈
Lp1(X,F , µ).

6. Wyznaczy¢ |µ| i obliczy¢ ∥µ∥ dla nast¦puj¡cych miar ze znakiem na [0, 1]:

(i) µ =
∑∞

n=1 anδ1/n,

(ii) µ(A) =
∫
A
f(x) dx, f ∈ L1([0, 1]).

7. Zaªó»my, »e µ jest miar¡ zespolon¡ na X oraz f, g : X → R s¡ funkcjami
mierzalnymi. Wykaza¢, »e dla dowolnego mierzalnego zbioru A ⊂ R mamy∣∣µ(f ∈ A)− µ(g ∈ A)

∣∣ ≤ |µ|(f ̸= g).

8. Zaªó»my, »e (X,F , µ) jest przestrzeni¡ z miar¡ oraz Lp = Lp(X).

a) Wykaza¢ nierówno±ci Clarksona:

· dla 2 ≤ p < ∞,
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· dla 1 < p ≤ 2,
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gdzie q = p
p−1 .

b) Przestrze« Banacha (X, ∥ · ∥) jest jednostajnie wypukªa, je±li dla ka»dego
0 < ε < 2 istnieje taka δ > 0, »e je±li ∥x∥ = ∥y∥ = 1 oraz ∥x − y∥ > ε, to∥∥x+y

2

∥∥ ≤ 1− δ.
Wywnioskowa¢ z a), dla 1 < p < ∞ przestrze« Lp jest jednostajnie wypukªa.


