Zadania z Analizy Funkcjonalnej - seria 2

1. Niech z = (2);_,. Wykazac, ze

a) |zl < [z, < n'/P=Vi|z], dla 1 <p<gq.

b) limp o0 [|2lp = [|2]|oo-

c¢) Czy stale w a) sa optymalne? Jakie zawierania dla kul jednostkowych w £}
wynikaja z a)?

2. Niech = (x)72, oraz 1 < p < g.

2) Wykaza, ze |zlly < [zl

b) Znalez¢ wektor x taki, ze ||z||, = oo oraz x|, < co.

c) Czy zawsze lim,_, ||2]|p = ||z]|cc? Jesli nie, to kiedy tak jest?

3. Wykazaé, ze zbibr

{39: (@) = Y Janl < 1}
k=1

jest domknietym wypuklym podzbiorem ¢y o pustym wnetrzu. Czy jest to zbior
zwarty?

4. Niech (X, F, u) bedzie przestrzenia z miara skoniczona p oraz f bedzie funkcja
mierzalng na X. Udowodni¢, ze dla 1 < p < g,

a) || fllp < p(X) /2714 f]lg, w szezeglnosci || £, < | fllq gdy p(X) = 1.
b) Wykazac, ze limy o0 || fllp = [[flloo-

5. Zalozmy, ze 1 < pg < p < p; sa ustalonymi parametrami oraz (X,F,u)
jest przestrzenig mierzalng. Dowies¢, ze dowolng funkcje f € L,(X,F, p) mozna
przedstawi¢ w postaci f = fo + f1 dla pewnych fy € L, (X, F,u) oraz f1 €
Lpl (X7 ]:7 :u)'

6. Wyznaczy¢ |u| 1 obliczyé ||u| dla nastepujacych miar ze znakiem na [0, 1]:
() ,LL = ZZO 1 anél/m
= [, f(x)dz, fe Li([0,1]).

7. Zalozmy, 7e  jest miara zespolong na X oraz f,¢g : X — R sa funkcjami
mierzalnymi. Wykazaé, ze dla dowolnego mierzalnego zbioru A C R mamy

lu(f € A) —pulg € A)| < |ul(f #9)

8. Zalozmy, ze (X, F, ) jest przestrzenia z miarg oraz LP = LP(X).
a) Wykaza¢ nier6wnosci Clarksona'

+ 1
da2sp<o, |10 Hf 2 < 0+ ),
f+g|" f g "
Cdat<psa |10 < (S nam)
gdzie g = ﬁ.
b) Przestrzen Banacha (X, | - ||) jest jednostajnie wypukta, jesli dla kazdego
0 < e < 2 istnieje taka § > 0, ze jesli ||z|| = |ly|| = 1 oraz ||z — y|| > &, to
It < 1 -6

Wywnioskowac z a), dla 1 < p < oo przestrzen LP jest jednostajnie wypukta.



