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1. a) Czy istnieje funkcja f ∈ L1(R) dla której f̂ = χ[−1,1] lub f̂ = cos?
b) Zaªó»my, »e f jest jednostajnie ci¡gªa, caªkowalna i d¡»y do zera w ±∞. Czy

wynika st¡d, »e f̂ ∈ L1(R)?

2. Niech f(x) = sinx/x. Sprawdzi¢, »e f ∈ L2(R) oraz wykaza¢, »e f̂ = πχ[−1,1].

3. a) Dla f ∈ S(R), wyznaczy¢ y ∈ S(R) speªniaj¡ce równanie −y′′ + y = f .
b) Dla f ∈ S(Rn), wykaza¢, »e istnieje y ∈ S(Rn) speªniaj¡ce −∆y + y = f .

4. Wyznaczy¢ f ∈ L1(R) speªniaj¡c¡ równanie caªkowe

f(x) +
1

2π

∫
R

f(y)

(x− y)2 + 1
dy =

1

x2 + 4
+

1

x2 + 1
, x ∈ R.

5. Rozwi¡za¢ równanie Laplace'a na górnej póªpªaszczy¹nie: dla g ∈ S(R),
wyznaczy¢ u : R×[0,∞) → R speªniaj¡c¡∆u = 0, u(x, 0) = g i limy→∞ u(x, y) = 0.

6. (Zasada nieoznaczono±ci Heisenberga) Udowodni¢, »e dla f ∈ S(Rn) speªnia-
j¡cej ∥f∥L2(Rn) = 1 zachodzi(∫

Rn

|x|2|f(x)|2 dx
)(∫

Rn

|ξ|2|f̂(ξ)|2 dξ
)

≥ n2

4
· (2π)n.

7. Udowodni¢, »e dla f ∈ S(Rn) zachodzi

lim
ε→0

∫
Rn

f̂(ξ)e−|εξ|2dξ = (2π)nf(0).

8. Zaªó»my, »e f jest funkcj¡ na Rn o no±niku zawartym w kuli jednostkowej

o ±rodku w zerze, speªniaj¡c¡ |f̂(ξ)| ≤ (1 + |ξ|)−α dla wszystkich ξ ∈ Rn, gdzie
α > n/2 jest pewn¡ staª¡. Wykaza¢, »e dla dowolnej funkcji u ∈ S(Rn) zachodzi
nierówno±¢

|u ∗ f(x)| ≤ C

(∫
|x−y|<1

u2(y)dy

)1/2

, x ∈ Rn.



Transformata Fouriera f̂(ξ) =
∫
Rn f(x)e−i⟨ξ,x⟩dx

Funkcja Transformata

delta Diraca δa e−i⟨ξ,a⟩

funkcja wykªadnicza ei⟨ξ,a⟩ (2π)nδa

funkcja gaussowska e−|x|2/2 (2π)n/2e−|ξ|2/2

jednostronna funkcja wykªadnicza (n = 1) e−λxχ(0,∞)(x)
1

λ+iξ

dwustronna funkcja wykªadnicza (n = 1) e−λ|x| 2λ
λ2+ξ2

rozkªad Cauchy'ego (n = 1) λ
λ2+x2 πe−λ|ξ|

funkcja charakterystyczna odcinka (n = 1) χ[a,b](x)
e−iaξ−e−ibξ

iξ

pochodna funkcji ∂f(x)
∂xj

iξj f̂(ξ)

pochodna transformaty −ixjf(x)
∂f̂(ξ)
∂ξj

przesuni¦cie wzgl¦dem x f(x− a) e−i⟨ξ,a⟩f̂(ξ)

przesuni¦cie wzgl¦dem ξ ei⟨a,x⟩f(x) f̂(ξ − a)

jednokªadno±¢ f(ax) f̂(x/a)/|a|n

splot f ∗ g(x) f̂(ξ)ĝ(ξ)


