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1. Operator T : L2(R) → L2(R) jest dany wzorem (Tf)(x) = sgn(x)f(x +
1). Wyznaczy¢ sprz¦»enie Hilbertowskie T ∗. Czy T jest samosprz¦»ony, unitarny,
normalny, nieujemny?

2. Wykaza¢, »e je±li T jest operatorem liniowym na zespolonej przestrzeni Hil-
berta speªniaj¡cym ⟨Tx, x⟩ ∈ R dla wszystkich x, to T jest samosprz¦»ony.

3. Zaªó»my, »e T ∈ B(H) jest operatorem normalnym.

(i) Dowie±¢, »e ∥Tx∥ = ∥T ∗x∥ dla dowolnego x ∈ H.
(ii) Dowie±¢, »e Ker(T ) = Ker(T ∗).
(iii) Wykaza¢, »e T (H) = T ∗(H).

4. Zaªó»my, »e A jest zwartym samosprz¦»onym operatorem na przestrzeni Hil-
berta H. Dowie±¢, »e dla dowolnego n ≥ 2 istnieje zwarty operator B na H taki,
»e A = Bn.

5. Niech A : H → H b¦dzie zwartym ró»nowarto±ciowym operatorem na prze-
strzeni Hilberta H.

(a) Wykaza¢, »e je±li A jest samosprz¦»ony, to istnieje ci¡g operatorów An taki,
»e AnAx → x dla ka»dego x ∈ H.

(b) Wykaza¢, »e to samo twierdzenie jest prawdziwe dla dowolnego zwartego
operatora A. (Wskazówka: rozwa»y¢ operator A∗A.)

(c) Czy mo»na tak dobra¢ An, aby AnA → I w normie?

6. Zaªó»my, »e k ∈ L2([0, 1]
2) speªnia warunek k(x, y) = k(y, x) dla x, y ∈ [0, 1].

Okre±lamy

Kf(x) =

∫ 1

0

k(x, y)f(y) dy.

Wykaza¢, »e

(i) K jest zwartym operatorem samosprz¦»onym;
(ii) istnieje baza ortonormalna (φn)n≥1 przestrzeni L2[0, 1] oraz liczby rzeczy-

wiste λn → 0 takie, »e Kφn = λnφn;
(iii) zachodzi równo±¢

k(x, y) =

∞∑
n=1

λnφn(x)φn(y),

przy czym szereg jest zbie»ny w L2([0, 1]
2).

(iv) Czy dla ka»dego λ ∈ R i ka»dego g ∈ L2[0, 1] istnieje rozwi¡zanie f równania
Tf − λf = g?

7. Dany jest zwarty samosprz¦»ony operator T , którego jedynymi niezerowymi
warto±ciami wªasnymi s¡ 2 oraz 3. Udowodni¢, »e T 3 − 5T 2 + 6T = 0.

8. Zaªó»my, »e T jest operatorem unitarnym. Dowie±¢, »e spektrum σ(T ) jest
zawarte w okr¦gu jednostkowym T = {λ ∈ C : |λ| = 1}.

9. Rozwa»my równanie

x′′(t) = f(t) dla t ∈ (0, 1), x(0) = x(π) = 0.

Dla zadanego f ∈ L2(0, 1), spróbowa¢ wyznaczy¢ rozwi¡zanie x ∈ L2(0, 1) powy»-
szego problemu. Czy to rozwi¡zanie jest jednoznaczne?


