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1. Operator T : Ly(R) — Ly(R) jest dany wzorem (T'f)(x) = sgn(z)f(z +
1). Wyznaczy¢ sprzezenie Hilbertowskie T*. Czy T jest samosprzezony, unitarny,
normalny, nieujemny?

2. Wykazaé, ze jesli T jest operatorem liniowym na zespolonej przestrzeni Hil-
berta speliajacym (Tz,z) € R dla wszystkich z, to T jest samosprzezony.

3. Zalozmy, ze T € B(H) jest operatorem normalnym.
(i) Dowiesé, ze | Tx| = | T*z|| dla dowolnego x € H.
(ii) Dowiesé, ze Ker(T') = Ker(T™).

(iii) Wykazac, ze T(H) =T*(H).

4. Zalézmy, ze A jest zwartym samosprzezonym operatorem na przestrzeni Hil-
berta H. Dowiesé, ze dla dowolnego n > 2 istnieje zwarty operator B na H taki,
ze A= B".

5. Niech A: H — H bedzie zwartym réznowarto$ciowym operatorem na prze-
strzeni Hilberta H.
(a) Wykazaé, ze jesli A jest samosprzezony, to istnieje ciag operatorow A,, taki,
ze A, Ax — x dla kazdego © € H.
(b) Wykazaé, ze to samo twierdzenie jest prawdziwe dla dowolnego zwartego
operatora A. (Wskazowka: rozwazy¢ operator A*A.)
(¢) Czy mozna tak dobra¢ A,,, aby A, A — I w normie?
6. Zalozmy, 7e k € Lo([0,1]?) spetnia warunek k(z,y) = k(y,z) dla z, y € [0,1].
Okreslamy

1
Kf(w) = [ ) ) dy
Wrykazaé, ze
(i) K jest zwartym operatorem samosprzezonyi;
(ii) istnieje baza ortonormalna (¢, ),>1 przestrzeni L0, 1] oraz liczby rzeczy-
wiste A\, — 0 takie, ze K, = A\, on;
(iii) zachodzi réwnosé

oo
ki(x, y) = Z )\n@n(x)@n(y)a
n=1
przy czym szereg jest zbiezny w Lo ([0, 1]?)
(iv) Czy dlakazdego A € Rikazdego g € Ls|0, 1] istnieje rozwiazanie f réwnania
Tf -\ =g?

7. Dany jest zwarty samosprzezony operator T', ktérego jedynymi niezerowymi
warto§ciami wlasnymi sa 2 oraz 3. Udowodni¢, ze T2 — 572 + 6T = 0.

8. Zalézmy, ze T jest operatorem unitarnym. Dowies¢, ze spektrum o(T) jest
zawarte w okregu jednostkowym T ={A € C : |\| =1}.
9. Rozwazmy réwnanie
2'(t) = f(t) dlate(0,1), z(0) = z(w) = 0.

Dla zadanego f € L2(0, 1), sprobowaé¢ wyznaczy¢ rozwiazanie x € Lo(0,1) powyz-
szego problemu. Czy to rozwigzanie jest jednoznaczne?



