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1. Niech 1 ≤ p ≤ ∞ oraz niech L i R oznaczaj¡ odpowiednio lewostronny i
prawostronny operator przesuni¦cia na zespolonej przestrzeni Banacha ℓp, tzn.

L(x1, x2, . . .) = (x2, x3, . . .), R(x1, x2, . . .) = (0, x1, x2, . . .).

Wykaza¢, »e

(i) σp(L) = D;
(ii) σp(R) = ∅;
(iii) σ(L) = σ(R) = clD,

gdzie D oznacza otwarty dysk jednostkowy.

2. Niech W ∈ B(ℓ2) b¦dzie wa»onym operatorem przesuni¦cia na ℓ2, zde�nio-
wanym przez

W (x1, x2, . . .) =
(
0, x1,

x2

2 , x3

3 , . . .
)
.

Wykaza¢, »e W jest operatorem zwartym, σp(W ) = ∅ oraz σ(W ) = {0}. Zna-
le¹¢ nietrywialn¡ domkni¦t¡ podprzestrze« niezmiennicz¡ dla W , tzn. domkni¦t¡
podprzestrze« M ̸= {0}, M ̸= ℓ2, speªniaj¡c¡ W (M) ⊆ M.

3. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha oraz niech P ∈ L(X) b¦dzie rzutem
na wªa±ciw¡ podprzestrze« Y ⊂ X, tzn. P : X → Y jest operatorem �na� oraz
P 2 = P . Wykaza¢, »e σ(P ) = σp(P ) = {0, 1} oraz dla λ ̸= 0, 1 zachodzi

(P − λI)−1 = λ−1(1− λ)−1 P − λ−1 I.

4. Niech K ⊂ F b¦dzie dowolnym niepustym zwartym podzbiorem. Wykaza¢,
»e istnieje operator T ∈ B(ℓ2) taki, »e σ(T ) = K.

5. Wykaza¢, »e je±li λ ∈ σ(T ), to λn ∈ σ(Tn) dla n = 1, 2, . . ..

6. Wykaza¢, »e operator Volterry T : L2[0, 1] → L2[0, 1] dany wzorem Tf(x) =∫ x

0
f(y)dy jest zwarty i speªnia σp(T ) = ∅, σ(T ) = {0}.

7. Operator T : L2(R) → L2(R) jest dany wzorem (Tf)(x) = sgn(x)f(x +
1). Wyznaczy¢ sprz¦»enie Hilbertowskie T ∗. Czy T jest samosprz¦»ony, unitarny,
normalny, nieujemny?

8. Poda¢ przykªad operatora liniowego ci¡gªego T na przestrzeni Hilberta, który
nie jest unitarny, ale

(i) TT ∗ = I,
(ii) T ∗T = I,
(iii) ∥Tx∥ = ∥x∥ dla wszystkich x.

Czy takie operatory istniej¡ w przestrzeni sko«czonego wymiaru?


