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1. Okre±lmy T : L2(R) → L2(R) wzorem Tf(x) =
∫ x

x+1
f(y) dy. Wykaza¢, »e T

jest ci¡gªy oraz wyznaczy¢ T ∗. Czy T jest zwarty?

2. Niech T : Lp[0, 1] → Lp[0, 1], 1 ≤ p < ∞, b¦dzie okre±lony wzorem

(Tf)(x) :=
∫ 1

0
k(x, y)f(y) dy dla pewnej funkcji ograniczonej mierzalnej k. Wy-

kaza¢, »e operator T jest zwarty. Czy T jest odwracalny? Wyznaczy¢ T ∗.

3. Okre±lmy T : l1 → c0 wzorem T ((xn)
∞
n=1) =

(
1
n

∑n
k=1 xk

)∞
n=1

. Wyznaczy¢
T ∗. Czy T jest zwarty?

4. Niech (en)
∞
n=0 b¦dzie kanoniczn¡ baz¡ lp, 1 ≤ p < ∞. Wykaza¢, »e operator

liniowy T : lp → lp taki, »e Ten = anen jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy
limn→∞ an = 0.

5. a) Wykaza¢, »e ka»dy operator zwarty przeksztaªca ci¡gi sªabo zbie»ne na
ci¡gi zbie»ne w normie.

b) Wykaza¢, »e istnieje operator niezwarty przeksztaªcaj¡cy ci¡gi sªabo zbie»ne
na ci¡gi zbie»ne w normie.

c) Zaªó»my, »e przestrze« X jest re�eksywna i o±rodkowa, za± T jest operatorem
ci¡gªym na X przeksztaªcaj¡cym ci¡gi sªabo zbie»ne na ci¡gi zbie»ne w normie.
Wykaza¢, »e T jest zwarty.

6. Zaªó»my, »e T : X → X jest operatorem zwartym na przestrzeni Banacha X
oraz λ ∈ C \ {0}.

a) Wykaza¢, »e obraz operatora T − λI jest domkni¦ty.
b) Wykaza¢, »e T −λI jest ró»nowarto±ciowy wtedy i tylko wtedy, gdy jest �na�.

7. Zaªó»my, »e T : X → Y jest operatorem zwartym mi¦dzy przestrzeniami Ba-
nacha X, Y . Dowie±¢, »e je±li X jest re�eksywna, to T (BX) jest zbiorem zwartym.


