Zadania z Analizy Funkcjonalnej - seria 1

1. Zalozmy, ze (X, || - ||) jest przestrzenig unormowana.
a) Wykaza¢, ze f(z) = ||z|| jest funkcja ciagla na X (w topologii generowanej
przez norme).
b) Wykazaé, ze kazda kula w przestrzeni unormowanej jest wypukla.
c) Korzystajac z b) wykazaé, ze || - ||, nie jest norma na L,[0, 1] gdy p € (0,1).
2. Rozwazmy zbiér
X = {(ml,mg, ) eRN :supndlz,| < oo} ,
n>1

wyposazony w norme ||z| = >">°, |x,]. Czy (X, | - ||) jest przestrzenia Banacha?

3. Niech C'0,1] bedzie przestrzenia funkcji ciagtych z [0,1] w R, ktére sa
rozniczkowalne na (0,1) i ktérych pochodna przedtuza sie do funkeji ciaglej na
[0, 1]. Rozwazmy normy
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Ktore z tych norm wprowadzaja na C1[0, 1] strukture przestrzeni Banacha?

4. Dowies¢, ze przestrzen unormowana (X, | - ||) jest przestrzenia Banacha
wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy szereg bezwzglednie zbiezny jest zbiezny (tzn. jesli
- N .
Ym0 llznll < oo, to ciag (3,,_g Tn) N0 zbiega w X).

5. Wykazaé, ze wszystkie normy na R” sg rownowazne. Wskaza¢ dwie nieréw-
nowazne normy na przestrzeni ciaggéw ograniczonych.

6. Wykazaé, ze na przestrzeni ciagéw o wyrazach rzeczywistych, topologia dys-
kretna oraz topologia produktowa nie s3 normowalne.

7. a) Zalozmy, ze X jest przestrzenia unormowana, a Y C X jest podprzestrzenia
o niepustym wnetrzu. Dowies$¢, ze Y = X.

b) Niech X bedzie przestrzenia Banacha, a {V},},>1 - ciagiem domknietych pod-
przestrzeni liniowych X takich, ze X =, V. Pokazag, ze istnieje takie ng > 1,
ze X =Vy,. -

c) Wywnioskowaé z b), ze przestrzeni wielomianéw o wspolczynnikach zespolo-
nych nie mozna wyposazy¢ w strukture przestrzeni Banacha.



