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1. Zaªó»my, »e (X, ∥ · ∥) jest przestrzeni¡ unormowan¡.

a) Wykaza¢, »e f(x) = ∥x∥ jest funkcj¡ ci¡gª¡ na X (w topologii generowanej
przez norm¦).

b) Wykaza¢, »e ka»da kula w przestrzeni unormowanej jest wypukªa.

c) Korzystaj¡c z b) wykaza¢, »e ∥ · ∥p nie jest norm¡ na Lp[0, 1] gdy p ∈ (0, 1).

2. Rozwa»my zbiór

X =

{
(x1, x2, . . .) ∈ RN : sup

n≥1
n3|xn| < ∞

}
,

wyposa»ony w norm¦ ∥x∥ =
∑∞

n=1 |xn|. Czy (X, ∥ · ∥) jest przestrzeni¡ Banacha?

3. Niech C1[0, 1] b¦dzie przestrzeni¡ funkcji ci¡gªych z [0, 1] w R, które s¡
ró»niczkowalne na (0, 1) i których pochodna przedªu»a si¦ do funkcji ci¡gªej na
[0, 1]. Rozwa»my normy

(i) ∥f∥∞;

(ii)
∫ 1

0
|f |;

(iii) ∥f∥∞ + ∥f ′∥∞;
(iv) |f(0)|+ ∥f ′∥∞;
(v) ∥f∥∞ + supx∈(0,1) |xf ′(x)|.

Które z tych norm wprowadzaj¡ na C1[0, 1] struktur¦ przestrzeni Banacha?

4. Dowie±¢, »e przestrze« unormowana (X, ∥ · ∥) jest przestrzeni¡ Banacha
wtedy i tylko wtedy, gdy ka»dy szereg bezwzgl¦dnie zbie»ny jest zbie»ny (tzn. je±li∑

n≥0 ∥xn∥ < ∞, to ci¡g (
∑N

n=0 xn)N≥0 zbiega w X).

5. Wykaza¢, »e wszystkie normy na Rn s¡ równowa»ne. Wskaza¢ dwie nierów-
nowa»ne normy na przestrzeni ci¡gów ograniczonych.

6. Wykaza¢, »e na przestrzeni ci¡gów o wyrazach rzeczywistych, topologia dys-
kretna oraz topologia produktowa nie s¡ normowalne.

7. a) Zaªó»my, »eX jest przestrzeni¡ unormowan¡, a Y ⊆ X jest podprzestrzeni¡
o niepustym wn¦trzu. Dowie±¢, »e Y = X.

b) Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha, a {Vn}n≥1 - ci¡giem domkni¦tych pod-
przestrzeni liniowych X takich, »e X =

⋃
n≥1 Vn. Pokaza¢, »e istnieje takie n0 ≥ 1,

»e X = Vn0
.

c) Wywnioskowa¢ z b), »e przestrzeni wielomianów o wspóªczynnikach zespolo-
nych nie mo»na wyposa»y¢ w struktur¦ przestrzeni Banacha.


