1 Seria 1 - rozwigzania Macieja Markiewicza

1.1 Zad.1

Nie. Najprostszym przykladem bedzie wziecie A = X albo A - $ciggalna
spojna skladowa X. Jako mniej trywialny przyktad mozemy wzia¢ X C R?
zdefiniowane jako sume dyskéw B((—1,0),1) 1 B((1,0),1), A =[-1,1] x {0}
iap=(1,0). X\ A1iX\ap nie moga by¢ homotopijnie réwnowazne, poniewaz
majg rowng liczbe spojnych sktadowych.

1.2 Zad.2

Korzystamy z wlasnosci przedtuzania homotopii. Niech v : I — Y bedzie
takie, ze v(0) = g(xg) i v(1) = yo. Mozemy ta droge traktowaé jako homo-
topie miedzy g|., i przeksztalceniem xg — yo. Wobec tego istnieje homo-
topia H przeksztalcen z X do Y taka ze H(xzg,t) = 7(t). Przeksztalcenie
f(z) = H(x,1) bedzie wtedy szukana funkcja.

1.3 Zad.3

Niech H : X x I — X bedzie silng homotopijng retrakcja X do xg. Wezmy
A = H YU). A jest zbiorem otwartym, poniewaz H jest ciagte. Wiemy,
ze xg X I zawiera sie w A poniewaz obraz tego zbioru to zg, jako ze H
jest silna homotopijna retrakcja. Teraz, kazdy punkt xo x {t} ma otoczenie
otwarte zawierajace sie w A postaci Vi x I; gdzie V; jest otoczeniem xg w X,
a I; - otoczeniem ¢ w I. Rozpatrzmy pokrycie I przez zbiory I;. Poniewaz I
jest przestrzenig zwarta, mozemy wybrac¢ skonczone podpokrycie Iy, ..., Iy, .
Teraz, rozpatrzmy V = NV,,, gdzie t; to wybrany wczeéniej skonczony zbioér
indekséw. V' jest podzbiorem otwartym jako ze jest pzrecieciem skonczonej
liczby zbioréow otwartych i V' x I jest otoczeniem xg x I zawierajacym sie
w U. Ale oznacza to dokladnie, ze H|y s jest homotopia Sciagajaca V' do
punktu wewnatrz U, czyli dokladnie szukanym otoczeniem.

1.4 Zad.4
Zdefiniujmy najpierw odwzorowania:
Fo(z,t,s) = Ho(z,t) o Hi(z, st)
Fi(x,t,s) = Ho(z, (1 — s)t) o Hy(x,t)
Zauwazmy teraz, ze:
o Fy(x,t,0) = Hy(z,t), poniewaz Hp(z,0) = x.

o Fi(z,t,1) = Hi(x,t), poniewaz Ho(z,0) = x.



o dlaz € A mamy F;(z,t,s) = x, poniewaz obydwa H; zachowuja punk-
ty z A.

. Fy(a,t,1) = Fi(z,1,0).

Pierwsze trzy punkty méwia nam, ze F; sg silnymi homotopijnymi retrak-
cjami i zgadzaja sie z zadanymi homotopiami na odpowiednich koncach.
Czwarty podpunk pozwala nam teraz sklei¢ F; wzdtuz wspolrzednej s ana-
logicznie do sklejania drég - bierzemy F' ktére wzdtuz s najpierw przechodzi
przez Fj a potem Fj. Poniewaz to F' jest ciggle jako ztozenie przeksztalcen
ciaglych, jest ono szukana homotopia.

2 Seria 2- rozwigzania Macieja Markiewicza

2.1 Zad.1

Wezmy sobie ten torus jako lezacy w R? i sparametryzujmy go jako zbiér

((cos(0) + 2)cos(¢), (cos(0) + 2)sin(e), sin(¢)),

gdzie 6, ¢ € [0, 27]. Innymi stowy powstaje on poprzez obrét okregu o srodku
w 2,0) i promieniu 1 wokét osi z, gdzie ¢ parametryzuje wyjsciowy okrag,
a 0 - obrot wokot osi. Rozpatrzmy teraz przeksztalcenie zgniatajace okrag
¢ = 7 do $rodka, zadane w taki sposéb, ze

((cos(0)+2)cos(p), (cos(0)+2)sin(¢), sin(¢)) — ((cos(0)+1)cos(¢), (cos(0)+1)sin(¢), sin(p)).

Ale teraz, ten zbiér jest homeomorficzny ze sfera S? na ktérej utozsamilismy
punkty (0,0,1) i (0,0, —1). Dwa punkty to po prostu sfera S i korzystajac
z zadania 2.3 otrzymujemy teze.

2.2 Zad.2

Wyobrazmy sobie ten wypelniony torus jako zanurzony w S = R?U oo oraz
niech A = S3\T bedzie jego dopeieniem, gdzie T = D? x S'. Zauwazmy, ze
S3/A ~ D?x S1/S! x S poniewaz maja wspélny brzeg a punkty we wnetrzu
A nie wplywaja na topologie ilorazu. Ale teraz A ~ T, a T jest homotopijnie
réwnowazne z S, poniewaz D? jest éciagalne. Ostatecznie dostajemy wiec,
ze ten iloraz jest homotopijnie réwnowazny z S/S! i korzystajac z zadania
2.3 dostajemy teze.

2.3 Zad.3

Wezmy S™ C R"™*! zdefiniowane jako {(z1,...,@n+1)|z] + ... + 22, = 1}
oraz S* C S™ zdefiniowane przez Ty o = Tpiz = ... = Tpp1 = 0. Te-
raz, wiemy ze $ciagniecie S* do punktu jest réwnowazne (z doktadnoscia do



homotopijnej réwnowaznoéci) wklejeniu stozka na S*. Jako ten stozek wez-
miemy DF! = {(21,...,2541,0, ..., O)|x%—|—...+xi+1 < 1}. Teraz, rozpatrzmy
zbiér D1 = {(x1,...; Tk+1,0,...,0,2,)| D> z; = 1}. Jest to Sciagalny pod-
zbiér S™ o brzegu S*. Oprécz tego, S™ U Dy 1, D;c+1> stanowi pare borsuka,
poniewaz ten dysk posiada mapping cylinder neighborhood (por. Hatcher
przyklad 0.15). Zgniecenie go do punktu bedzie wigc homotopijna réwno-
waznoscia. Ale teraz, S"/Dj , ~ S™ oraz Djyy1/Dyy1 N D),y ~ SFFL tak
wiec ostatecznie mamy szukany fakt, ze S™/S* ~ S v SF+1

2.4 Zad.4

Nie. Mozemy wzia¢ X =z 1Y = {1 x[0,1]|k € N}U{0} x [0, 1]U[0, 1] x {0}
bedzie znanym nam grzebieniem. Jest to przestrzen Sciagalna, ale nie jest
Sciggalna do punktu (0, 1) relatywnie do tego punktu. Wobec tego, mozemy
wziaé¢ funkcjie f przeprowadzajaca jedyny punkt X na ten wladnie punkt.
Teraz, (0,1) = yo € Y nie moze by¢ para Borsuka, poniewaz jezeli byloby, to
1o bytoby silnym homotopijnym retraktem Y, poniewaz jest homotopijnie
rownowazne z Y.

2.5 Zad.5

Wezmy X C C zdefiniowane jako X = {e?™|q € Q}. Dla dowolnego punktu
xg = e*™0 rozpatrzmy wlozenie X C X, gdzie Xy, = X U {tzo|t € [1,2]}.
Wtedy homotopia H(zo,s) = (1 + s)zo nie bedzie sie przediuzaé¢ do homo-
topii catego X.

3 Seria 3- rozwigzania Macieja Markiewicza

3.1 Zad.1

Rozpatrzmy najpierw przestrzen X U My, to jest X U A x [0,1] U B gdzie
punkt (a,1) jest zidentyfikowany z f(a) i punkt (a,0) jest utozsamiony z
punktem a € A C X. Teraz, ta przestrzen jest z jednej strony homotopijnie
réwnowazna z X Uy B poniewaz mozemy Sciaggna¢ A x I do A poprzez
homotopi¢. Teraz wezmy g : B — A bedace homotopijna odwrotnoscia
f iniech H bedzie homotopia taczaca identycznoéé na A na dole i go f na
gorze. Mozemy teraz wzig¢ funkcje r : X UMy — X UA x [0, 1] zdefiniowana
przez:

« 7(b) = (9(b),1)
e r(a,t) = H(a,t)

o 7(z,0)=x



Jest to retrakcja ktora zachowuje ponadto punkty nalezace do X. Poniewaz
g jest homotopijna réwnowaznoscia, to r tez nia bedzie, pozostaje tylko
zdeformowaé X U A x [0, 1] i robimy to $ciagajac odcinki do punkéw na dole i
zachowujac punkty w X . Ostatecznie pokazaliSmy wiec istnienie przestrzeni,
ktorej zaréwno X jak i X Uy B sg silnymi retraktami deformacyjnymi -
ale na mocy wniosku 0.21 z Hatchera oznacza to Ze sa one homotopijnie
rownowazne.

3.2 Zad. 2

Niech «(t) bedzie zadana droga. Wtedy zadana homotopie mozemy zapisaé
poprzez funkcje H(t,s) = (1 — s)y(t) + s%.

3.3 Zad.3

Korzystamy z tego, ze dla drogi w istnieje droga w™'(t) = w(l — t) ktéra
stanowi jej odwrotno$¢ z doktadnoscia do homotopii. Wobec tego:

1 = 2: Domnazamy obydwie strony z lewej strony przez w™' i wykorzy-
stujemy fakt, ze wlw ~ wy,.

2 = 1: Domnazamy obydwie strony przez w z lewej strony i wykorzystu-
jemy fakt, ze yw,, ~ 7 dla dowolnego . Réwnowaznos¢ 1 i 3 dowodzimy w
analogiczny sposéb, domnazajac tylko homotopijne réwnowaznosci z prawej
strony.

3.4 Zad.4

Nazwijmy to przyporzadkowanie ®. Musimy pokazaé, ze ®([a * awl, [51 *
Ba]) = [a1 x Bi] * [az x B2]. Sprawdzimy ta réwnosé na reprezentantach klas

homotopii, gdzie ® jest przeksztalceniem zdefiniowanych na petlach:

e Jedlit S %, to Ci)(al x 042,51 * ﬁg)(t) = ((a1 x 042) X (61 x 52))(t) =
(ar # ) (t) x (B B2)(t) = an(2t) x 1 (2t)

o Jeslit > %, to é(al x g, B1 % B2)(t) = ((a1 % ) X (B1 % B2))(t) =
(o1 * ag)(t) X (B B2)(t) = az(2t — 1) x B2(2t — 1)

Skiladajac wiec te dwie réwnosci dostajemy wiec <i>(oz1 * g, 01 % B2) = (g X
B1) * (cg X B2). Ale to oznacza, ze taka sama réwnosé zachodzi dla klas ho-
motopii petli, czyli ® jest homomorfizmem.

Phi bedzie izomorfizmem, poniewaz istnieje przeksztalcenie odwrotne zde-
finiowane przez (t) = vx(t) x vy (t) — (vx,7y) indukowane przez rzuto-
wania na wspolrzedne.



3.5 Zad.5

Jezeli ta rownosé zachodzi dla dowolnych 7,7 i dla dowolnych x,y, to mo-
zemy wzia¢ © = y 1 7 = wy. Wtedy otrzymujemy hp) i = A, jw,] dla
dowolnego 7. Ale hy,,] (., jest idenycznoscia, bo w; jest elementem neu-
tralnym. Tak wigc przeksztalcenie [¢] — [n][€][n]~! jest identycznoscia, a
to oznacza dokladnie ze [n] jest przemienne ze wszystkimi elementami. Ale
poniewaz 1 jest dowolnie wybranym elementem, to cata ta grupa jest prze-
mienna.

W druga strone - majac elementy 7,7 mozemy napisa¢ dla dowolnego [¢],
dopisujac w srodku element neutralny:

Ale teraz zaréwno [n][€][7] 7! jak i [7][n] ™! sa klasami homotopii petli zaczy-
najacych sie w x, sg wiec z naszego zalozenia przemienne. Dostajemy wiec
rownosc:

Ale to po skréceniu [n]7![n] = w, daje nam dokladnie szukana réwnosé
KORGRRUGRGE

4 seria

4.1. Poda¢ przyklad lokalnego homeomorfizmu, ktory nie jest nakryciem.
Odpowiedz: Niech X = R x {0} U (—1,1) x {1}i niech p : X — R bedzie
obcieciem projekcji R? — R na pierwsza wspélrzedng. Wtedy p jest lokal-
nym homeomorfizmem, ale nie jest nakryciem, bowiem przeksztatcenie p ma
niehomeomorficzne widkna, a przestrzen R jest spéjna.(Karol Janowicz)

4.2. Pokazac, ze jezeli nakrycie jest homotopijna réwnowaznoscia, to jest
homeomorfizmem.

Odpowiedz: Niech p : E — X bedzie nakryciem bedacym homotopijna
réwnowaznoscia. Przypuéémy, ze p skleja pewne punkty, to znaczy p(z) =
p(y) dla z,y € E. Wtedy sp(z) = sp(y), gdzie s : X — F jest homotopijna
odwrotnoscia przeksztalcenia p. Wynika stad, ze x, y mozna polaczy¢ droga
w FE (przez homotopie miedzy sp a idg ). Niech to bedzie droga v. Wéwczas
pi(7) jest petla w przestrzeni X, ktérej podniesieniem zaczepionym w x € E
jest oczywiscie droga <. Z jednoznacznosci podniesienia i z faktu, ze (py :
m(E,z) — m(X,p(z)) jest izomorfizmem grup podstawowych (bo p jest
homotopijna réwnowaznoscia) wynika, ze v jest petla, a wiec = y. Skoro
p jest réznowartosciowe, to to przeksztalcenie jest bijekcja; odwzorowanie
odwrotne jest ciagle z lokalnej trywialnosci.(Karol Janowicz)

Odpowiedz: Zauwazmy, ze nakrycie p : E — X jest lokalnym homeomor-
fizmem, wiec wystarczy pokazaé ze to bijekcja, a wlasciwie przeksztalcenie



roznowartosciowe, bo wiemy ze to surjekcja. Ustalmy f : X — E homotopj-
na odwrotnosé p. Z zalozen istnieje H : X x I — X taka ze H(,0) = pf oraz
H(,1) = idx. W ten sposéb dostajemy przemienny kwadrat. Z wlasnosci
podnoszenia homotopii istnieje G : X x I — FE, zachowujace przemiennosé
diagramu. W zwiazku z tym p(G(,1)) = idx wiec G(,1) jest przekrojem.
Jesliby ktéres widkno mialo wiecej niz jeden element, to wszystkie elementy
tego wldkna mozna by polaczy¢ drogami (istnieje homotopia miedzy iden-
tycznosciag a G(,1)p ) , ale obraz G(, 1) jest otwarto , wiec wlékna sa mak-
symalnie jednopunktowe. (Piotr Oszer)

4.3. Pokazaé, ze p: ST x St — St x S! dane wzorem p(z1,22) = (23, 23)
jest nakryciem. Znalez¢é jego krotnosé.
Odpowiedz: Odwzorowanie p jest nakryciem jako produkt dwu nakryc¢.
Jest ono krotnosci 6, bowiem wlékno nad kazdym punktem (w1, ws) € St x
5? jest produktem wiékien mocy odpowiednio 3 i 2.

4.4. Niech p1, p2 beda dwoma przeksztatceniami dla ktorych zdefiniowane
jest ztozenie ps = piops. Czy jesli p1 1 p2 sa nakryciami, to p3 jest nakryciem?
Odpowiedz: Niech p; bedzie produktowym nakryciem okreslonym na
St x N — Sl Okreslmy py : St x N — S! x N, po(z,n) = (2™, n), jest
to oczywiscie nakrycie. Wybierajac teraz punkt na okregu i jego otoczenie,
otoczenie to zawiera pewien tuk od dlugosci wigkszej niz % dla pewnego n
naturalnego, w zwiazku z tym w przeciwobrazie znajdzie si¢ caly okrag (na
poziomie n), co przeczy lokalnej trywialnosci. (Piotr Oszer)

4.5. Niech p1, p2 beda dwoma przeksztatceniami dla ktorych zdefiniowane
jest ztozenie ps = piops. Czy jesli pa 1 p3 sa nakryciami, to p; jest nakryciem?
Odpowiedz: Nakrycie jest pojeciem lokalnym, wiec mozemy bez straty
ogblnodci zalozyé, ze ps jest nakryciem produktowym X x F — X. Zeby
moglo istnie¢ p1, po : X X ' — E moze sklejaé jedynie punkty w ramach
wlékien. W zwiazku z tym (pamietajac, ze pa jest nakryciem) E jest suma
rozlaczng produktowych przestrzeni nakrywajacych dla tukowych spdjnych
sktadowych X i p; ktore jest wyznaczone jednoznacznie to rzutowanie na
spéjne sktadowe, jest to oczywiscie nakrycie. (Piotr Oszer)

4.6. Czy nakrycia p : C — C\ {0}, p(z) = € oraz ¢ : R? — S! x R,
q(z,y) = (e*™*,y) sa izomorficzne?
Odpowiedz: Tak, wezmy f(a + bi) = (L, exp(a)), f(z)=(z/|z],|2]). Sa
to oczywiscie homeomorfizmy oraz q o f = f o p, wiec zadaja izomorfizm
nakry¢. (Tomasz Kanas)
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