Spis tresci

1 Teoria homotopii
1.1 Homotopia przeksztatcen i homotopijna rownowaznosé przestrzeni . . . . . . . .
1.1.1 Homotopia relatywna . . . . . . . ... L oo
1.2 Pary Borsuka . . . . . . ...
1.3  Zadania: . . . . . ... e e e e e e

2 Algebra drég w przestrzeni topologicznej
2.1 Grupoid podstawowy . . . . . . ...
2.2 Grupa podstawowa . . . . . ... oL e e
2.2.1  Petle jako odwzorowania zdefiniowane na okregu . . . . . . . .. ... ..
2.2.2  Grupoid podstawowy w jezyku teorii kategorii . . . . . .. ... ...
2.3 Appendix - elementy teorii kategorii . . . . .. ... Lo
2.4 Zadania . ... ..o oL

3 Przeksztalcenia nakrywajace
3.1 Definicja i podstawowe wlasnosci . . . . . . .. .. Lo oo
3.2 Morfizmy nakry¢ . . ... Lo
3.3 Nakrycia pochodzace od dziatat grup . . . .. .. .. ... oL
3.4 Konstrukcje nakry¢ . . . . . . L.
3.5 Produkt wldknisty i przeciaganie nakryé. . . . . . .. ...
3.6 Zadania . . . . ... e

4 Nakrycia a algebra drég
4.1 Podnoszenie przeksztalcen i wlasno$é¢ podnoszenia homotopii . . . . . . ... ..
4.1.1 Twierdzenie o podnoszeniu homotopii . . . . . .. ... ... ... ....
4.2 Nakrycia i grupoid podstawowy . . . . . . . ... Lo o
4.3 Algebraiczne kryterium istnienia podniesienia . . . . . . ... ...
4.4 Zadania . . .. .. L e e e e e e e e e

5 Klasyfikacja nakry¢ nad ustalong przestrzenia
5.1 Widkno jako m (X, xg)-zbibr. . . . . . ..o
5.2 Nakrycie uniwersalne . . . . . . . .. L Lo
5.3 7Skrecony” produkt G-przestrzeni . . . . . .. ...
5.4 Twierdzenie o klasyfikacji nakry¢ . . . . .. . ..o oo
5.5  Konstrukcja nakrycia uniwersalnego . . . . . . . ... o Lo
5.6 Zadania . . . ... oL oL

6 G — nakrycia
6.1 G — nakrycia nad ustalong przestrzenia . . . . . . ... ... L oL
6.2 G — nakrycia a grupa podstawowa . . . . . .. Lo oo
6.3 Zadania . . . . ..o Lo

11
11
13
16
16
17
20

23
23
24
25
26
26
28

31
31
32
34
35
36

39
39
42
43
44
44
45



7 Twierdzenie Seiferta van Kampena

7.1
7.2
7.3

7.4

Grupy wolne . . . . . . L e e e
Sumy wolne z amalgamacja . . . . . . . . ... Lo
Dowod twierdzenie Seiferta-van Kampena . . . . . . . .. ... 0oL
7.3.1 Dowdd "klasyczny” . . . . ... L e e e
7.3.2 Dowdd Alexandre Grothendiecka . . . . . . . .. ... ... ... .. ...
Zadania . . . . .. L e e e e e e e e e

8 Rozcinanie plaszczyzny - twierdzenie Jordana

9 Teoria homologii

9.1
9.2

9.3

9.4
9.5
9.6

Kompleksy symplicjalne, homologie symplicjalne . . . . ... ... ... .....
Aksjomaty Eilenberga Steenroda . . . . . . .. .. Lo oL
9.2.1 Ciag Mayera - Vietorisa . . . . . . . . . . ...
9.2.2 Przyktady obliczenn . . . . . . . ...
Kompleksy tancuchowe i ich homologie . . . . . . . . ... ... .. ... .....
9.3.1 Homotopia tancuchowa . . . . . ... ... o oo
9.3.2 Lemat o WeZu . . . . . . . .. e e e e
Homologie singularne - definicja i sprawdzenie aksjomatow Eilenberga Steenroda
Transfer dla nakryé . . . .. . oL oL o
Twierdzenie Hurewicza . . . . . . . . . . .. . L o

53
53
95
57
o7
58
60

63



Rozdziatl 1

Teoria homotopii

1.1 Homotopia przeksztalcen i homotopijna ré6wnowaznos¢ prze-
strzeni

Zakladamy, ze rozpatrywane przeksztalcenie przestrzeni topologicznych sg ciggle. Dla uprosz-
czenia rozwazan, bedziemy réwniez zakltadaé, ze rozwazane przestrzenie spetniaja warunek Haus-
dorffa.

Rozwazania poprzedniego rozdziatu zakonczyliSmy obserwacja, ze homeomorfizm przestrze-
ni indukuje izomorfizm ich grup podstawowych. Mozna podaé¢, znacznie stabszy niz istnienie
homeomorfizmu, warunek wystarczajacy na to, by dwie przestrzenie mialy izomorficzne gru-
py podstawowe. Warunek ten uéciéli geometryczng intuicje, ze przez ”zgniatanie i rozcigganie”
mozna zdeformowaé jedng przestrzen do drugiej. Zacznijmy od przyktadu:

Definicja. Przeksztalcenia f, g: X — Y nazywajg sie homotopijne wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje przeksztalcenie H : X x I — 'Y, zwane homotopiqg miedzy f a g takie, Ze dla kaZdego
x e X, H(z,0)= f(z) oraz H(x,1) = g(x).

Bedziemy pisaé¢ f ~ g wtedy i tylko wtedy gdy istnieje homotopia od przeksztalcenia f do
przeksztatcenia g. Relacja ~ w zbiorze przeksztalcen z przestrzeni X w przestrzen Y jest re-
symbolem [X,Y]. Klase réwnowaznosci przeksztalcenia f bedziemy nazywaé jej klasa homo-
topii i oznaczaé symbolem [f]. Geometryczna intuicja pojecia homotopii jest taka, ze jest ona
deformacja w czasie t od przeksztatcenia f w momencie t = 0 do przeksztalcenia ¢ w momencie
t = 1. Nastepujace tatwe stwierdzenie pokazuje, ze klasy homotopii mozna skladac.

Stwierdzenie 1. Jezeli f,g : X — Y oraz h,k : Y — Z sq takie, Ze f ~ g i h ~ k, to
hof~kog.

W tym Swiecie, w ktérym przeksztalcenia zastepujemy ich klasami homotopii, izomorfizm
bedzie sie nazywal homotopijna réwnowaznoscia i jest on zdefiniowany nastepujaco:

Definicja. Przeksztaicenie f : X — Y nazywa sie homotopijng rownowaznosciq, jezeli
istnieje przeksztalcenie g :' Y — X, nazywane homotopijng odwrotno$ciq, takie ze go f ~ idx 1
go f~idy.

Definicja. Przestrzenie X © Y s¢ homotopijnie rownowazne, co zapisujemy X = Y,
jezeli istnieje przeksztatcenie f : X — Y, ktore jest homotopijng rownowaznoscig. Przestrzen
homotopijnie rownowazing z przestrzeniq jednopunktowq nazywamy przestrzeniq Sciagalng.

Przyktad 1. Kazdy gwiazdzisty podzbior X C R"™ jest Sciggalny.
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Relacja homotopijnej réwnowaznosci w klasie przestrzeni topologicznych jest relacja rowno-
waznoéci i jej klasy abstrakcji nazywamy typami homotopijnymi. Jezeli méwimy, ze prze-
strzein X ma typ homotopijny okregu S!, to oznacza to po prostu, ze przestrzen X jest homoto-
pijnie rownowazna okregowi. Kazdy homeomorfizm jest homotopijna réwnowaznoscia, ale dwie
przestrzenie homotopijnie rownowazne nie muszg by¢ bynajmniej homeomorficzne.

Przyklad 2. Pokazemy, ze wlozenie i : S' < C* jest homotopijna réwnowaznoscig. Prze-
ksztalcenie r : C* — S! zadane wzorem r(z) = ﬁ jest homotopijnag odwrotnoscig. Oczywiscie
roi =idg, zas§ H : C* x I — C* zadane wzorem H(z,s) = (1 — s)z + s polegajace na

|z]
"zgniataniu” plaszczyzny bez punktu do okregu jest homotopig ¢ o r ~ ido=.

Zbadamy jakie operacje na przestrzeni topologicznej zachowuja jej typ homotopii. Zauwazmy
nastepujace oczywiste wlasnosci homotopijnych réwnowaznosci:

Stwierdzenie 2. Jesli przeksztalcenia f; : X; — Y;, i = 1,2 sqg homotopijnymi réwnowaznos-
ciami, to ich suma prosta fi [[ fo : X1 ][] Xo — Y1 [[ Y2 oraz produkt kartezjariski fi x fo : X1 X X9 = Y7 X Y
sq takze homotopijnymi rownowainosciams.

7 powyzszego stwierdzenia wynika natychmiast, ze produkt dowolnej liczby przestrzeni $cia-
galnych jest przestrzenia $ciagalna, a suma roztaczna przestrzeni $ciagalnych jest homotopijnie
réwnowazna z przestrzenia dyskretna. Zauwazmy tez, ze jeSli Xy jest przestrzenia Sciggalna, to
rzutowanie px, : X; x Xo — X jest homotopijna réwnowaznoscia.

1.1.1 Homotopia relatywna

Definicja. Niech A C X i niech f,g: X — Y bedq takimi przeksztalceniami, zZe Vqea f(a) =
g(a). Przeksztalcenia f i g nazywajq sie homotopijnymi wzgledem A jesli istnieje homotopia
H:XxI-=Y, H|XX{O} =7, H\XX“} =g i taka, Ze Voeca ter H(a,t) = f(a) = g(a).

Jezeli przeksztalcenia f i g sg homotopijne wzgledem A, to oznaczamy to symbolem f ~ grel A.
W zbiorze tych przeksztalcenn z X w Y, ktére pokrywaja sie na zbiorze A, relacja homotopii
wzgledem A jest relacja rownowaznosci.

1.2 Pary Borsuka

Wykazanie, ze dwie przestrzenie X i Y sa homotopijnie rownowazne jest na ogdt zadaniem
nietatwym i czesto odbywa sie etapami, to znaczy polega na skonstruowaniu ciagu przestrzeni
i odwzorowan

X-Z=2s7,<E 7,257, LY

o ktérych tatwo pokazaé, ze sa homotopijnymi rownowaznosciami. Oczywistymi kandydatami
na takie homotopijne rownowaznosci sa przeksztalcenia polegajace na zgnieceniu do punktu
pewnego $ciagalnego podzbioru lub wklejeniu Sciggalnego podzbioru. Rozwazania tego rozdzia-
hu pozwola miedzy innymi na sformutowanie warunkéw wystarczajacych na to, by zgniecenie
$ciagalnego podzbioru lub wklejenie Sciaggalnego podzbioru nie zmieniato typu homotopii. Za-
czniemy od przypomnienia pojecia retrakcji.

Definicja. Niech A C X i niech is : A — X bedzie wloZeniem.
a) Przeksztalcenie r: X — A nazywa sie retrakcja, jezeli roig =idy.

b) Retrakcja v : X — A nazywa sie retrakcja deformacyjna, jezeli zlozenie iy o r jest
homotopijne z idx. Podzbior A C X nazywa sie retraktem deformacyjnym jesli istnieje
retrakcja deformacyjna r: X — A.



¢) Retrakcja v : X — A nazywa sie silng retrakcja deformacyjna, jezeli zloZenie i o
r jest homotopijne z idx wzgledem A. Podzbior A C X nazywa sie silnym retraktem
deformacyjnym jesli istnieje silna retrakcja deformacyjna r: X — A.

Stwierdzenie 3. Jezeli A C X jest retraktem deformacyjnym, to wiloZenie iy : A — X jest
homotopijng rownowaznosciq.

Przyktad 3. Podzbiér i : St < C*\ {0} jest silnym retraktem deformacyjnym.

Stwierdzenie 4. Jesli A C X jest silnym retraktem deformacyjnym, to dla dowolnego prze-
ksztatcenia f: A =Y wloZenie Y C X Uy Y tez jest silnym retraktem deformacyjnym.

Dowdd. Niech r : X — A bedzie retrakcja, za§ H : X x I — X bedzie homotopia, o ktérej
mowa w definicji silnego retraktu deformacyjnego. Niech 7 : X Uy Y — Y bedzie zdefiniowane
wzorem 7([z]) = [r(z)] dla z € X i 7([y]) = [y] dla y € Y. Zdefiniujemy nowa homotopie
H:(XUpY)xI— XUpY wzorem : H(z,t) = H(z,t) dlaxz € X i H(y,t) = y dla punktéw
y € Y i dowolnego t € I. Latwo sprawdzi¢, ze 7 jest dobrze zdefiniowang retrakcja zaé H
dobrze zdefiniowang homotopia, ktéra ma wilasnoéci wymienione w definicji silnego retraktu

deformacyjnego. O

Przejdziemy teraz do badania typu homotopii waznej konstrukeji tworzenia nowych przestrzeni,
jaka jest przyklejanie przestrzeni wzdluz podprzestrzeni . Nasuwa sie pytanie czy typ homotopii
przestrzeni X Uy Y, gdzie f : A — Y, A C X zalezy od klasy homotopii przeksztalcenia
f. Zauwazmy, ze rozwazania te jako szczegdlny przypadek dotycza pytania, kiedy zgniecenie
podprzestrzeni do punktu lub wklejenie podzbioru nie zmienia typu homotopii.

Definicja. Wiozenie A C X nazywa sie parag Borsuka [ub korozwldéknieniem jezeli ma
nastepujgcg wlasnosé przedtuZania homotopii: dla dowolnej przestrzeni Y, dla dowolnego prze-
ksztalcenia f : X — 'Y ¢ dowolnej homotopii H : A x I =Y, dla ktorej H|AX{O} = f|, istnieje

taka homotopiaI:I X xI—=Y, ze I:I|XX{O} =f z’[:I|AX1 =H.

A

Innymi stowy istnieje przeksztalcenie H, dla ktorego ponizszy diagram jest przemienny.

Ax]T

X x {0}

Oczywiscie jezeli f : X — Y jest homeomorfizmem i f(A) = B, to jesli A C X jest para
Borsuka, to takze B C Y jest para Borsuka.

Stwierdzenie 5. Jeieli para A C X jest parqg Borsuka, to podprzestrzen
AxTUX x{0} jest retraktem X x I.

Dowdd jest oczywisty - wystarczy wzia¢ Y = A x I U X x {0}.

Whiosek 1. Jezeli X jest przestrzeniq Hausdorffa i A C X jest parg Borsuka to A C X jest
podzbiorem domknietym.

Dowdd. Jezeli X jest przestrzenia Hausdorffa, to X x I tez wiec podzbior Ax ITUX x{0} C X x I
jako retrakt jest domkniety. Zatem A x {1} = Ax TUX x {0} N X x {1} jest domkniety. [



Ten wniosek jest jedna z przyczyn, dla ktorej we wstepie zalozyliSmy, ze rozpatrywane
przestrzenie spelniajg warunek Hausdorffa.

Stwierdzenie 6. Jezeli A C X jest podzbiorem domknietym i A x I U X x {0} jest retraktem
X x 1, to AC X jest parg Borsuka.

Dowdd. Jezeli A x I'UX x {0} jest retraktem X x I, to kazde przeksztalcenie ciagle okreslone
na A x I UX x {0} przedluza sie do przeksztalcenia ciaglego okreslonego na X x I. Jezeli A
jest domkniety, to przeksztalcenie przestrzeni A x I U X x {0} zdefiniowane na A x I przez
homotopie oraz przeksztalcenie okreslone na X (jak w definicji pary Borsuka), jest ciaglte. [

Przyklad 4. Niech 0I™ oznacza brzeg kostki I™ C R"™. Wlozenie 01" C I™ jest para Borsuka.
Podobnie jedli zamiast calego brzegu rozpatrzymy sume tylko niektérych jego Scian. Ogolniej,
wlozenie podwieloscianu w wieloScian jest para Borsuka.

Stwierdzenie 7. Jezeli A C X jest parg Borsuka i wloZenie iq : A — X jest homotopijng
réwnowaznodcig, to podprzestrzen A jest retraktem deformacyjnym przestrzeni X.

Dowdd. Niech g : X — A bedzie homotopijng odwrotnoscia i niech H : A x I — A, bedzie ho-
motopia dla ktérej H‘XX{O} = goigi H|XX{1} =1ida. Niech H : X x I — A bedzie przedluzeniem.
Woéwezas r = H xxy T jest szukana retrakcja deformacyjna.

W istocie mozna udowodni¢, ze A jest silnym retraktem deformacyjnym, ale ten dow6d pomi-
niemy. O

Przystapimy do udowodnienia, ze przy pewnych zalozeniach typ homotopijny przestrzeni
powstajacej przez przyklejenie zalezy tylko od klasy homotopii przeksztalcenia doklejajacego.
Zaczniemy od przypadku zgniatania podzbioru do punktu. Wynika on wprawdzie z przypadku
ogoblnego, ale zamieszczamy jego dowdd, gdyz jest prostszy i stanowi dobre wprowadzenie do
dowodu nastepnego twierdzenia.

Stwierdzenie 8. Jesli A C X jest parg Borsuka oraz przestrzen A jest Sciggalna, to projekcja
qga : X — X /A jest homotopijng réwnowaznosciq.

Dowdd. Trzeba skonstruowaé¢ odwzorowanie homotopijnie odwrotne do g4. Niech H : AxI — A
bedzie homotopia miedzy identycznoscia a odwzorowaniem stalym w ag € A. Poniewaz A C X
jest parg Borsuka, to istnieje rozszerzenie H : X xI — X, takie ze H(z,0) =z, Vaea H(a,1) =

a0, VacaVier H(a,t) € A. Przeksztalcenie H(—, ) : X — X definiuje homotopijna odwrotnosé
f: X/A — X zadana wzorem f([z]) := H(a:, 1). Z definicji H jest homotopig miedzy idx a
zlozeniem foqu. Zauwazmy, ze przeksztalcenie H : X x I — X wyznacza przeksztalcenie ciagle
H:X/AxI— X/A dane wzorem H([z],t) = H(x,t), ktére jest homotopia miedzy idx/a a
ztozeniem g4 o f. 0

Stwierdzenie 9. Jezeli A C X jest parg Borsuka, zas f : A =Y jest dowolnym przeksztalce-
niem, to Y C X Uy Y jest parqg Borsuka.

Dowdd. Niech r = (ri1,7m2) : X x I — A x I UX x {0} bedzie retrakcja. Z zalozenia o dom-
knigtosci A wynika, ze Y jest domknigtym podzbiorem Y C X Uy Y, wiec przeksztalcenie
(X UpY)yx I — (Y x I)U(X Uy Y) x {0} zadane wzorem:

r'([z],t) = {([rl(w)]ﬂ?(x)) dla z € X

(ly], 1) dlayeY

jest ciagte i jest retrakcja. O



Definicja. Stozkiem nad przestrzeniq A nazywamy  przestrzenn  ilorazowq
AxI/Ax {1}. Niechi: A — CA bedzie wlozeniem zadanym wzorem i(a) = [(a,0)].

Przyktad 5. Stozek nad sferg S™ jest homeomorficzny z dyskiem (kula) D"+,
Stwierdzenie 10. Stozek nad dowolng przestrzenig A jest $ciggalny.

Dowdd. Homotopia H : CAx I — C A miedzy idc 4 a odwzorowaniem stalym jest dana wzorem
H([a,s],t) :==[a, (1 —t)s + 1. O

Ze stwierdzenia 9 wynika, ze jezeli A C X jest para Borsuka, to wlozenie CA C X U; CA
jest takze para Borsuka. Ponizszy wniosek pokazuje, ze (przy pewnych zalozeniach) zgniecenie
podprzestrzeni do punktu mozna nie zmieniajac typu homotopii zastapi¢ doklejeniem nad ta
podprzestrzenia stozka.

Stwierdzenie 11. Jesli A C X jest parg Borsuka, to istnieje homotopijna réwnowainosé

XUCA— X/A.

Dowdd. Skoro A C X jest para Borsuka, to takze CA C X U CA jest parg Borsuka, a zatem
rzutowanie X UCA — X UCA/CA jest homotopijna réwnowaznoscia. Wlozenie X ¢ X UCA
definiuje homeomorfizm X /A = X UCA/CA. O

Dowodzenie zaleznosci typu homotopijnego przyklejenia jedynie od klasy homotopii odwzo-
rowania przyklejajacego rozpoczynamy od nastepujacego lematu.

Lemat 1. Jezeli A C X jest parg Borsuka, to X x {0} UA x I C X x I jest silnym retraktem
deformacyjnym.

Dowdd. Niech r : X x I — X x {0} UA x I, r(z,t) = (ri(z,t),ra(z,t)) bedzie retrakcja.
Zdefiniujmy G : X x I x I — X x I wzorem:

G((z,t),8) = (r1(z, (1 — 8)t), (1 — s)ra(x,t) + ts).

Latwo wida¢, ze G jest homotopia pomiedzy id a retrakcja r i ponadto dla x € A i dowolnego
sel, G((x,t),s) = (z,(1 — s)t +ts) = (x,1). O

Méwimy, ze A C X jest zamknieta para Borsuka, jezeli A C X jest domkniety.

Twierdzenie 1. JeZeli A C X jest zamknietq parg Borsuka oraz przeksztatcenia fo, f1: A =Y
sq homotopijne, to przestrzenie X Uys, Y oraz X Uy, Y, sq homotopijnie réwnowazine wzgledem
przestrzeni Y .

Dowdd. Niech F: A x I — Y bedzie homotopia miedzy fy i fi. Wykazemy, ze oba wlozenia
XUp Y C (X xI)UpY dla k =0,1 s retraktami deformacyjnymi. Ze wzgledu na symetrie
wystarczy ograniczy¢ sie do k = 0. Zauwazmy oczywisty homeomorfizm, wynikajacy z definicji
doklejanias:

XUp YV =(Xx{0}UAXI)UpY C (X xI)UpY.

Niech r : X x I — X x {0} U A x I bedzie silng retrakcja deformacyjna zas G homotopia
definiujaca silng deformacje. Retrakcje r rozszerzamy do retrakcji ro : (X x I)UpY — X Uy Y
kladac identyczno$é na przestrzeni Y. Poniewaz homotopia G jest stala na X x {0} U A x I, to
rozszerza si¢ w oczywisty sposéb do homotopii G ktadac identycznoéé na przestrzeni Y. O

Whiosek 2. Jesli A C X jest zamknietq parg Borsuka, a odwzorowanie
f A=Y jest homotopijne ze statym w punkt yo, to przestrzen X Uy Y jest homotopijnie
rownowazna bukietowi (X /A) VY.



1.3 Zadania:

1.3.1. Niech A C X bedzie podzbiorem $ciagalnym, oraz ag € A. Czy wlozenie X \ A —
X \ {ap} jest homotopijna réwnowaznoscia?

1.3.2. Wykazaé, ze przestrzenie otrzymane ze sfery S2, torusa plaszczyzny rzutowej, butelki
Kleina przez usuniecie n > 0 punktéw sa homotopijnie réwnowazne z bukietami okregéw (ilu?)

1.3.3. Udowodnié, ze przestrzen X := R3\ {L; U---U L, }, gdzie L; sa prostymi parami
nie przecinajacymi sie, jest homotopijnie réwnowazna z bukietem okregéw (ilu?). Uogdlnié to
zadanie na przestrzenie powstate z przestrzeni kartezjanskich przez wyjecie nie przecinajacych
sie podprzestrzeni liniowych.

1.3.4. Udowodnié, ze dowolne dwa odwzorowanie f,g : X — U C R" o wartosciach w
otwartym podzbiorze R", ktére sa dostatecznie bliskie sa homotopijne. Zauwazyé¢, ze otwarty
podzbidér mozna zastapié przez sfere lub ogdlniej dowolny podzbiér A C R"™, ktéry jest retraktem
pewnego swojego otoczenia.

1.3.5. Odwzorowanie f : (S1,1) — (X, x0) jest homotopijne z przeksztalceniem stalym wtedy
i tylko wtedy gdy rozszerza sie na dysk D? := {z € C: |z| < 1} tzn. istnieje f : D? — X takie,
ze f|ST = f.

1.3.6. Niech f : X — S™ beda dowolnymi odwzorowaniami takimi, ze dla kazdego x € X
zachodzi f(z) # —g(z). Wykazaé, ze f i g sa homotopijne. Wywnioskowaé, ze kazde przeksztal-
cenie f: X — 5™, ktére nie jest "na” jest homotopijne z przeksztalceniem statym.

1.3.7. Poda¢ przyklad wlozenia A — X, ktére jest homotopijna réwnowaznosciag i takiego,
ze A nie jest retraktem deformacyjnym X.

1.3.8. Poda¢ przyktad retraktu, ktory nie jest retraktem deformacyjnym. Podaé przyktad
retraktu deformacyjnego, ktéry nie jest silnym retraktem deformacyjnym.

1.3.9. Udowodnié, ze jezeli A C X jest parg Borsuka i wlozenie i : A — X jest homotopijna
rownowaznoscia, to A jest retraktem deformacyjnym X.

Definicja. Niech f : X — Y. Cylindrem przeksztalcenia f nazywamy przestrzen Cyl(f) =
(X xI)UyY, gdzie X x I D X x {0} =Y.

1.3.10. Pokazaé, ze f : X — Y jest homotopijna réwnowaznoscia wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieja h,g : Y — X takie, ze fg ~idy i hf ~ idx.

Dowdéd. Dowodu wymaga tylko implikacja 7<”: Mamy h ~ h(fg) = (hf)g ~ g. Zatem
hf ~gf ~idx, co konczy dowdd. O

1.8.11. Pokazaé, ze dla dowolnego przeksztalcenia f : X — Y, wlozenie Y — Cyl(f) jest
homotopijng rownowaznoscia.



1.3.12. Pokazaé, ze przeksztalcenie f : X — Y jest homotopijna rownowaznoscia wtedy i
tylko wtedy, gdy X = X x {1} C Cyl(f) jest retraktem deformacyjnym.

1.8.13. Niech X i Y beda przestrzeniami tukowo spdjnymi. Niech {zp} € X bedzie punk-
tem wyrdéznionym takim, ze {zp} C X jest para Borsuka. Niech {yp} € Y bedzie punktem
wyréznionym. Pokazaé, ze dla kazdego przeksztalcenia f : X — Y istnieje homotopijne z nim
przeksztalcenie g : X — Y, dla ktérego g(zo) = o.

1.3.14. Pokazaé, ze: ST x St/St x {so} = S? v S! oraz St x D?/St x St =~ §3 v §?

1.3.15. Wykazaé, ze S*/SF ~ S™ v SF+1,






Rozdziat 2

Algebra drég w przestrzeni
topologicznej

2.1 Grupoid podstawowy

Bedziemy bada¢ wlasnosci przestrzeni topologicznej poprzez analize drég w tej przestrzeni.
Poczawszy od tego miejsca jezeli mowimy o przeksztalceniu przestrzeni topologicznych, to za-
ktadamy, ze przeksztalcenie to jest ciagle.

Definicja. Droga w w przestrzeni topologicznej X nazywamy przeksztalcenie w : I — X, gdzie
I := 0, 1] jest odcinkiem jednostkowym. Droga w ma poczgtek o(w) := w(0) i koniec e(w) := w(1).
Dla drogi w definiujemy droge odwrotng w=': w™l(t) := w(l —t). Zauwazmy, ze o(w™!) = e(w),
e(w™) = o(w) oraz (w1)~! = w. Drogq dla ktérej o(w) = e(w) = x nazywa si¢ drogg zamknictq
lub petla zaczepiong w punkcie x. Petlg stalq zaczepiong w punkcie x © oznaczang w, NazZywa
sie odwzorowanie stale wy(t) = x, dla kazdego t € I.

Zbior wszystkich drég w X oznaczaé bedziemy symbolem P(X). Podzbiér drég o poczatku w
punkcie x € X i konicu w punkcie y € X oznaczaé bedziemy symbolem P(X;z,y). Mamy wiec
P(X) = Ugyexxx P(X;2,y). W zbiorze P(X) istnieje naturalne dzialanie - mozna zlozy¢
dwie drogi, z ktérych pierwsza konczy sie w tym samym punkcie, w ktorym zaczyna druga.

Definicja. Sktadaniem drég nazywamy dziatanie:
*: P(X;z,y) x P(X1y,2) = P(X;2,2)
zdefiniowane dla dowolnych punktow z,y,z € X (niekoniecznie réznych)wzorem

(w*n)(t) = {w(Qt) ].ez.elz. 0<t<1/2

n(2t —1) jezeli1/2 <t <1.
Przyporzadkowanie przestrzeni topologicznej X zbioru drég P(X) wraz z dzialaniem sklada-
nia mozna rozszerzyC na przeksztalcenia. Zauwazmy, ze dowolne przeksztatcenie f : X — Y
definiuje odwzorowanie zbioréw fy : P(X) — P(Y) polegajace na "przecigganiu” drég: fy(w) :=
f o w. Przecigganie drég przez przeksztalcenie zachowuje skladanie — fi(w xn) = fi(w) *
fs(n). Ponadto przyporzadkowanie przeksztalceniu przestrzeni topologicznych odwzorowania
odpowiednich zbioréw drég spelnia zaleznosé: (g o f); = gy o fy oraz idy = id.
Dzialanie x na zbiorze P(X), choé jest naturalne, niestety nie ma dobrych wlasnosci alge-
braicznych — nie jest taczne, petle state nie sg elementami neutralnymi a droga odwrotna nie
jest odwrotnoscia. Sytuacja zmienia sie drastycznie jesli podzielimy zbiér P(X) przez relacje
réwnowaznosci zwang homotopia.
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Definicja. Homotopia miedzy drogamiw,n : I — X o tym samym poczatku o(w) = o(n) = xg
i tym samym koricu e(w) = e(n) = x1 nazywamy przeksztalcenie F : I x I — X takie, ze dla
kazdego t,s € I

F(t,0) =w(t), F(0,s) = o,

F(t,1) =n(t), F(l,s) =ux.

Mowimy, ze drogi w © 1 s¢ homotopijne, co oznaczamy w ~ 1, jeieli istnieje miedzy nimi
homotopia.

Definicja. Przestrzen topologiczna nazywa sie jednospdjna jezeli jest tukowo spdjna oraz
dowolne drogi o tym samym poczgtku i tym samym koncu sg homotopijne.

Przyktad 6. a) Dowolne dwie drogi lezace w podzbiorze wypuklym w R™ sa homotopijne, a
wiec taki zbiér jest jednospdjny.

b) Jezeli dwie drogi lezace w podzbiorze otwartym R"™ sa dostatecznie bliskie (w metryce sup),
to sg homotopijne.

¢) Dowolna droga lezaca w podzbiorze otwartym R™ jest homotopijna z lezaca w tym podzbiorze
droga kawalkami liniowa oraz z droga gladka.

Stwierdzenie 12. Homotopia drdg jest relacjg réwnowaznosci w zbiorze P(X).

Dowdéd. Pokazemy dla przykladu, ze relacja homotopii drég jest przechodnia. Jezeli F' jest
homotopia miedzy drogami w i 1, za§ H homotopia miedzy drogami 7 i (. to latwo sprawdzié,
ze przeksztalcenie G : I x I — X zdefiniowane wzorem

Gt 5) F(t,2s), dla s <
,8) =
H(t,2s—1), dlas>

N[ D[

jest homotopig miedzy drogami w i (. ]

Zbiér klas réwnowaznosci tej relacji oznaczamy symbolem II(X), a klase abstrakeji drogi
w symbolem [w]. Zauwazmy, ze dobrze zdefiniowany jest poczatek i koniec klasy homotopii
drog — o([w]) = o(w) i e(jw]) = e(w). Podobnie jak poprzednio zbiér klas homotopii drég o
poczatku w punkcie z € X i koricu w punkcie y € X oznaczamy symbolem 7(X;z,y) i mamy
I(X) = U(:L‘,y)EXXX m(X;x,y). Zauwazmy, ze relacja homotopii zachowuje skladanie drég:

Stwierdzenie 13. Jezeli w, w' € P(X;x,y), n,n € P(X;y,2) oraz w ~ ' in ~ 17, to
wxn~wxn.

Dowdéd. Niech F bedzie homotopia miedzy w a 7, zas H homotopiag miedzy w’ a n'. Wéwczas
szukana homotopia miedzy odpowiednimi zlozeniami jest dana wzorem K(t,s) = (F(-,s) x

H(-,s))(t). O

Mozemy zatem zdefiniowaé skladanie klas homotopii drog, ktére bedziemy oznaczaé tym samym
symbolem * i ma ono nastepujace wlasnosci.

Stwierdzenie 14. W zbiorze 11(X) skladanie klas homotopii drdg

*:m( X5z, y) x n( X5y, 2) = 7( X, 2)
zdefiniowane dla dowolnych punktow x,y,z € X ma nastepujgce wlasnosci:
a) Dla kazdej klasy homotopii drég [w] € 7(X;z,y) zachodzq réwnosci:

wixlwy) = [w] wo] # [w] =[],
[w]* [w™] = [wa] W W] = [wyl.



b) Dla dowolnych [w] € m(X;x,y), [n] € 7(X;y, 2), [(] € 7(X;2,u) zachodzi réwnosé:
([w] % [])  [¢] = [w] = ([n] % [€])-

Dowdéd. a) Udowodnijmy na przyklad, ze [w]x[w™!] = [w,]. Zanim wypiszemy wzér na homotopie
(a takich mozliwych homotopii jest oczywiscie bardzo wiele) wyobrazmy sobie jak ona wyglada.
Dla s = 0 przebiegamy droge w tam i z powrotem, zas dla s = 1 "stoimy w miejscu” - zatem
jezeli dla dowolnego s dojdziemy do punktu w(1 —s) i zawrdcimy, to otrzymamy szukana ciagla
rodzine drég, czyli homotopie. Zapiszemy to wzorem:

i - Je@U—s)t) dat <
(t,s) = w(2(s — 1)t +2(1 —s))dlat> L.

b) Zeby udowodnié¢ tacznosé musimy po prostu zmienié¢ "tempo” przebiegania calej drogi od x
przez y do z. Szukany wzor jest nastepujacy:
w((F)t) dla t < =L
H(t,s) = < (4t — (s + 1)) dla st < ¢ < 542
(At +22) dla 2 <t < 1,
O

Definicja. Zbior 11(X) z dzialaniem x skladania klas homotopii drég nazywamy grupoidem
podstawowym przestrzeni X .

Z poprzedniego stwierdzenia wynika, ze dla kazdego punktu x € X, zbiér 7(X; x, z) z dzialaniem
x jest grupa — jej elementem neutralnym jest [w,], za$ elementem [w]~! odwrotnym do elementu
[w] jest element [w™!].

2.2 Grupa podstawowa

Definicja. Grupa podstawowsg przestrzeni X z wyrdoznionym punktem x € X nazywamy
zbior w(X;xz,x) klas homotopii petli zaczepionych w punkcie x € X z dzialaniem skladania
petli. Grupe te oznacza sie symbolem 71 (X, x) lub krécej (X, x)

Odpowiemy teraz na narzucajace si¢ pytanie o zaleznos¢ grupy podstawowej od wyréznionego
punktu.

Definicja. Niech dane bedg dwie pary punktéow z,y € X oraz u,v € X (niekoniecznie réznych)
i wybierzmy elementy [n] € m(X;u,x) i [(] € 7(X;v,y) reprezentowane przez drogi n i ¢ o
poczgtkach w punktach w i v i konicach w punktach x i y odpowiednio. Elementy te definiujg

przeksztatcenie :
hiie - ™(Xs2,y) = m(X;u,0)

hinic)(€) = ] > [€] % [¢C71].

Wiasnosci przeksztalcen by ) sa podsumowane w nastepnym stwierdzeniu:

Stwierdzenie 15.

1. Dowolne przeksztalcenie hpy ) jest bijekcja.

2. Przeksztalcenia  wyznaczone — przez  drogi  [n], [C], [x], [7], dla  ktérych
e([n]) = o([x]) i e([¢]) = o([T]) spelniajq zaleznosé:

P« [cltr] = i i) © Pl ¢



3. Niech x,y,z € X oraz u,v,w € X bedqg dwiema tréjkami punktow (niekoniecznie réznych) i
niech [n] € m(X;u,x), [(] € 7(X;v,y), [x] € 7(X;w, 2). Nastepujgcy diagram jest przemienny:

m(X;2,y) x 1(X3y,2) —— (X3, 2)
ih[nl,[dx’l[cmxl lhm,m

(X;u,v) x 7(X;v,w) ——=7(X;z,w)

Dowdd. Dowéd wynika bezposrednio z definicji przeksztalcenia hp ). Na przyklad latwo sig
przekonaé, ze przeksztalcenie odwrotne do hy ¢ dane jest wzorem Ay -1y e—1y(w) = 7] % [w] *

(€] O

Niech zyp € X bedzie ustalonym punktem. Z powyzszych rozwazan wynika, ze dla przestrze-
ni tukowo spdjnych grupa podstawowa 71(X,zg) oraz punkty przestrzeni X wyznaczaja juz
grupoid II(X). Mamy takze nastepujacy wniosek:

Whniosek 3. Klasa homotopii dowolnej drogi [n] € m(X;x,y) definiuje izomorfizm grup
hig) = hig ) s m(X,2) —>m(X,y) (W) =[] % [w] % [0 ).
przy czym ztoZeniu drdg odpowiada zloZenie tych izomorfizmow:

hii«c) = Py © hi)-

Przyporzadkowanie przestrzeni grupoidu podstawowego mozemy rozszerzy¢ na przeksztatcenia.
Zauwazmy, ze jezeli f : X — Y jest przeksztalceniem, to przeciagniecie fy : P(X) — P(Y)
zachowuje relacje homotopii, a wiec definiuje przeksztalcenie f; : II(X) — II(Y). Ponadto
przeksztalcenie fy zachowuje dzialania fi([w] * [7]) = fi([w]) * fi([n]) wiec bedziemy moéwic,
ze przeksztalcenie fy @ II(X) — II(Y) jest homomorfizmem grupoidéw podstawowych.
Homomorfizm indukowany przez identyczno$¢ na przestrzeni X jest identycznoscig na grupoidzie
II(X). Dla przeksztalcen f: X =Y ig:Y — Z spelnione sg zaleznosci: (go f); = g4 o fs oraz
idy = id

W szczegdlnosci wynika stad, ze przeksztalcenie f : X — Y indukuje homomorfizm grup
podstawowych fy : m1(X,z) = 71 (Y, f(2)). Homomorfizm indukowany przez identyczno$¢ jest
identycznoscig i dla przeksztalcen f : X — Y oraz g : Y — Z, zachodzi ré6wnosé¢ (g o f)y =

gio fy:m(X,z) = m(Z, 9f(x)).

Wnhiosek 4. Jeieli f : X — Y jest homeomorfizmem, to dla dowolnego punktu v € X, f; :
m (X, z) — (Y, f(x)) jest izomorfizmem grup podstawowych.

Reasumujac, przestrzeni topologicznej i wyréznionemu w niej punktowi przypisaliémy grupe -
grupe podstawowa tej przestrzeni w wybranym punkcie przy czym

e dla przestrzeni tukowo spéjnych klasa izomorfizmu grupy podstawowej nie zalezy od wy-
boru punktu

o przeksztalcenia przestrzeni definiuja homomorfizmy grup podstawowych.

W dalszej czesci wyktadu badaé¢ bedziemy ten algebraiczny niezmiennik przestrzeni topo-
logicznych. ChcielibySmy wiedzieé, jakie topologiczne wlasnosci przestrzeni on wyraza i jak go
obliczy¢ dla konkretnych przestrzeni.



Lemat 2. Jezeli f,g : X — Y i niech H : X x I — Y bedzie homotopig H|XX{O} =fi
Hlqu} = g. Niech x,x' € X bedq dowolnymi punktami i rozpatrzmy drogi n(s) = H(x,1—s) €
©(Y;g(x), f(x)) oraz x(s) = H(z',1 —s) € n(Y;g9(2), f(2')). Wowczas nastepujacy diagram
jest przemienny:

m(X; @, 2')

m(Y; f(z), f(z)) -

gﬁl
hinl, )

m(Y;g(z), g(2"))

Dowdd. Trzeba pokazaé, ze dla dowolnej drogi w € 7(X;x,2") drogi hpypgfi(w) 1 gs(w) sa
homotopijne wzgledem konicéw. Niech dla t € I, n.(s) = H(x,1+ (t — 1)s), xt(s) = H(2',1 +
(1 —1t)s) za$ w(s) = H(w(s),t). Latwo sprawdzié¢, ze G : I x I — Y zadane wzorem G(-,t) =
M * Wi * Xg ! jest szukana homotopia. O

Whniosek 5. Jezeli f,g: X — Y sq przeksztatceniami homotopijnymi, to dla kazdego punktu
x € X i pewnej drogi n (zaleznej od x), nastepujacy diagram jest przemienny:

(X, 2) L n(Y, f(2)) -

9
l Pin) )

(Y, g(x))
Stwierdzenie 16. Jezeli f: X — Y jest homotopijng rownowaznosciq, to
a) dla dowolnych x,y € X, fy: n(X;x,y) = 7(Y; f(x), f(y)) jest bijekcjq

b) dla dowolnego punktu x € X, fy: m(X;2) = m (Y5 f(x)) jest izomorfizmem grup podstawo-
wych.

Dowdéd. Niech H : X x I — X bedzie homotopia od g o f do idx. Niech x,y € X, zas n(s) =
H(xz,1—s)i((s) = H(y,1—s). Wéwczas nastepujacy diagram homomorfizméw jest przemienny:

m(X;z,y) %W(X;gf@),gf(y)) :

id
\ lh[ﬂ]:[g]

T(X;z,y)

Wynika stad, ze zlozenie (g o f)s = g4 o fy jest bijekcja, a wiec fy jest réznowartoéciowe, zas gy
jest "na”. Analogicznie pokazujemy, ze (f o g)y jest bijekcja a zatem gy jest réznowartosciowe,
za$ fy jest "na”, co konczy dowdd. O

Whniosek 6. Grupa podstawowa przestrzeni $ciggalnej jest trywialna, czyli innymi stowy prze-
strzen $ciggalna jest jednospdjna.

Stwierdzenia, ze przestrzenie homotopijnie réwnowazne maja izomorficzne grupy podstawo-
we nie mozna odwrocié¢. Na marginesie powiedzmy, ze znalezienie takich niezmiennikéw algebra-
icznych, ktére rozstrzygalyby, czy przestrzenie sa homotopijnie réwnowazne jest niespelnionym
marzeniem topologéw algebraicznych.



2.2.1 Petle jako odwzorowania zdefiniowane na okregu

Wazny przypadek, w ktérym rozpatruje sie homotopie wzgledem podzbioru, to homotopie prze-
ksztalcen zachowujace wyrézniony punkt. Dla dwoch przestrzeni z wyrdéznionymi punktami
(X,z0) i (Y,y0) bedziemy oznaczaé¢ symbolem [(X,zg), (Y, yo)]« zbiér klas homotopii rel{zo}
przeksztalcenn f: X — Y takich, ze f(xo) = yo. Niekiedy, gdy wiadomo jakie punkty sa wyrdz-
nione, bedziemy pisa¢ krécej [ X, Y]..

Czasem bywa wygodniejsze interpretowanie petli w : I — X zaczepionych w punkcie xg jako
odwzorowan zdefiniowanych na okregu S'. Przez S' bedziemy zawsze oznaczaé podprzestrzen
plaszczyzny zespolonej C sktadajacy sie z liczb o module 1. Istnieje bardzo wazne odwzorowanie
exp : R — S! dane wzorem exp(t) := e?™. Jego obciecie do odcinka I zadaje homeomorfizm

1/{0,1} —= St
Stwierdzenie 17. Odwzorowanie exp : I — S zadaje bijekcje
e: P(X,z0,20) 2 {f: S = X : f(1) = x0},
zachowujgcg relacje homotopii, a wiec zadaje takze bijekcje € : m (X, zo) ~ [St, X].

Opiszemy bezposrednio dziatanie grupowe w zbiorze [S!, X].. W tym celu przypomnijmy (zad.1.6),
ze bukiet STV S = {(21,22) € St x S' : z; = 1lubzp = 1}. Zdefiniujemy komnozenie
v:St— Stv S wzorem

v(z) = {

Dla dwéch przeksztatcen f,g : (S1,1) — (X, x0) definiujemy f g := (f V g) o v. Oczywiscie
(f*xg)oexp = (foexp)*(goexp), gdzie gwiazdka po prawej stronie oznacza zlozenie drég,
a wiec opisane "mnozenie” przeksztalcenn okreslonych na S! odpowiada wczeéniej opisanemu
sktadaniu petli.

(22,1) jezeli Im(z) > 0;
(1,22)  jezeli Im(z) < 0.

2.2.2 Grupoid podstawowy w jezyku teorii kategorii

Definicja. Kategoria nazywa sie mata, jezeli klasa jej obiektow jest zbiorem. Mala kategoria
nazywa sie grupoidem wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy morfizm jest izomorfizmem. Grupoid G
nazywa sie spojny, jezeli dla dowolnych dwéch obiektow x iy zbidr morfizméw Morg(x,y) # 0
miedzy nimi jest niepusty.

Stwierdzenie 18. Niech kategoria G bedzie grupoidem. Wowczas
a) dla dowolnego obiektu x zbiér Morg(z,x) ze sktadaniem morfizméw jest grupa.

b) dla dowolnych obiektéw z, y, u, v, morfizmy n € Morg(u,x), ¢ € Morg(v,y) definiuja bi-
jekeje
hy¢ - Morg(z,y) — Morg(u,v)
hnc(€) == (oo
Dowdd. Punkt a) jest oczywisty.

b) Dowdéd latwo widaé, gdy spojrzy si¢ na diagram:

3

xr—>

el

u

Przeksztalcenie h;é = hy-1 -1, wige jest to bijekcja.



Whiosek 7. Jezeli grupoid jest spojny, to dla dowolnych dwdch obiektéow x, y, morfizm n €
Morg(x,y) definiuje izomorfizm grup

hyyn: Morg(y,y) — Morg(x,x)

Whiosek 8. Grupoid spéjny G jest réwnowazny kategorii z jednym obiektem x i morfizmami
Morg(z,x).

Stwierdzenie 14 méwi, ze dla ustalonej przestrzeni X | II(X) jest grupoidem. Rozwazania po-
przedzajace Wniosek 4 pokazuja, ze przyporzadkowanie przestrzeni jej grupoidu podstawowego
jest funktorem z kategorii przestrzeni topologicznych i funkcji ciagtych do kategorii matych
kategorii. Wartosci tego funktora leza w podkategorii ztozonej z grupoidéow. Lemat 2 w jezyku
kategoryjnym oznacza, ze homotopia miedzy przeksztatceniami f,g : X — Y definiuje trans-
formacje funktora fy : II(X) — II(Y) w funktor gy : II(X) — II(Y), ktéra jest naturalnym
izomorfizmem. Wynika juz z tego, ze homotopijna réwnowazno$é jest rownowaznoscia kategorii
(Stwierdzenie 16), a to oznacza, ze w szczegdlnosci grupy podstawowe sa izomorficzne.

Z definicji grupy podstawowej jasno wynika, ze jest ona funktorem z kategorii T op, j, prze-
strzeni punktowanych i klas homotopii przeksztalcen modulo punkt wyrozniony, w kategorie

grup.

2.3 Appendix - elementy teorii kategorii

Teorie kategorii zapoczatkowal artykut: Samuel Eilenberg, Saunders Mac Lane General Theory
of Mathematical Equivalences, Trans. of Mathematics 1945

Definicja. Kategoria C to:
o klasa obiektow ob C
e dla kazdych dwdch obiektéw X,Y € ob C dany jest zbiér morfizméw More(X,Y)
e dla kazdego obiektu X € ob C wyrdiniony jest morfizm idx € Morc(X,Y)
e dla kazdych trzech obiektéw X,Y,Z € ob C dana jest funkcja (skladanie morfizmow)

o: Morc(Y,Z) x More(X,Y) — More(X,2)
(9.f) — gof
taka, zZe
(hog)of=ho(gof)
idy o f = foidy = f
Kategorie oznaczamy na og6t literami A, B, C a zbiory morfizméw miedzy obiektami

X,Y € ob(C) oznaczamy C(X,Y) lub More(X,Y).
Dla kazdej kategorii C mozemy skonstruowaé¢ kategorie przeciwna "odwracajac” strzalki.

Definicja. Dla kategorii C przez C°P oznaczamy kategorie przeciwng do kategorii C, czyli takg,
ze ob C°? = ob (C) a dla dowolnych A, B € ob C definiujemy C°P(A, B) := C(B, A) z oczywistg
operacjq sktadania.

Definicja. Morfizm f € Morc(X,Y) nazywamy izomorfizmem jezeli istnieje morfizm
g € Morc(Y,X), dla ktérego go f =idx i fog=idy.



Definicja. Kategoria C' jest podkategorig kategorii C, jezeli ob C' C ob C i More/(X,Y) C
More(X,Y) z tg samqg co w C operacjg skladania i tymi samymi wyrdininymi morfizma-
mi identycznociowymi. Podkategoria C' C C nazywa sie pelna, jezeli dla kazdych X,Y € C',
More/(X,Y) = More(X,Y) .

Definicja. Kategorie C nazywamy mala jesli klasa obiektow ob (C) jest zbiorem.

Przyktady:

Set — kategoria zbioréw i ich dowolnych przeksztatcen,

Set, — kategoria zbiorow z wyrdéznionym punktem i przeksztalcen zachowujacych te punkty,
Ggr — kategoria grup i homomorfizméw; Ab C Gr pelna podkategoria grup abelowych,

T op — kategoria przestrzeni topologicznych i przeksztalcen cigglych,

Top, — kategoria przestrzeni topologicznych z wyréznionym punktem i przeksztalcen cigglych
zachowujacych te punkty,

Top,, — kategoria przestrzeni topologicznych i klas homotopii przeksztalcen ciaglych,

Top,,,. — kategoria przestrzeni topologicznych z wyréznionym punktem i klas homotopii prze-
ksztalcen ciaglych relatywnie wyréznione punkty,

BG — jezeli G jest grupa, to przez BG oznaczaé bedziemy kategorie o jednym obiekcie, w
ktorej morfizmy odpowiadaja elementom grupy a ich skladanie jest wyznaczone przez dzialanie
grupowe.

EG — jezeli G jest grupa, to przez EG oznaczaé bedziemy kategorie, w ktorej obiekty odpowiadaja
elementom grupy G, i w ktérej jest dokladnie jeden g — g2 wyznaczny przez element gag; L
Mamy oczywisty funktor EG — BG.

C(X) — Jezeli X jest zbiorem czeéciowo uporzadkowanym, to mozemy traktowaé go jako kate-
gorie, ktérej obiektami sa elementy tego zbioru, za$é miedzy obiektami x i y istnieje morfizm
x — y jezeli x < y. Funktory miedzy takimi kategoriami, to funkcje zachowujace porzadek.
Kategoria taka oznaczamy symbolem C(X).

Definicja. Funktor (kowariantny) F:C — D miedzy kategoriami C i D jest zadany przez
przyporzgdkowanie obiektom kategorii C obiektow kategorii D:

F: ob(C) — ob(D)
oraz odwzorowania
Fxy: More(X,Y) = Morp(F(X),F(Y)),
okreslone dla dowolnych obiektow X,Y € ob (C) i takie, zZe
Fyx(tx)=trx)  Fxz(gh) = Fyz(9)Fxy(h).
Funktor kowariantny F: CP — D nazywa sie funktorem kontrawariantnym na C.

Definicja. Jesli dane sq dwa funktory F;: C — D, i = 1,2 to ich transformacja naturalng nazy-
wamy przyporzqdkowanie kazdemu obiektowi X € ob (C) morfizmu (w D) ®x: F1(X) — Fa(X)
tak, Ze dla dowolnego morfizmu f: X — Y w C nastepujocy diagram w kategorii D jest prze-
mienny:

Fy(X) 2 Fy(X)
Fl(f)l Fa(f)
FY)—2 s my(Y)

Transformacja naturalna ® nazywa sie naturalng rownowaznoscia funktoréw jesli dla kazdego
obiektu X € ob (C), morfizm ®x jest izomorfizmem.



Definicja. Funktor F': C — D jest rownowaznoscig kategorii wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
funktor G : D — C oraz naturalne rownowaznosci funktoréw F o G ~idp t Go F ~ ide.

Podamy znacznie wygodniejszy warunek na to, by funktor byl rownowaznoscia kategorii -
nie wymagajacy konstruowania funktora odwrotnego.

Twierdzenie 2. Funktor F: C — D jest réwnowaznosciq kategorii wtedy ¢ tylko wtedy, gdy
1. F: Mor¢(A,B) — Morp(F(A), F(B)) jest bijekcjq dla dowolnych A, B € ob (C);
2. kazdy obiekt Y € ob (D) jest izomorficzny z obiektem F(A) dla pewnego A € ob (C).

Doskonate wyjaénienie motywacji tych definicji, a w szczegdlnoéci transformacji naturalnej
znajduje sie we wstepie do oryginalnego artykulu Eilenberga-MacLane’a, w ktérym zostaly
wprowadzone do matematyki pojecia teorii kategorii. Przytoczymy omawiany tam przykiad:

Przyktad 7. Zdefiniujemy kategori¢ skoriczenie wymiarowych, rzeczywistych przestrzeni wek-
torowych Vect{ém. Jej obiektami sg skonczenie wymiarowe rzeczywiste przestrzenie wektorowe.

Dla dowolnych dwéch przestrzeni V, W € ob (Vectﬁ;m), morfizmy to odwzorowania liniowe, czyli
Mor(V,W) := Homg(V, W). Zlozenie morfizméw to zlozenie przeksztalcen liniowych a element
neutralny to przeksztalcenie identycznoéciowe. Tak zdefiniowana Vect{;m spelnia oczywiscie ak-
sjomaty kategorii Def. 2.3. Zauwazmy przy okazji, ze kategoria Vectﬁ;m jest rownowazna swojej
podkategorii, ktérej obiektami sa przestrzenie wektorowe N := {R"|n = 0,1,2,...} a morfi-
zmami wszystkie odworowania liniowe. Istotnie, wlozenie N — C jest réwnowaznoscig kategorii,
bo kazda przestrzen skonczenie wymiarowa jest izomorficzna z pewna przestrzenig R".

Na kategorii Vect]{;n rozpatrzymy dwa funktory, znane dobrze z Algebry Liniowe;j:

o Funktor kontrawariantny przestrzeni sprzezonej *: (Vectﬁ;i”)"p — Vectfém przypisujacy
przestrzeni V' przestrzen sprzezong V* oraz odwzorowaniu liniowemu f: V. — W prze-
ksztalcenie liniowe f*: W* — V*.

o Funktor drugiej przestrzeni sprzezonej, czyli ztozenie funktora * ze soba. Jest to funktor
kowariantny **: Vectﬁ;m — Vectﬁ;m, ktory przypisuje przestrzeni wektorowej V przestrzen

V** .= (V*)* a homorfizmowi f: V — W przeksztalcenie liniowe f**: V** — W**,

Dla kazdej przestrzeni liniowej V' istnieje izomorfizm V =~ V* ale do zdefiniowania go
konieczny jest pewien wybér np. bazy w V' lub iloczynu skalarnego w V.

Izomorfizm V ~ V** moze by¢ zdefiniowany kanonicznie tzn. wylacznie w terminach
przestrzeni V', bez odwolywania sie¢ do dodatkowych struktur, jak w poprzednim przypad-
ku. Dla dowolnej przestrzeni V' zdefiniujmy przeksztalcenie liniowe ®yv: V. — V** wzorem
Oy (v)(¢) = ¢(v). przeksztalcenie @y jest réznowartodciowe, a wigc dla skonczenie wymiaro-
wych przestrzeni wektorowych jest izomorfizmem, bowiem dim(V') = dim(V**). Znane z Algebry
Liniowej okreslenie @y jako kanonicznego izomorfizmu znajduje Sciste sformutowanie w postaci
stwierdzenia, ze @y jest transformacja naturalna (réwnowaznoscia) funktora identycznosciowe-
go do funktora drugiej przestrzeni sprzezonej. Istotnie, dla dowolnego odwzorowania liniowego
f:V — W diagram przeksztatcen liniowych:

oy

% e
f f**
W W

jest przemienny.



Zauwazmy, ze dla kazdej z kategorii 1.-9. istnieje funktor zapominania F: C — Set pro-
wadzacy do kategorii zbioréw, polegajacy na przyporzadkowaniu zbiorowi ze struktura samego
zbioru, a morfizmom odpowiednich przeksztalcen zbioréw. Funktor zapominania jest oczywi-
$cie roznowartosciowy na zbiorach morfizméw, ale na ogot skleja klasy izomorfizmu obiektéw
np. F': Gr — Set przeprowadza nieizomorficzne grupy Z4 i Zs @ Zso na izomorficzne zbiory
czteroelementowe. Kategorie wyposazone w funktor zapominania do kategorii zbioréw (ktéry
mozna opisaé aksjomatycznie) nazywaja sie kategoriami konkretnymi. Moéwiac nieformalnie, sa
to kategorie ktérych obiektami sa zbiory z wyrdzniong struktura (np. porzadkiem, dzialaniem
lub topologia) a morfizmami przeksztalcenia zbioréw zachowujace te strukture.

Definicja. Kategorie C nazywamy mala jesli klasa obiektow ob (C) jest zbiorem.

Obiekty w malych kategoriach czesto oznaczamy malymi literami, a wiec ¢ € ob (C). Kate-
gorie BG i EG sa przyktadami maltych kategorii, kategoria

Przyktad 8. Niech (5, <) bedzie zbiorem czegsciowo uporzadkowanym (poset). Zdefiniujemy
kategorie Cg, w ktérej ob (Cg) := S oraz

Mor( ) (s2,81) jesli s1 < s
or(s1,s2) =
bez () w przeciwnym przypadku.

Zlozenie zdefiniowane jest w oczywisty sposob: (ss, s2)(s2,s1) := (s3,51).

Male kategorie i funktory miedzy nimi tworza kategorie (bo funktory miedzy malymi ka-
tegoriami tworza zbiér!) oznaczana C-U. Ostatnie przyklady oznaczaja, ze kategoria grup i
kategoria zbiorow cze$ciowo uporzadkowanych sa réwnowazne pewnym podkategoriom w CLI.
Jedynym wspélnym obiektem obu odpowiednich podkategorii jest zbiér jednopunktowy.

2.4 Zadania

Uwaga: homotopie drdg oznaczajg homotopie modulo kovice.

2.4.1. Dowolna droga lezaca w R™ \ 0 o koncach lezacych na sferze S"~! € R™ \ 0 jest homo-
topijna z droga lezaca na sferze.

2.4.2. Pokazaé, ze dla n > 1 sfera S” jest jednospdjna.
2.4.3. Pokazad, ze sfera S jest Sciagalna.

2.4.4. Niech drogi w, w’ taczg punkty zo i 1. Udowodnié, ze nastepujace warunki sg réwno-
wazne:

1) w~o;
2) wlxw ~wy, ;
3) wx (W)™~ wy,.
2.4.5. Pokazaé, ze przyporzadkowanie ([a],[8]) — ([a x f]) definiuje naturalny homorfizm

grup: m(X,z) x m(Y,y) — m(X x Y, (x,y)). Pokazaé, ze jest on izomorfizmem wskazujac
homomorfizm odwrotny.



2.4.6. Jezeli dla pewnych dwoéch punktéw x,y € X tukowo spéjnej przestrzeni X, kazde dwie
drogi o poczatku w punkcie x i koricu w punkcie y sg homotopijne, to dla kazdego z € X, grupa
m1(X, 2) jest trywialna.

2.4.7. Niech F' : IxI — X bedzie odwzorowaniem. Zdefiniujmy cztery drogi bedace obcieciami
F do bokéw kwadratu: w;(t) := F(i,t) oraz n; := F(t,i) dlai = 0, 1. Wykazaé, ze woxn ~ no*wi .
Korzystajac z tego zadania podaé inny dowdd lematu o tym, jak wygladaja przeksztalcenia
indukowane przez przeksztalcenia homotopijne.

2.4.8. Jezeli G jest grupa topologiczna, to mnozenie w grupie G zadaje dziatanie grupowe w
zbiorze 1 (G, e). Udowodnié, ze jest ono identyczne z dziataniem zadanym przez skladanie drég
i wykazaé, ze grupa 71 (G, e) jest abelowa.

2.4.9. Udowodnié, ze w poprzednim zadaniu wystarczy zalozyé, ze istnieje
w: G x G — G, ktoére jest homotopijnie laczne i e jest homotopijnym (obustronnym) ele-
mentem neutralnym. (przestrzen taka nazywa sie H-przestrzenia.)

2.4.10. Niech X bedzie przestrzenia tukowo spdjna. Pokazaé, ze grupa podstawowa my (X, x)
dziala na zbiorze m(X;z,y) z lewej strony a grupa m(X,y) z prawej strony. Pokazaé, ze oba
dziatania sa wolne i tranzytywne oraz wzajemnie przemienne.

2.4.11. Udowodnié, ze jezeli na zbiorze S dziala z lewej strony grupa G a z prawej grupa H oraz
dziatania te sa wolne, tranzytywne i wzajemnie przemienne, to dowolny element s € S definiuje
izomorfizm grup ¢, : G — H. Zastosowaé teze tego zadania do przykiladu z poprzedniego
zadania.

2.4.12. Niech X bedzie przestrzenig tukowo spdjna. Rozwazmy naturalne przeksztalcenie
® : (X, x0) — [Sh, X]. Pokazaé, ze przeksztalcenie to jest "ma” i ze ®([f]) = ®([g]) wtedy i
tylko wtedy, gdy [f] i [g] sa sprzezone w grupie w1 (X, z).






Rozdziat 3

Przeksztalcenia nakrywajace

3.1 Definicja i podstawowe wtasnosci

Przeksztalcenia nakrywajace (zwane tez nakryciami) to przeksztalcenia ciagle o szczegélnie
prostej strukturze lokalnej. Okazuje sie, ze istnieje bliski zwigzek miedzy nakryciami danej prze-
strzeni a jej wlasnosciami homotopijnymi, w szczegdlnosci algebra drog opisana w poprzednich
rozdziatach.

Definicja. Niech I bedzie niepustq przestrzeniq dyskretng, a X dowolng przestrzenig topolo-
giczng.

a) Rzutowanie p; : X X F' — X. nazywamy nakryciem produktowym nad X z widknem F.

b) Przeksztalcenie p : XX nazywa si¢ nakryciem trywialnym nad X z wicknem F jezeli
istnieje homeomorfizm h : X — X X F taki, Ze p=py o h.

L xxF.
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¢) Przeksztalcenie p : X — X nazywa sic nakryciem nad X jezeli dla kaidego punktu x € X
istnieje otoczenie U, 3 x takie, Ze obciecie p : p~Y(Uy) — Uy jest nakryciem trywialnym (z
pewnym wldknem dyskretnym F,. )

Widknem nakrycia p : X — X nad punktem z € X nazywamy zbior p~H(z), za$ krotnosciq
nakrycia w punkcie x € X nazywamy moc wiokna nad x. Przestrzen X nazywamy przestrzeniq
nakrycia.

Zbiér otwarty U C X spelniajacy warunek c) powyzszej definicji nazywamy prawidlowo nakry-
tym.

Z definicji wynika natychmiast, ze nakrycie jest przeksztalceniem "na” oraz jest lokalnym ho-
meomorfizmem, a wiec w szczegdlnosci przeksztalceniem otwartym.

Uwaga 1. Jezeli przeksztalcenie p : X — X jest nakryciem nad spéjng przestrzeniq X , to widk-
na nad dowolnymi dwoma punktami przestrzeni X sq homeomorficzne, a zatem homeomorficzne
z pewng ustalong przestrzeniq dyskretng F', ktorg nazywamy wldknem nakrycia. Moc prze-
strzeni F' nazywamy krotnoscig nakrycia. Nakrycie, ktorego widkno jest zbiorem skoriczonym
nazywamy nakryciem skonczonym.

Dowdd. Niech xy € X bedzie ustalonym punktem. Z definicji nakrycia tatwo widaé, ze zbiér
{x e X: p~l(x) = p(zg)} jest otwarty i jego uzupelnienie tez jest otwarte. O
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Stwierdzenie 19. Przeksztalcenie p : X — X _jest nakryciem trywialnym wtedy i tylko wtedy
gdy istniejg parami rozigczne podzbiory otwarte U, c X takie, Ze X = Uier Ui oraz P, U = X

jest homeomorfizmem.

Zauwazmy, ze jezeli X jest przestrzenia spéjna, to zbiory U; sa wyznaczone jednoznacznie,
bo sa one spéjnymi sktadowymi przestrzeni X.

Podamy teraz bardzo wazne przyktady nakryé, zwigzane z teorig funkcji analitycznych, ktére
bedg stuzyty do konstrukcji wielu nastepnych waznych przyktadow.

Przyklad 9. Dla dowolnej liczby catkowitej n # 0 rozpatrzmy odwzorowanie p,, : C* — C* dane
wzorem py(z) = 2. Prawidlowo nakrytymi zbiorami otwartymi sa: Uy = {z € C*: Im(z) #
0 lub Re(z) < 0} oraz Uy = {z € C*: Im(z) # 0 lub Re(z) > 0}, U; U Uy = C*. Krotnosé
nakrycia p, jest réwna |n|. Nakrycia p, nie sa trywialne, bowiem przestrzenn nakrywajaca C*
jest spdjna.

Przyktad 10. Odwzorowanie wykladnicze p : C — C*, p(z) = exp(z) jest nakryciem. Po-
dobnie jak poprzednio przeksztalcenie p jest trywialne nad zbiorami U;, ¢ = 1,2 opisanymi w
poprzednim przykladzie. Krotno$¢ nakrycia p jest przeliczalna.

3.2 Morfizmy nakry¢
Definicja. Morfizmem nakrycia pi e 5{1 — X1 w nakrycie py : Xy — Xy nazywaemy pare

przeksztalcent f : X1 — Xo ¢ f 1 X1 — Xy takie, Ze po o f = f opi, to znaczy przemienny jest
diagram:

X14f>X2 .

X1 *>X2

Jezeli rozpatrujemy nakrycia nad ustalong przestrzenig X, to morfizmem nakrycia pr : X, = X
w nakrycie py : Xo — X nazywamy przeksztalcenie f X1 — Xo, dla ktérych py o f = p1,, to
znaczy takich, Ze przemienny jest diagram:

X, X
X

Zbiér morfizméw nakrycia p . X1 — X w nakrycie ps : Xo — X oznaczamy symbolem
COVX(Xl,XQ)

Identycznosé oraz ztozenie morfizméw nakry¢ sa oczywiscie morfizmem nakryé. Izomorfizmem
nakry¢ nazywamy morfizm, ktéry posiada morfizm odwrotny. Oczywiscie morfizm f:X1— X
nakry¢ nad X jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy f jest homeomorfizmem.

Przyktad 11. Zauwazmy, Ze nakrycia p, oraz p_y, z przykladu 9 sq izomorficzne, a izomorfizm
jest zadany przez odwzorowanie f(z) = z71. Zauwaimy takze, Ze dla dowolonych n,m € Z,
Pn © Dm = Pnm- Wynika z tego, Ze dla k|n istnieje morfizm nakrycia p, w nakrycie py.



Stwierdzenie 20. Jezeli p; : X; — X, i = 1,2 sq nakryciami trywialnymi z widknami Fy, Fy
odpowiednio, to istnieje bijekcja zbioru morfizméw Covx (X1, Xo) w 2bidr odwzorowan cigglych
X — map (F1, Fy), gdzie map (Fy, Fa) oznacza przestrzen dyskretng odwzorowan z Fy w Fy.

Dowéd. Jezeli X; sa nakryciami produktowymi, to f(z,a) = (z, h(z,a)), gdzie h : X x Fy — Iy
jest odwzorowaniem ciaglym, ktore jednoznacznie wyznacza ciagte przeksztalcenie h : X —
map (F1, Fy), h(z)(a) = h(x,a). Teza dla nakryé trywialnych jest juz natychmiastowa. O

Jezeli X jest przestrzenia spojng, to przeksztatcenie h : X — map (Fy, ) jest stale, czyli
morfizm nakryé¢ jest wyznaczony przez odwziriwanie widkien.

Whiosek 9. Jezelip; : X; — X, i=1,2 sq_nakryciami trywialnymi, przeksztalcenie f X, —
Xy ich morfizmem, ktéry jest suryekcy@, to f jest nakryciem.

Dowdod. Wystarczy udowodnié teze dla nakry¢ produktowych. Niech

(z,b) € X x Fy. Niech zgodnie z teza stwierdzenia morfizmowi f odpowiada ciagle przeksztal-
cenie h : X — map (I, ). Oznaczmy h(z) = . Przestrzen map (F1, F») jest dyskretna, wiec
U = h1(p) x {b} jest otwartym otoczeniem (z,b) w Xy i f~1(U) = U x ¢~ 1(b). O

Zauwazmy, ze jezeli przestrzenn X jest spéjna, to h : X — map (I, I) jest przeksztalceniem
stalym i morfizm nakry¢ jest nakryciem trywialnym na kazdej sktadowej spdjnej przestrzeni Xs.

Stwierdzenie 21. Jezeli f ¢ COVX(Xl,X2> jest morfizmem nakryc i jest surjekcjq, to f:
X, — X, jest nakryciem. Jezeli przestrzer nakrycia Xo jest spdjna, to kazdy morfizm nakryé
jest surjekcja.

Dowéd. Niech & € X, i niech U C X bedzie otoczeniem punktu py(z) prawidlowo nakrytym
przez py i przez ps. Wowezas f pl_l(U ) — py L(U) jest morfizmem nakryé trywialnych i teza
wynika z poprzedniego wniosku.

Jezeli przestrzen Xs jest spojna, to przestrzen X jest spéjna i morfizm nakryé jest wyznaczo-
ny przez ustalone przeksztalcenie F; — F5 wldkien nad wybranym punktem. Przeksztalcenie f
jest surjekcja wtedy i tylko wtedy, gdy to przeksztalcenie jest "na”. Jezeli nie jest "na”, to zbior
punktéw lezacych w obrazie jest otwarty, a takze ten, ktére do obrazu nie naleza jest otwarty,
co przeczy spojnosci Xo. O

Whniosek 10. Morfizm dowolnych nakryé nad tg samq przestrzeniq jest izomorfizmem wtedy i
tylko wtedy gdy jest bijekcjg na kazdym widknie.

Dowdd. Wbwezas morfizm jest réoznowartosciowy i jako nakrycie jest przeksztalceniem otwar-
tym. U

3.3 Nakrycia pochodzace od dzialan grup

Niech grupa dyskretna G dziala z prawej strony na przestrzeni topologicznej Y. Nastepujacy
warunek zapewnia, ze rzutowanie na przestrzen orbit ¢ : Y — Y /G jest nakryciem.

Definicja. Mdowimy, Ze dziatanie grupy dyskretnej G na przestrzeni topologicznej Y jest wha-
$ciwie dyskretne jezeli
Vyey Jusy Vg;,ge UnUg=0.

Stwierdzenie 22. Jezeli dzialanie grupy dyskretnej G na przestrzeni topologicznej Y jest wia-
Sciwie dyskretne, to

1. rzutowanie na przestrzen orbit q 1Y — Y /G jest nakryciem

2. dla dowolnej podgrupy H C G odwzorowanie ilorazowe q : Y /H — Y /G jest nakryciem.



Uwaga 2. Jezeli grupa G jest skoriczona, to dziatanie jest wilaSciwie dyskretne wtedy i tylko
wtedy, gdy jest wolne.

Przyktad 12. Rozpatrzmy dzialanie grupy Zo = {1,t} na sferze S® C R
t(z1,...,xn) = (—x1,...,—Ty). Przestrzen S"/Zy nazywamy n-wymiarowa przestrzenia rzu-
towa i oznaczamy symbolem RP"™. Mamy wiec dwukrotne nakrycie p : S — RP".

3.4 Konstrukcje nakryé

Opiszemy teraz kilka konstrukeji, pozwalajacych z danych nakryé¢ konstruowaé nowe.

Suma rozlagczna i iloczyn kartezjanski. Niech p : X; — X;, i = 1,2 beds dwoma nakry-
ciami. Wtedy suma roztaczna odwzorowan pi [Ip2 : Xi][ X2 — Xi]] X2 oraz ich iloczyn
kartezjanski p1 x po : X7 X X9 = X7 X X3 sa tez nakryciami.

Obcinanie nakryé. Niech p : X — X bedzie nakryciem oraz Y C X dowolna podprzestrzenia.
Wéwezas obcigcie p),, - p YY) = Y jest tez nakryciem. Zauwazmy, ze jezeli f:Xi = X,
jest morfizmem nakryé¢ nad X, to definuje on morfizm tych nakryé po obcieciu do dowolnego
podzbioru Y C X.

Sklejanie nakryé¢. Niech X = U;UUs bedzie sumg podzbioréw otwartych i niech nad kazdym z
nich bedzie dane nakrycie p; : U; — U, i = 1,2, za$ nad ich cze$cia wsp6lna U NUs niech bedzie
zadany izomorfizm obcigé tych nakry¢

h : pl_l(Ul NUg) — p2_1(U1 N Us). Wtedy przeksztalcenie p : X1 Up Xo — X dane wzorem
p(z;) = pi(%;) dla &; € U; jest nakryciem.

Nakrycia nad bukietem przestrzeni. Nakrycie nad bukietem X; V X9, X N X9 = {x0}
mozna sklei¢ jak wyzej z nakryé p; : X; — X;, ¢ = 1,2. Wtedy izomorfizm h jest po prostu

bijekcja wiékien h : pyt(zo) ipgl(xo) .

3.5 Produkt wldéknisty i przecigganie nakryé¢.
Uogélnimy konstrukcje obcinania nakrycia opisana w powyzej.

Definicja. Niech f :Y — X ip: Z — X bedg dowolnymi przeksztalceniami. Produktem
wloknistym przeksztalcen f ip nazywamy przestrzen f*Z :={(y,z) € Y xZ : f(y) = p(2)} wraz
z odwzorowaniami p' : f*Z =Y, p'(y,z) ==y oraz f': f*Z — Z, f'(y,2) := z. Odwzorowania
te wpisujg sie w przemienny diagram:
rzt oz,

o,

y L.x
Produkt widknisty jest takze oznaczany symbolem Y X x Z.
Uwaga 3. Latwo sprawdzié, zZe p'_l{yo} ={yo} x 71 (f (o)) = p 1 (f(y0))-
Produkt wiéknisty ma nastepujaca, charakteryzujaca go wlasnosc:

Stwierdzenie 23. Niech f:Y - X, p: Z - X orazg: W =Y, h: W — Z bedqg przeksztal-
ceniami takimi, Ze fog = poh. Wowczas istnieje doktadnie jedno przeksztalcenie k - W — f*Z,



dla ktéregop' ok =g i f' ok = h.

P

Y —X

Dowdd. Przeksztalcenie k: W — f*Z jest zadane wzorem k(w) = (g(w), h(w)) — jego ciaglosé
i jednoznaczno$é sa oczywiste. O

Uwaga 4. Z powyziszej wlasnosci tatwo widzied, Ze jezeli f 1Y — X i przemienny jest diagram

X3 Xo.

X

to indukuje on przemienny diagram

X

N

Y

przy czym jezeli g jest homeomorfizmem. to f*(g) takze homeomorfizmem.
Odnotujmy jeszcze dwie wlasnoéci operacji indukowania.
Stwierdzenie 24. Niech p: X — X.

a) jezeli p_jest nakryciem trywialnym, a f:Y — X, dowolnym przeksztalceniem, to
P f*X =Y jest nakryciem trywialnym.

b) jezelii:Y — X, jest wlozeniem podzbioru, to i’ : i*X — i'(i*X) = p~ YY) jest homeomor-
fizmem.

Dowéd. Jezeli p jest nakryciem produktowym z wléknem F, to wprost z definicji wynika, ze p’
jest takze nakryciem produktowym z widéknem F'. Dla nakryé¢ trywialnych teza wynika z uwagi
powyzej. Punkt b) jest oczywisty. O

Whiosek 11. Jezeli p : X X jest nakryciem, a f:Y — X, dowolnym przeksztalceniem, to
p o f*X — Y jest nakryciem. Ponadto jezeli p jest nakryciem z widknem F, to przestrzen F
jest takze widknem nakrycia p’

Nakrycie p’ : f*X — Y nazywa sie nakryciem indukowanym z nakrycia p przez przeksztal-
cenie f lub przeciggnieciem nakrycia p przy pomocy przeksztalcenia f.



3.6 Zadania

3.6.1. Jezeli X jest lokalnie spéjna, to nastepujace warunki sa réwnowazne:
1. Odwzorowanie p : X — X jest nakryciem.
2. Dla kazdej sktadowej spéjnej C C X obciecie p|é’ : C' — C jest nakryciem.

3. Dla kazdej sktadowej spojnej C' C X obciecie p : p~1(C) — C' jest nakryciem.

3.6.2. Pokazaé, ze jezeli przestrzen E jest lokalnie tukowo spdjna, to p: E — B jest nakry-
ciem wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej sktadowej tukowej A C B, pj,-1(4): p 1(A) — Ajest
nakryciem. Pokazaé, ze wéwczas przeksztalcenie p ograniczone do dowolnej sktadowej tukowej
przestrzeni F jest nakryciem pewnej skladowej tukowej przestrzeni B. Czy zalozenie lokalnej
tukowej spdjnosci przestrzeni E jest potrzebne?

3.6.3. Pokazad, ze jezeli nakrycie jest homotopijng réwnowaznoécia, to jest homeomorfizmem.

3.6.4. Udowodni¢ stwierdzenie 6.5. Poda¢ przyktad ilustrujacy, ze zalozenie lokalnej spdjnosci
przestrzeni X jest istotne.

3.6.5. Udowodnié, ze nakrycie skonczone (to znaczy nakrycie, ktérego wiékno jest zbiorem
skoniczonym) jest przeksztalceniem domknigtym. Podaé przyklad, ze zalozenie o skonczonosci
widkna jest istotne.

3.6.6. Niech p1, p2 beda dwoma przeksztalceniami dla ktérych zdefiniowane jest zlozenie
p3 = p1 © p2. Zbadad, kiedy stad, ze p; , p; sa nakryciami dla dwéch wskaznikéw 4, j wynika, ze
pr jest nakryciem dla trzeciego wskaznika k.

3.6.7. Udowodnié, ze jezeli p; : E; — X;, ¢ = 1,2 sa nakryciami to p; X po : E1 X EFy —>
X1 x Xy tez jest nakryciem. Wyrazi¢ krotnosé nakrycia p; X pa, w terminach krotnosci p; i ps.
Czy iloczyn kartezjanski nieskonczenie wielu nakryé jest nakryciem?

3.6.8. Niech Y bedzie spdjna przestrzenia Hausdorffa zas przestrzenn X niech bedzie spdjna,
lokalnie tukowo spéjna i zwarta. Udowodnié, ze jezeli p : X — Y jest lokalnym homeomorfi-
zmem, to p(X) =Y i p jest nakryciem. Podaé przyklad przeksztalcenia "na” p : R — S!, ktére
jest lokalnym homeomorfizmem, ale nie jest nakryciem.

3.6.9. Pokaza¢, ze jezeli p: X — X jest nakryciem a f : Y — X przeksztalceniem ciaglym i
nakrycie p : X — Y jest trywialne, to nakrycie p': f*X — Y jest trywialne. Czy z trywialnosci
nakrycia p’ : f*X — Y wynika trywialno$é¢ nakrycia p? (podaé przyklad)

3.6.10. Poda¢ przyklad ilustrujacy, ze w konstrukcji sklejania nakryé¢, opisanej w tym roz-
dziale, zalozenie otwartosci podzbiorow U; C X i Uy C X jest istotne.



Przyktady nakryé.

3.6.11. Wykazaé, ze przeksztalcenie p: S' x S' — S x S!' dane wzorem:
p(21, 22) = (22, 23) jest nakryciem. Znalezé jego krotnosé.

3.6.12. Niech f € C[X] bedzie wielomianem dodatniego stopnia. Niech A C C, A = f({z €
C: f'(z) = 0}). Pokazaé, ze f : C\ f~1(A) — C\ A jest nakryciem. Jaka jest jego krotnosé?

3.6.13. Uogdlni¢ poprzednie zadanie na przypadek dowolnej funkcji holomorficznej f : C — C.
3.6.14. Wykazaé z definicji, ze dowolne nakrycie kostki I™ jest trywialne.

3.6.15. Zal6zmy, ze grupa dyskretna G dziata na przestrzeni X w sposéb catkowicie dyskretny.
Udowodnié, ze dla dowolnej podgrupy H < G naturalne przeksztalcenie X /H — X /G jest
nakryciem.

3.6.16. Niech H = {r + i +vyj + zk} bedzie algebrag kwaternionéw. Utozsamiamy S z grupa
kwaternionéw o normie 1, za$ R? ze zbiorem urojonych kwaternionéw {zi +%j + zk}. Niech dla
q € 83 p(q): R® — R? bedzie dane wzorem p(q)(v) = qug~". Pokazaé, ze p(q) € SO(3) oraz
p: S3 — SO(3) jest homomorfizmem grup i dwukrotnym nakryciem.

3.6.17. Jezeli L jest grupa topologiczng a H < G < L sa jej domknietymi podgrupami
dyskretnymi, to naturalne odwzorowanie ¢ : L/H — L/G jest nakryciem z wiéknem G/H.






Rozdziat 4

Nakrycia a algebra droég

4.1 Podnoszenie przeksztalcen i wtasnos¢ podnoszenia homoto-
pii

W tym rozdziale udowodnimy wtasnos$¢ przeksztalcen nakrywajacych podstawowa dla ich po-
wigzan z algebra drég w przestrzeni.

Definicja. Podniesieniem przeksztalcenia f :'Y — X wzgledem przeksztalcenia p : X o X
nazywa sie przeksztatcenie f:Y — X takie, Ze po f = f, czyli takie, dla ktérego diagram

b

><<T

Y

jest przemienny. Przekrojem przeksztalcenia p : X — X nazywa sie podniesienie identycznosci
idx, a wiec przeksztalcenie s : X — X takie, Ze pos =1idx.

Stwierdzenie 25. Dla dowolnych przeksztalcenn f 1Y — X ip : X » X istnieje bijekcja
miedzy zbiorem podniesien przeksztalcenia f wzgledem przeksztalcenia p, a zbiorem przekrojow
przeksztalcenia p' 1 f*X — Y.

Dowdd. Wzajemnie jednoznaczna odpowiednios¢ miedzy przekrojami przeksztalcenia a podnie-
sieniami zadana jest wzorem s(y) = (y, f(y)), gdzie s jest przekrojem przeksztalcenia p’, a
f Y — X podninesieniem przeksztatcenia f. O

Zajmiemy sie istnieniem i jednoznacznoscia podniesien przeksztalcen wzgledem przeksztat-
cenia bedacego nakryciem.
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Stwierdzenie 26. Niech p: X — X bedzie nakryciem, a f :Y — X przeksztalceniem okreslo-
nym na przestrzeni spojnej Y . Jezeli f f’ Y =5 X sq dwoma podniesieniami przeksztalcenia f
takimi, ze dla pewnego punktu yo € Y zachodzi réwnosé f(yo) f! (yo), to f=f.

Dowéd. Latwo sprawdzi¢ korzystajac z lokalnej trywialnosci nakrycia, ze zbiér {y € Y : f (y) =
f'(y)} jest domkniety i otwarty. Poniewaz zawiera punkt yp, wiec jest niepusty, a zatem jest
caly przestrzenia Y. O

4.1.1 Twierdzenie o podnoszeniu homotopii

Definicja. Mdwimy, ze odwzorowanie p: X — X ma wlasnosé (jednoznacznego) podno-
szenia homotopii, jezeli dla dowolnej przestrzeni Y i dla dowolnej homotopii H : Y x I — X
oraz podniesienia ho : Y x {0} — X, przeksztalcenia H oig 1 Y x {0} — X istnieje (doklad-
nie jedna) homotopia H:Y x1 — X taka, Ze H\w{o} ho oraz po H = H. Wszystkie te
przeksztatcenia wpisujg sie w przemienny diagram:

Y x {0 . X

‘ i
20 p

yxI—2 . x

Definicja. Mdwimy, ze odwzorowanie p: X — X ma wtasnosé ( jednoznacznego) podno-
szenia drog, jezeli dla dowolnej drogi w : I — X oraz dowolnego punktu zo € X, dla ktdrego
p(z0) = w(0), istnieje (dokladnie jedna)droga & : I — X taka, zZe &(0) = o oraz pow = w.

X
I—=X

Jest jasne, ze jezeli przeksztalcenie posiada wlasnoéé (jednoznacznego) podnoszenia homo-
topii, to posiada wlasnosé (jednoznacznego) podnoszenia drég.

Nastepujace twierdzenie jest kluczem do zwiazku nakryé nad ustalona przestrzenia, a gru-
poidem podstawowym tej przestrzeni.

Twierdzenie 3. Nakrycia posiadajg wlasnosé jednoznacznego podnoszenia homotopii.
Whniosek 12. Nakrycia posiadajg wilasnosé jednoznacznego podnoszenia drog.
Zauwazmy wpierw, ze jezeli podniesienie danej homotopii istnieje, to jest ono jednoznaczne.

Lemat 3. Niechp: X — X bedzie nakryciem, H : Y xI — X homotopig za$ H, H' : Y xI — X
. . . . . . . . . nd _ i / . . ind _ ind /
jej podniesieniamsi takimi, Ze H|YX{0} = le{o}. Wynika z tego, 2e H = H'.
Dowdd. Dla dowolnego punktu y € ¥ oba przeksztalcenia
iyt - :{y} x I - X oraz H‘{ » : {y} x I — X sa podniesieniami przeksztalcenia H|{ pxr

({y} x I) — X, przyjmujacymi te sam@ wartos¢ w punkcie {y} x {0}. Zatem, wobec sp6jnosci
odcinka, ze stwierdzenia 26 wynika, ze dla kazdego ¢t € I, H(y,t) = H'(y,t). O

Dowdd istnienia podniesienia dowolnej homotopii poprzedzimy lematem, z ktérego wynika, ze
twierdzenie jest prawdziwe ”lokalnie”, albo inaczej dla "matych” homotopii tzn. takich, ktérych
obrazy leza w "malym zbiorze” nad ktérym nakrycie jest trywialne.



Lemat 4. Nakrycie trywialne posiada wiasnosé jednoznacznego podnoszenia homotopii.

Dowdd. Zachowujac oznaczenia uzyte w definicji, pokazemy najpierw teze lematu dla nakrycia
produktowego px : X xF — X. Podniesienie H definiujemy wzorem H(x,t) := (H (z,1), pp(ho( ),
gdzie pr jest rzutowaniem na F'. Jezeli nakrycie jest trywialne to istnieje homeomorfizm f : X —
X x F nakryé nad X. Podniesienie definiujemy wéwczas wzorem: H(z,t) := f~*(H(z,t), (pr o

foho)(x)). O

Dowdd. Ciagloé¢ homotopii H oraz zwarto$¢ odcinka implikuja, ze dla kazdego punktu y € Y
istnieje otoczenie V, > y oraz (zalezna od y) liczba n € N taka, ze H(V, x [, ©1]) 0 <

n’> n
i < n —1 jest zawarty w podzbiorze X nad ktérym nakrycie p jest trywialne. Konstruujemy

indukcyjnie podniesienie I:I; -V, x [0, %] - X spelniajace teze twierdzenia. Istnienie FI; wynika
bezposrednio z lematu. Jezeli I:I; :Vy x [0 ,%] — X jest juz Okreélone, to stosujemy lemat

) )

do odwzorowania H : Vj x [, 5] — X oraz podniesienia H’ — X. Otrzymujemy

|Vy><{ }
] — X zgodne z zadanym HZ na zbiorze V, x {1}

podniesienie przeksztalcenia H : V' x [n, T

co definiuje podniesienie H”rl Vy x [0 — X. W ten sposéb otrzymujemy dla kazdego

’ n+1}
y € Y odwzorowanie H Vyx I — X spelniajace teze¢ twierdzenia. Wystarczy teraz zauwazyc,
ze rodzina odwzorowan {H }yey definiuje szukane ciagle podniesienie H, gdyz z poprzedniego
lematu wynika, Ze na czesciach wspélnych zbioréw rodziny {V,},cy odwzorowania {Hy}yey

pokrywaja sie. O

Korzystajac z wlasnosci jednoznacznego podnoszenia homotopii udowodnimy bardzo wazne
twierdzenie o strukturze nakryé¢ nad "walcami”, czyli przestrzeniami postaci X x I, powiadajace,
ze nakrycie walca jest walcem.

Whiosek 13. Niech przeksztalcenie p : E — X X1 bedzie nakryciem i niech py : Ey — X oznacza
obciecie nakrycia p do podprzestrzeni X x {0} C X x I. Istnieje dokladnie jeden izomorfizm
nakryé

Eox I ! E

pm /

X x 1T

taki, ze f(e,0) = e.

Dowdd. Rozpatrzmy diagram:

Box {0} 2B |

_ 7
l i l
10 — p

By x I”““dl X %1

w ktérym jo(e 0) = e . Na mocy twierdzenia o podnoszeniu homotopii istnieje doktadnie jedno
podniesienie f Ey x I — E takie, ze f(e,0) = jo(e,0) = e i pf(e,t) = (p(e),t). Wystarczy
pokazadé, ze f jest homeomorfizmem. Przeksztalcenie f jest morfizmem nakryé nad przestrzenia
X x I, wiec wystarczy sprawdzié, iz f jest bijekcja na kazdym wldknie. Tak jest dla widkien
nad dowolnym punktem postaci (z,0), a stad dzieki jednoznacznosci podnoszenia drég latwo
wynika, ze takze nad dowolnym punktem (z,t) € X x I. O

Ten wniosek implikuje wazny bardzo fakt:

Twierdzenie 4. Niech p: X — X bedzie nakryciem. Jezeli f,g:Y — X sq przeksztalceniami
homotopijnymi, to nakrycia indukowane f*X — Y, ¢g* X — Y sa izomorficzne.



Dowod. Niech H : Y x I — X bedzie homotopig, H|YX{O} =f, H|YX{O} = g. Wowczas nakrycie

H*X —Y x I jest izomorficzne z nakryciem f*X x I — Y x I. W szczegélnoéci nakrycia nad
Y x {1} sa izmorficzne, co daje teze. O

4.2 Nakrycia i grupoid podstawowy

Wiemy juz, ze nakrycia posiadaja wlasnoéé jednoznacznego podnoszenia drég. Zauwazmy takze,
ze z twierdzenia o podnoszeniu homotopii wynika, ze homotopijne drogi maja homotopijne
podniesienia, co formulujemy w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 5. Jezeli p: X — X jest nakryciem, to dla dowolnych punktéw xo,z1 € X oraz
punktu To € p~1(x0) odwzorowanie indukowane

by H H(X;i’o,(i‘l) —>H(X;w0,a:1)

Z1€p~(z1)
jest bijekcjg.

Dowdd. Pokazemy, ze przeksztalcenie odwrotne do py jest zadane przez podnoszenie drég, to
znaczy okreslamy przeksztalcenie g, g([w]) = @], gdzie @ jest podniesieniem drogi w o poczatku
w punkcie Zg . Zaczynamy od sprawdzenia, ze przeksztalcenie g jest zdefiniowane poprawnie na
klasach homotopii drég. Niech drogi @, &’ bedg rozpoczynajacymi sie w punkcie Zy podniesie-
niami drég w i w’, takich ze [w] = [w'] w II(X;z0,21). Niech H : I x I — X bedzie homotopia
ustalajaca te réwnosé¢. Rozwazmy diagram:

Ix{0}2—~X .
| 2
20 P - p
. H
IxI——=X
Z  wlasnosci  podnoszenia  homotopii  wynika, ze istnieje podniesienie
H :1xI — X takie, ze po H = H oraz H(-,0) = @. Pokazemy ze homotopia H ustala
réwnos¢ [@] = [&]. Niech @(1) = Z;. Zauwazmy, ze homotopia H jest stala na korcach, to

jest dla kazdego s € I, H(0,s) = &y i H(1,s) = &1, bowiem droga zawarta we wléknie musi
byé stata. Wynika z tego, ze droga ﬁ(', 1) jest podniesieniem drogi w’ o poczatku w punkcie
Zo. Z jednoznaczno$ci podniesienia mamy zatem réwnosé H (,1) = W/, co konczy dowdd te-
go, ze [w] = [@'], wiec przeksztalcenie g jest dobrze okreslone. To, Ze jest ono odwrotne do
przeksztalcenia py jest oczywiste. O

Wtasnosé jednoznacznosci podnoszenia drég implikuje nastepujacy wazny zwiazek podno-
szenia ze sktadaniem drég.

Stwierdzenie 27. Dia dowolnych drég w € P(X;x,21) orazn € P(X;z1,22) i ich podniesieri
w € P(X,Zo,21) orazn € P(X,Z1,T2) zachodzi réwnosé

WHnN==w*1n
=oh

Dla dowolnych klas homotopii drég [w] € 7(X;z0,21) oraz [n] € m(X;x1,22) i ich podniesieri
(0] € 7(X;To,Z1) oraz [7] € w(X;Z1,T2) zachodzi réwnosé




7 powyzszego twierdzenia i stwierdzenia wynika od razu bardzo wazny wniosek, ktory ze wzgledu
na jego wage nazwiemy twierdzeniem.

Twierdzenie 6. Jezeli p : X — X jest nakryciem, to dla punktéw xo € X i Zo € p~H(zo)
homomorfizm grup podstawowych py : (X, To) — m1(X, z9) jest monomorfizmem. Ponadto

1. podgrupa pﬁ(m()z,i“o)) < m (X, zo) sklada sie dokladnie z klas homotopii tych petli, kto-
rych podniesienie jest petlg.

2. jezeli & € p~ (o) jest innym punktem we widknie nad punktem xo, zas @ € P(f(; xy, Zo)
drogq w przestrzeni X o poczgtku w punkcie T{, a koricu w punkcie Zg, to

pe(mi (X, 55)) = py(@) * (ps(m1(X, Fo))) > py(@)

Whiosek 14. Jezelip: X — X jest nakryciem z):( jest przestrzeniq tukowo spdjng, to nakrycie
p wyznacza klase sprzezonosci podgrup grupy m (X, Zo). .
Ponadto krotnos¢ nakrycia p jest rowna indeksowi |mi (X, xo): py(m1(X, Zo))|.

Dowdd. Pierwsza czes¢ wniosku jest natychmiastowa konsekwencja punktu (2) powyzszego
twierdzenia.

Punktowi T €p(x) przyporzadkowujemy prawostronng warstwe

Py (1 (X, o)) [po7] petli [po7], gdzie 7 jest droga o poczatku w punkcie & i konicu w punkcie Z.
Przyporzadkowanie to jest bijekcja zbioru p~!(xg) i zbioru warstw prawostronnych 71 (X, zo)\py(71 (X, Zo)).
Zauwazmy takze, ze powyzsza bijekcja nie zalezy od wyboru drogi taczacej punkt g z punktem

Z. O

Przyktad 13. Rozpatrzmy nakrycie S™ — RP™. Dla n > 2, S™ jest przestrzenia jednospéjna,
wiec z wniosku powyzej wynika, ze |71 (RP?, 2q)| = 2, a zatem dla n > 2, 71 (RP", xq) = Zs.

4.3 Algebraiczne kryterium istnienia podniesienia

Podamy kryterium, w terminach grupy podstawowej, na to by przeksztalcenie f : Y — X
posiadato podniesienie wzgledem nakrycia p: X — X.

Twierdzenie 7. Niech p: (X,z0) = (X, x0) bedzie nakryciem, f : Y — X przeksztalceniem.
Niech yo € Y, wo = f(yo) i niech To € p~*(z0). Wéwczas:

1. jezeli przeksztalcenie f :'Y — X ma podniesienie f .Y — X wzgledem nakrycia p, dla
ktorego f(yo) = Zo to zachodzi inkluzja

f(m (Y, 90)) < py(mi(X, Zo)).

2. jezeli  przestrzenn Y jest  spojna i lokalnie  lukowo  spdjna  oraz
fi(m(Y,yo0)) < py(mi(X,30)), to istnieje dokladnie jedno podniesienie f:Y — X wzgle-
dem nakrycia p, dla ktérego f(yo) = Zo.

Dowdd. Jezeli istnieje podniesienie f : (Y,y0) — (X, &) , to mamy réwnosé¢ homomorfizméw
indukowanych py o fﬁ =(po f )t = fi, a stad wynika, Ze im f; C im py.

Odwrotnie, zal6zmy, ze zachodzi inkluzja obrazéw homomorfizméw indukowamych. Zdefiniuje-
my przeksztalcenie f : (Y, y0) — (X, %) w nastepujacy sposéb: dla dowolnego punktu y € Y
wybierzmy droge 7, o poczatku w punkcie yg a konicu w punkcie y, a nastepnie rozwazmy droge
wy = fony : (I,0) = (X,z0) i znajdzmy jej podniesienie @, : (I,0) — (X, Zo). Zdefiniujmy
f (y) = @y(1). Zaczniemy od sprawdzenia, ze wartosé f (y) nie zalezy od wyboru drogi 7,.
Niech 7, bedzie inna droga taczaca yo z y. Wtedy [n;] = [a] x [n,], gdzie [a] € m1(Y, o), a



wiee fy([my]) = fialla]) * fi([my]). Z zalozenia wynika, ze istnieje petla (8] € m(X,i) taka,

ze fy([a]) = py([B]). Z wniosku 27 otrzymujemy, ze [@f (B % @,], a wiec w szczegdlnosci

| =
y
@y(1) = @, (1). Aby pokaza¢ ciaglosé f skorzystamy z lokalnej tukowej spéjnosei. Dla dowol-
nego otoczenia U 3 f(y) trzeba znalezé otoczenie V' 3 y takie, ze f(V) C U. Mozemy zalozy¢,
ze p: U — U C X jest homeomorfizmem oraz istnieje tukowo spdjne otoczenie V' 3 y takie,
ze f(V) C U. Ustalmy droge 7, laczaca yo z y a dla dowolnego punktu y' € Y wybierz-
my droge v, : (1,0) = (V,y) taka, ze v, (1) = y'. Niech n,, = ny x 7. Rozpatrzmy droge

wy = fomny = wyx for, oraz jej podniesienie W, = @, x f o~y,. Z definicji podniesienia
wynika, ze f(y') = foyy(1) = p~ (f(¥)) € U a wigc f(V) C U i f jest przeksztalceniem
ciaglym. O

Whiosek 15. Jezeli Y jest przestrzeniq jednospéjng i lokalnie tukowo spdjng zasp: X — X
jest makryciem, to dla dowolnego przeksztalcenia f :'Y — X i dowolnych dwdch punktow,
Yo €Y oraz Iy € p Y (f(yo)) dstnieje podniesienie f : Y — X wzgledem nakrycia p, dla ktérego
f(yo) = Zo.

4.4 Zadania

4.4.1. Udowodnié, ze jezeli f X1 — X jest takim morfizmem nakry¢ nad lukowo spéjna i
lokalnie spdjna przestrzenia X, ze f jest bijekcja widkien nad pewnym punktem zy € X, to f
jest izomorfizmem nakry¢.

4.4.2. Analizujac podnoszenie drég w nakryciu ésemki przy pomocy bukietu trzech okregdéw

( nad jednym okregiem 2%, nad drugim z? i id) wykazaé, ze grupa podstawowa 6semki jest

nieprzemienna.

4.4.3. Niech p: S' x S — S x S! bedzie nakryciem danym wzorem:
p(z1,22) = (22, 23). Niech (1,1) € S x S! bedzie punktem wyréznionym.

a) Znalez¢ krotnosé tego nakrycia i podgupe

pe(m (ST x ST, (1,1))) < m (ST x S, (1,1)).

b) Niech ¢: S' x S — S' x S! bedzie nakryciem danym wzorem:

q(21,22) = (23, 23). Zbadad, czy istnieje h: St x ST — St x S! bedace morfizmem nakrycia

q w nakrycie p, tzn. ph = q.

¢) Zmalezé grupe automorfizméw nakrycia p.

4.4.4. Udowodnié, ze dla dowolnej jednospdjnej przestrzeni Y, kazde spdjne nakrycie
p : X — X indukuje bijekcje s [(Y,90), (X,%0)] = [(Y,y0), (X, 20)] . Zauwazy¢, ze jeze-

li przestrzen X jest $ciagalna, to kazde odwzorowanie Y — X jest Sciagalne.

4.4.5. e Niech p: X — X bedzie nakryciem. Pokazaé¢, ze dowolna droga w : I — X zadaje
bijekcje hy 1 p~H(w(0)) — p~L(w(1)), przy czym zlozeniu drég odpowiada zlozenie bijekcji.

4.4.6. Niech f :Y — X bedzie przeksztalceniem p : X — X nakryciem, a g : X —>~X' na-
kryciem indukowanym. Niech f(yo) = xo. Pokaza¢, ze gs(m1(f*X, (v0, %0))) = fﬁflpﬁ(m(X, Z0))-



4.4.7. Niech p : X — X nakryciem. Zalézmy, ze mamy przeksztalcenie nakry¢:

b

X*>X

f

_

Pokaza¢, ze jezeli f ~ idy, to f: X=X jest homotopijne z pewnym automorfizmem nakrycia
p: X — X.

4.4.8. Udowodni¢, ze jezeli f : Y — X jest homotopijna rownowaznoscig, to dla dowolnego
nakrycia X — X odwzorowanie f : f*X — X jest homotopijng réwnowaznoscia.

4.4.9. o Wykazac¢, ze przeksztalcenie f : Y — X przestrzeni spdjnych, lokalnie tukowo
spojnych indukuje izomorfizm fy : w1 (Y, yo) —= > m(X, 1) wtedy i tylko wtedy gdy nakrycie
indukowane przez f z nakrycia uniwersalnego przestrzeni X jest nakryciem uniwersalnym prze-
strzeni Y.

4.4.10. e Niech G bedzie spdjna, lokalnie tukowo spdjng grupa topologiczng i niech e € G
bedzie elementem neutralnym G. Niech G bedzie spojne i p : G — G bedzie nakryciem. Niech
ho € G bedzie takie, ze p(hy) = e. Pokazaé, ze:

a) istnieje dokladnie jedna struktura grupy topologicznej na G taka, ze ho jest elementem
neutralnym i p jest homomorfizmem.

b) jezeli G jest abelowa, to G takze
¢) kerp < Z(G)

d) grupa automorfizméw nakrycia p: G — G jest izomorficzna z kerp.

4.4.11. Niechp: X —» X bedzie skoniczonym spéjnym nakryciem o krotnosci wiekszej od 1.
Pokazaé, ze istnieje petla w przestrzeni X, ktérej zadne podniesienie nie jest petla.






Rozdziat 5

Klasyfikacja nakry¢ nad ustalong
przestrzenia

Zalozenie: Ze wzgledu na wage twierdzenia o podnoszeniu przeksztatcen od tego miejsca be-
dziemy zakladaé, ze wszystkie przestrzenie nad ktérymi rozpatrywane sg nakrycia sg lokalnie
lukowo spéjne i spdjne. Nie bedziemy powtarzaé¢ tego zalozenia w sformutowaniach twier-
dzen, ale ono obowiazuje w tym i nastepnych rozdziatach. Zauwazmy, ze przestrzen lokalnie
hukowo spéjna i spdjna jest tukowo spdjna.

Dla ustalonej przestrzeni X bedziemy rozwazad wszystkie nakrycia

p: X — X oraz odwzorowania miedzy nimi. Wybierzmy punkt 2o € X. Pokazemy, ze jezeli
X spelnia pewne lokalne warunki, to nakrycia nad X odpowiadaja 71 (X, 2¢)-zbiorom. Oznacza
to, ze

e kazde nakrycie wyznacza (X, xg) zbiér

e morfizmy nakryé¢ sg w bijekcji z odwzorowaniami ekwiwariantnymi odpowiadajacych im
m1(X, xg) zbiorowi co wigcej ta bijekcja jest zgodna ze skladaniem morfizméw i odwzoro-
wan ekwiwariantnych

e kazdy 71 (X, zg) zbiér odpowiada pewnemu nakryciu

Powyzsze stwierdzenie mozna precyzyjnie wyrazi¢ w jezyku teorii kategorii (Definicja 2) i brzmi
ono:

Twierdzenie 8. Kategoria nakryé nad spojng i lokalnie lukowo spojng przestrzenigq X z wy-
zroznionym punktem xq jest réwnowazina kategorii prawych 71 (X, zg)-zbiorow.

5.1 Wildékno jako 7 (X, xy)-zbiér

Zaczynamy od definicji funktora z kategorii nakryé¢ nad przestrzenia z wyrdznionym punktem
w kategorie prawych (X, xg)-zbioréw.

Niech p : X — X bedzie nakryciem i niech g € X bedzie wybranym punktem. Rozpatrzmy
zbiér S := p~!(zg). Zdefiniujemy na nim dziatanie grupy podstawowej 71 (X, 2q) z prawej strony
w nastepujacy sposob:

d:Sx 7r1(X,a:0) — S
O(z,[w]) =2 [w] :=w(1) €S,

gdzie @ jest podniesieniem petli w takim, ze w(0) = Z.
7 rozwazan poprzedniego rozdzialu wynika, ze jest to dobrze zdefiniowane dziatanie i Ze ma ono
nastepujace wlasnosci:
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Stwierdzenie 28. Grupg izotropii punktu & € S jest podgrupa pymy (X, Z), a jego orbitg wszyst-
kie punkty ¥’ € S naleigce do tej samej skladowej tukowej przestrzeni 5(, co punkt x. W
szczeqdlnodci prezestrzern X nakrycia p : X — X jest spdjna wtedy i tylko wtedy gdy widkno
p~ (o) jest tranzytywnym w1 (X, xq)-zbiorem.

W nastepnym kroku pokazujemy, ze zdefiniowany funktor jest bijekcja na zbiorze morfizmoéw.

Jezeli f: X1 — Xo jest morfizmem nakry¢ nad X, to jego obciecie do widkna nad punktem
T wyznacza odwzorowanie f:51 = So, gdzie Sy, Sy oznaczaja wiékna nad punktem zg € X w
nakryciach X i X5 odpowiednio. Okazuje sie, ze odwzorowanie f jest m (X, z)-ekwiwariantne i
co wiecej kazdemu ekwiwariantnemu odwzorowaniu 71 (X, xg)-zbioréw S; i S2 odpowiada pewien
morfizm nakry¢.

Twierdzenie 9. Dla dowolnych nakryé p; : X; — X, i = 1,2 obciecie
res : Covy (X1, Xp) — Map, (x,z0) (51, 52)
jest bijekcjg.

Dowdd. Sprawdzimy najpierw, ze obciecie wyznacza ekwiwariantne odwzorowanie widkien. Istot-
nie, jezeli @ jest podniesieniem w o poczatku w , to f ow jest podniesieniem petli w o poczatku
w punkcie f(Z). Stad z definicji wynika, ze f(&) - [w] = (fo@)(1) = f(@(1)) = f(Z - [W]).
Zauwazmy, ze morfizm nakry¢ jest podniesieniem p; wzgledem py. Aby wykazac, ze res jest

réznowartosciowe wystarczy zauwazy¢, ze jezeli f| s = f|’S , to z jednoznacznosci podniesienia
2

wynika, ze f = f’ . (Zauwazmy, ze X, nie musi byé¢ spéjne, lecz widkno przecina wszystkie
sktadowe!)

Dla zadanego przeksztalcenia mi (X, zo)-ekwiwariantnego f : S1 — Sz musimy skonstru-
owal rozszerzenie f X1 — X,. Poniewaz X jest lokalnie tukowo spdjna, wiec sktado-
we lukowej spéjnoéci X sa otwarte i wystarczy zdefiniowaé f na kazdej sktadowej. Niech
1 € Sy oraz Ty = f(Z1). Poniewaz f jest przeksztalceniem (X, xo)-ekwiwariantnym, wiec
podgrupa izotropii punktu Z; musi by¢ zawarta w podgrupie izotropii punktu s, a zatem

P71 (Xl,ajl) < pymy (Xg,xg) Z twierdzenia 7 wynika istnienie odwzorowania f na skladowej
tukowej zawierajacej punkt z; takiego, ze f (Z1) = 2. Z jednoznacznosci podnoszenia latwo
sprawdzi¢, ze otrzymujemy w ten sposob rozszerzenie przeksztalcenia f. O

Do dowodu twierdzenia 8 pozostalo nam pokazanie, ze dla dowolnego 71 (X, z¢) — zbioru
S istnieje nakrycie pg : Xg — X oraz ekwiwariantna bijekcja p~ (o) ~ S. Odkladamy to do
paragrafu 5.3, a teraz przyjrzymy sie waznym wnioskom z twierdzenia 9.

Rozwazmy automorfizmy ustalonego nakrycia. Dla nakrycia p : X — X przez Autx (X' )
bedziemy oznaczaé¢ grupe jego automorfizméw. Rozpatrzmy przypadek, gdy przestrzen nakry-
wajaca X jest spéjna. Wéwcezas prawdziwe jest twierdzenie:

Twierdzenie 10. Jezeli p : X — X jest nakryciem i X jest przestrzenig spojng, to kazdy
morfizm nakrycia p : X — X w siebie jest jego automorfizmem, czyli

Autx(X) = Covy (X, X).

Dowdéd. Mozna sie tatwo o tym przekonaé¢ - wystarczy skorzystaé¢ z twierdzenia 9 i zauwazy¢,
ze kazdy ekwiwariantny morfizm tranzytywnego m (X, o) zbioru jest automorfizmem. O

Dla nakryé spdjnych twierdzenie 9 pozwala na tatwe opisanie grupy Autx (X ). Wybér punktu
To € p~(z0), wyznacza izomorfizm p~(zo) jako m1(X, o) zbioru ze zbiorem warstw prawo-
stronnych pym1 (X, To)\71 (X, 20) z dzialaniem mnozenia z prawej strony. Wobec tego mamy:



Wniosek 16. Jezeli p : X — X jest nakryciem spdinym, to wybdr punktu
Zo € p~ (o), wyznacza izomorfizm grup

Autx (X) & (Np, (x.a)pi(m1(X, 8))) /(04 (m1 (X, ))).
W szczegolnosci, jezeli X jest przestrzeniq jednospdjng, to istnieje izomorfizm
7T1(X, x()) = Autx(X).

Ostatni wniosek ma kluczowe znaczenie dla obliczania grupy podstawowej; zamiast analizo-
waé klasy homotopii petli w X wystarczy zbadaé grupe symetrii jednospdjnego nakrycia! Je-
zeli przesledzimy okreslenie izomorfizméw z twierdzenia 9 i wniosku, to izomomorfizm grup
Autx (X) = m1(X,z9) przyporzadkowuje automorfizmowi f klase petli [p o Wf] € m (X, ),
gdzie droga W . I — X laczy %o z f(&0). (Zauwazmy , ze klasa homotopii drogi & j Jest

jednoznacznie wyznaczona przez konice, bo zakladamy, ze X jest jednospéjnal).

Przyktad 14. Rozpatrzmy exp : R — S!. przestrzen nakrycia jest $ciagalna, a wiec tym
bardziej jednospéjna. Odwzorowanie Z > n ~» T,, € Autgi(R), gdzie T,,(t) := t + 27n jest
oczywiscie izomorfizmem. Otrzymujemy stad, ze przyporzadkowanie Z 3 n ~ [wy,] € 71(S1, 1),
gdzie wy,(t) := ¥t jest izomorfizmem grup.

Przyklad 15. Rozpatrzmy nakrycie S™ — RP". Dla n > 2, S™ jest przestrzenia jednospdjna
i przeksztalcenie antypodyczne jest jedynym nietrywialnym automorfizmem nakrycia. Mamy
wiec inny dowdd faktu 71 (RP™) = Zs.

Grupa AutX(X' ) dziala oczywiscie z lewej strony na przestrzeni X, a takze na kazdym
wléknie p~1(z), z € X.

Twierdzenie 11. Niech p : X — X bedzie spéinym nakryciem. Dzialanie grupy Autx(X) na
przestrzeni X jest wlasciwie dyskretne a nakrycie p : XX jest zloZeniem nakrycé:

X X/ Auty(X) - X

Ponadto nastepujgce warunki sq rownowazne:

a) odwzorowanie p' jest homeomorfizmem,

b) dzialanie Autx (X) na dowolnym widknie nakrycia jest tranzytywne;
¢) dla dowolnego & € X podgrupa pym (X, &) < m (X, p(&)) jest normalna.

Dowéd. Niech & € X. Grupa Autx (X) permutuje skladowe p~(U), gdzie U jest spéjnym do-
brze nakrytym otoczeniem p(Z). Wystarczy wiec pokazaé, ze dziatanie Auty (X) na wiéknie za-
wierajacym  jest wolne, lub réwnowaznie, ze dziatanie grupy Ny, (x .)p(m1 (X, )/ (ps(m1(X, 7))
na zbiorze warstw prawostronnych i (X, )\p;(m1(X,%)) jest wolne. To ostatnie stwierdzenie
jest jednak oczywiste.

Mamy wiec nakrycie X ——> X/ Autx(X) oraz odwzorowanie ciggle X/ Autx(X) 2. Xx.
Przeksztalcenie p’ jest ciggle otwarte i "na”. Dowdd, ze jest nakryciem pozostawiamy czytel-
nikowi (patrz zadanie). Przeksztalcenie p’ jest homeomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy jest
réznowartosciowe, czyli wtedy, gdy ¢ utozsamia wszystkie punkty dowolnego wldokna, co jest
réwnowazne warunkowi b).

Z twierdzenia 9 i wniosku 16 wynika od razu, ze warunki b) i ¢) sa réwnowazne. O



Definicja. Nakrycie spéjnep: X — X nazywamy nakryciem regularnym, jezeli dla pewnego
(a zatem dla kazdego) punktu T € X, podgrupa pymi (X, ) I m (X, p(Z)) jest normalna.

Whiosek 17. Jezelip : X — X jest nakryciem regularnym, to grupa Autx (f( ) jest izomorficzna
2 (X, p(2))/pym (X, 2).

Widzimy wiec, ze nakrycie regularne jest rzutowaniem na przestrzen orbit dziatania grupy. W
nastepnym paragrafie zobaczymy, ze kazde catkowicie dyskretne dzialanie grupy na przestrzeni
spbjnej prowadzi do nakrycia regularnego. Szczegdlnie wazne sa nakrycia regularne, dla ktorych
przestrzen nakrywajaca jest jednospdjna.

5.2 Nakrycie uniwersalne
Definicja. Nakrycie przestrzeniq jednospojng nazywamy nakryciem uniwersalnym.

Whiosek 18. Jezeli p : X 5 X jest nakryciem oraz X jest przestrzenig jednospdjng, to grupa
Autx (X) = m1 (X, z) dziala na X z lewej strony oraz

P X/ Autx(X) = X jest homeomorfizmem.

Dowody dwoch kolejnych twierdzen sg natychmiastowa konsekwencjg twierdzenia o istnieniu i
jednoznaczno$ci podniesienia przeksztalcen i pozostawiamy je czytelnikowi.

Stwierdzenie 29. Nakrycie uniwersalne przestrzeni X jest wyznaczone jednoznacznie z do-
ktadnos$cig do izomorfizmu nakryc.

Stwierdzenie 30. Niech p : X — X bedzie dowolnym nakryciem uniwersalnym przestrzeni X,
To € X, zasp’ : X' — X jest dowolnym nakryciem spéjnym, Ty € X' i p(Zo) = p'((). Wowczas
istnieje dokladnie jeden morfizm nakryé f: X — X' dla ktérego f(Zo) = &,

Stwierdzenie powyzsze ttumaczy nazwe "uniwersalne” i pokazuje jak wazne jest pytanie o ist-
nienie nakrycia uniwersalnego nad zadana przestrzenia X.

Definicja. Powiemy, Ze w przestrzeni X male petle sq Sciggalne, jezeli istnieje pokrycie prze-
strzeni X zbiorami otwartymi {V;}icr takie, ze dowolna petlaw : I — V; lezgca w pewnym zbiorze
Vi jest sciggalna w X.

Uwaga: W literaturze taka przestrzen nazywa sie pdl-lokalnie jednospdjng (semi-locally 1-
connected), ale zaproponowana wyzej nazwa wydaje sie bardziej intuicyjna.

Dla dowolnego nakrycia, petla zawarta w otwartym podzbiorze nad ktérym nakrycie jest
trywialne podnosi si¢ do petli. Wynika z tego warunek konieczny na to, by dla przestrzeni X
istnialo nad nig nakrycie uniwersalne.

Stwierdzenie 31. Jezeli X — X jest nakryciem uniwersalnym, to w przestrzeni X male petle
sq $ciggalne.

Twierdzenie 12. Jezeli w przestrzeni spdjnej i lokalnie tukowo spdjnej male petle sq Sciggalne,
to istnieje nakrycie uniwersalne p: X — X.

Dowéd powyzszego twierdzenia odlozymy do nastepnego rozdzialu, ale istnienie nakrycia uni-
wersalnego wykorzystamy do dokonczenia rozwazan o odpowiednioéci nakry¢ nad ustalong prze-
strzenia X i m (X, zg) — zbioréw. Pozostalo nam pokazanie, ze dla dowolnego 1 (X, z¢) — zbioru
S istnieje nakrycie pg : Xg — X oraz ekwiwariantna bijekcja p~Hzo) ~ S.



5.3 7”Skrecony” produkt G-przestrzeni

Definicja. Niech G bedzie grupg dzialajocq z prawej strony na przestrzeni S oraz z lewej strony
na przestrzeni T'. Na zbiorze S x T definiujemy dzialanie z prawej strony wzorem (s,t)g :=
(sg, g~ 't). Produktem skreconym G-przestrzeni nazywamy przestrzen orbit tego dziatania:
SxagT:=(SxT)/G. Produkt skrecony oznaczamy symbolem S xgT.

Uwaga 5. Zauwazmy, Ze rownowaznie mozna okresli¢ produkt skrecony S xqT' jako przestrzen
otrzymang w wyniku podzielenia S X T przez najmniejszq relacje réownowaznosci zawierajgcg
relacje (sg,t) ~ (s,gt) dla s€ S, t €T, g€ G.

Przykltad 16. Jezeli S = H\G jest zbiorem warstw prawostronnych wzgledem podgrupy H z
dzialaniem  mnozenia z  prawej strony, to H\G xg T = T/H.
W szczegélnosei jezeli H = {1}, to G xg T = T, a jezeli H = G, to {*} xqT = T/G.
Analogicznie, jezeli T = G/H, to S xq G/H = S/H jest przestrzenia orbit dzialania podgrupy

H na przestrzeni S.

Uwaga 6. Niech p: T — T /G bedzie przeksztalceniem na przestrzen orbit dziatania G na T.
Zavwazimy, ze dobrze zdefiniowane jest przeksztalcenie

ps:SXGT—>T/G

zadane wzorem ps([(s,t)]) = [t]. Wowezas pg' ([t]) = S x¢ p~1([t]). Wybdr punktu ty € p~L[t] w
orbicie definiuje izomorfizm

ps'([t]) 2 S x¢ G/Giy = §/Ghy.

Odnotujmy szczegdlny przypadek powyzszych rozwazan. Zalézmy, ze dziatanie grupy G na
przestrzeni T jest wolne i rozpatrzmy ps : S xg T — T/G. Wéwczas dla kazdego punktu
[t] € T/G, pgl([t]) =~ S. Mozemy wiec powiedzieé, ze operacja skreconego produktu w miejsce
kazdej wolnej orbity "wstawita” przestrzen S.

Wykorzystamy teraz “skrecony” produkt do zbudowania nakrycia odpowiadajacego danemu
m1 (X, o) — zbiorowi.

e Niech p : X; — X oznacza nakrycie uniwersalne (dla uproszczenia zapisu oznaczenie m (X, z0)
zastepujemy przez 7). Zgodnie z twierdzeniem 10.7, przestrzenn X, jest lewym 7 (X, zo) —
zbiorem, X, /71(X,z9) = X i przeksztalcenie p jest rzutowaniem na przestrzen orbit.

e Niech Zy € X bedzie wyréznionym punktem, p(io) = xo.
e Niech S bedzie prawym 71 (X, xg) — zbiorem.

Zdefiniujemy przestrzeii Xg := S X X, oraz odwzorowanie pg : Xg — X wzorem pg([s, Z]) :=
p(Z).

Stwierdzenie 32. Odwzorowanie pg : Xg — X jest nakryciem. Ponadto

m1 (X, o) — 2bior przyporzadkowany nakryciu pg : Xg — X jest ekwiwariantnie izomorficzny z

S.

Dowdd. 7 definicji natychmiast wynika, ze dla dowolnego podzbioru U C X, pgl(U) =S5 Xr
p~H(U). Jezeli U jest zbiorem, nad ktérym nakrycie uniwersalne p : X, — X jest trywialne, to
wybér punktu Zy zadaje ekwiwariantny homeomorfizm 71 (X, z9) — przestrzeni

h:p_l(U) — U x (X, xo),



gdzie dzialanie na U jest trywialne, a dzialanie na m1(X,zg) jest mnozeniem z lewej strony.
Niech pry : U x m (X, x0) — m1 (X, x¢) oznacza rzutowanie. Definiujemy przeksztalcenie

hy:Sxzp Y (U)—=UxS

hU([Svj}]) = (p(i“),(s)p’rﬂ.h(fé)).

Fatwo sprawdzi¢, ze przeksztalcenie hy jest homeomorfizmem i przemienny jest diagram

hu

s (U) =8 xxp~ ' (U) Ux5S,

co dowodzi, ze odwzorowanie pg jest nad U nakryciem trywialnym z wloknem S.

Wybrany punkt &g € p~!(z¢) ustala bijekcje zbioréw ¢ : S — pgl(xo) zadana wzorem p(s) =
[s,Zo]. Pozostaje pokazaé, ze bijekcja ¢ jest ekwiwariantna. Niech w : I — X bedzie petla
zaczepiona w punkcie g € X a @ : I — X, jej podniesieniem do X, o poczatku w punkcie
Zo. Wzér @g(t) = [sp,w(t)] definiuje podniesienie petli w do Xg o poczatku w punkcie [s0, Zo].
Zgodnie z definicja dzialania 71(X,z0) na pg'(zo):

(80, Zolw = Ws(1) = [s0,@(1)] = [0, [w]To] = [so[w], o]

5.4 Twierdzenie o klasyfikacji nakry¢

Na koniec sformutujmy bedace wnioskiem z powyzszych rozwazan twierdzenie o klasyfikacji
spojnych nakryé¢ nad ustalong przestrzenia spéjna, lokalnie tukowo spéjna w ktérej malte petle
sa Sciagalne. Czynimy to ze wzgledu na podobienstwo (nie przypadkowe!) ze sformulowaniem
twierdzenia Galois o rozszerzeniu cial.

Twierdzenie 13. Niech p : X, — X bedzie ustalonym nakryciem uniwersalnym przestrzeni X .
Niech Ty € Xr, p(Zo) = xo wyznacza izomorfizm grupy AutX, i m (X, xo).

a) Niech H bedzie podgrupg grupy m (X, xo). Niech pg : XW/HN — X bedzie preeksztalceniem
indukowanym przez p i lewostronne dzialanie m1(X, o) na Xn. Wowczas pg : Xz/H — X
jest nakryciem i H jest obrazem homomorfizmu puy : m1(Xr/H, [To]) — m1(X, z0).

b) Nakrycie py : XW/H — X jest reqularne wtedy i tylko wtedy gdy H jest normalng podgrupg
1 (X, xo) .

c) Jezeli q: Y — X jest spdjnym nakryciem, q(yo) = xo @ H jest obrazem homomorfizmu
qy - m1(Y, 90) = m1(X, w0), to istnieje dokladnie jeden izomorfizm nakryé f : Xz /H —'Y dla
ktorego f(pu(Zo)) = To-

Dowéd jest oczywisty, gdyz H\G xg Xr = Xx/H.

5.5 Konstrukcja nakrycia uniwersalnego

Podamy teraz dowdd twierdzenia 9.11, a wiec konstrukcje jednospéjnego nakrycia dowolnej
spojnej, lokalnie tukowo spdjnej przestrzeni, w ktérej male petle sa Sciagalne. Zachowujemy



oznaczenia poprzedniego paragrafu. Aby lepiej umotywowaé konstrukcje uzyta w dowodzie za-
16zmy, ze p : Xr — X jest jednospéjnym nakryciem i sprobujemy odtworzy¢ przestrzen X, z da-
nych o przestrzeni X. Wybierzmy punkt # € X, i niech z¢ = p(Zo). Rozpatrzmy zbiér P(X, xg)
sktadajacy sie ze wszystkich drog, ktore zaczynaja sie w punkcie xg. Rozpatrzmy odwzorowanie
zbioréw q : P(X,z0) — X, zdefiniowane jak nastepuje: dla drogi w € P(X,zo) wybieramy jej
podniesienie @ o poczatku w punkcie Zg. Polézmy q(w) := @(1). Poniewaz przestrzeii X, jest
tukowo spéjna, wiec odwzorowanie ¢ jest surjekcja. Zbadajmy kiedy @(1) = g(w) = q(n) = 7(1).
Zauwazmy, ze skoro poczatki i kofice podniesien sa réwne a przestrzefi X, jest jednospéjna, to
drogi @ i 77 sa homotopijne wzgledem koncéw, a wiec takze drogi w = po @ oraz n = pon sa
homotopijne. Odwrotnie, z twierdzenia 8.1 wynika, ze jezeli drogi w i 1 sa homotopijne, to ich
podniesienia maja wspoélny koniec.

Podsumowujac powyzsze otrzymujemy bijekcje ¢ : P(X,zg)/~ — X, gdzie ~ jest relacja
homotopii drog wzgledem koncow.

Dowdd. twierdzenia 10.6 Okre§lmy zbiér X, := P(X,x0)/ ~ i odwzorowanie p(w) = w(1).
Pozostaje zdefiniowaé topologie w zbiorze X, tak, aby p bylo nakryciem i wykaza¢ jednospéjnosé
X w tej topologii.

Dla zbioru otwartego U C X oraz drogi w € P(X,x¢) takiej, ze w(1) € U definiujemy zbiér
(W, U) :={wrn:n:1—-U,n0)=w(l)}; tak samo bedziemy oznaczaé jego obraz w zbiorze
ilorazowym X,

Sprawdzimy, ze zbiory {(w,U): w € P(X,z), U 3 w(1)} tworza baz¢ pewnej topologii

w X,. Wystarczy zauwazyé, ze dla dowolnych dwéch zbioréw (w,U), (', V) oraz klasy drogi
[a] € (w,U)N{w', V) zachodzi inkluzja [a] € (o, UNV) C (w,U)N{w', V). Odwzorowanie p jest
surjekcja 1 jest ciagle w tej topologii, bowiem dla kazdego U 3 p([w]) = w(1) mamy (w,U) C
p Y (U). Odwzorowanie p jest takze otwarte, bo jezeli U jest otoczeniem huikowo spéjnym to
p({w,U)) = U. Co wiecej, jezeli U jest podzbiorem tukowo spdjnym takim, ze petle mieszczace
sie w U sa Sciagalne w X, to p: (w,U) — U jest bijekcja, a wiec homeomorfizmem.
Stad juz wynika, ze p jest nakryciem. Niech U C X bedzie tukowo sp6éjnym podzbiorem otwar-
tym, takim ze kazda petla w U jest Sciagalna w X. Wybierzmy dowolng droge w € P(X, zg)
koticzacy sie w U. Istnieje bijekcja p~1(U) = [, er (v*w,U). Poniewaz p jest homeomorfizmem
na kazdym zbiorze (y*w, U), wiec wynika stad, ze p jest nakryciem trywialnym nad U. Pozosta-
je sprawdzié, ze przestrzen X, jest jednospdjna. Jest ona tukowo spdjna, bowiem dowolna klase
drogi [w] mozna polaczy¢ z klasa drogi statej [wy,] W xo przy pomocy drogi @, &(t)(s) = [w (ts)]
(sprawdzi¢ cigglo$é odwzorowania @ : I — Xy ).

Zeby zakoniczy¢ dowdd jednospéinosei X, na mocy wniosku 8.3 a), wystarczy pokazaé, ze
podniesienie dowolnej petli w X, ktéra nie jest Sciggalna, nie jest petla. Zauwazmy, ze zdefinio-
wana wyzej droga @ jest podniesieniem drogi w, bo p([@w(t)]) = @(t)(1) = w(t). Jezeli petla w nie
jest Sciagalna, to petla stala @w(0) = |wy,| nie jest homotopijna z petla [w] = @(1), co oznacza,
ze (0) # &(1). O

5.6 Zadania

5.6.1. Niech X — X bedzie nakryciem uniwersalnym. Wéwczas na widknie p~!(zg) dziala
grupa Autx(X) = (X, z) z lewej strony. Grupa (X, zg) dziala na widknie nad zg takze z
prawej strony. Pokazaé, ze dzialania te pokrywaja sie wtedy i tylko wtedy, gdy grupa m (X, z¢)
jest przemienna.

Dowdd. Dane jest nakrycie uniwersalne p : X — X. Wéwezas, dla kazdego punktu zg € X,
wlokno p~1(zg) jest prawym (X, xg)-zbiorem. Dla klasy homotopii petli [w] € 71 (X, xq) i
punktu 7 € p~!(zo) definiujemy

- |w] = (1)



gdzie @ jest podniesieniem petli w o poczatku w .

Z drugiej strony, wiékno nad punktem xg € X jest takze lewym 71 (X, z0)-zbiorem (o ile
nakrycie jest uniwersalne). Rzeczywiscie, grupa automorfizméow Autx (X ) dziala z lewej strony
na wiéknie p~!(xq). Grupe te mozemy jednak utozsamié z grupa 71 (X, ) przez wybér punktu
Zo € p~Y(z0). Mozna na to patrzeé nastepujaco: klasa homotopii petli [w] o poczatku w zg
wyznacza ekwiwariantny morfizm wiékna p~!(xg) — p~!(z0), ktéry posyta wybrany punkt na
Tp na o - [w], a reszte punktéw we widknie tak jak trzeba, to znaczy punkt 7 € p~!(z¢), gdzie

Zo - [n] dla pewnego (dokladnie jednego dzieki jednospéjnosci!) [n] € (X, zg), poslemy
na [w] - (Zo - [n]) = ([w] - Zo) - [n] = To - ([w] - [n]). Wiemy, ze takiemu morfizmowi odpowiada
automorfizm nakrycia, ktéry dziata na wiéknie p~!(zo) z lewej strony dokladnie tak jak to
opisalismy.

Widaé¢ stad natychmiast, ze oba dzialania pokrywaja si¢ wtedy i tylko wtedy, gdy dla
(wl, [n] € m1(X, o) mamy [w] - ] = [1] - [w]:

xr =

wl-& =& w] <= Zo- ([w]-[n]) = Zo- ([n] - [w])

Ostatnia réwnos¢ oznacza ze podniesienia petli w7 oraz nxw (o poczatku w Z() sa homotopijne
(jednospéjnosé przestrzeni X ), a wiec i one same sa homotopijne.
Karol Janowicz

O]

5.6.2. Niech p: X — X bedzie nakryciem przestrzeni spéjnej odpowiadajacym i (X, z9) —
zbiorowi S. Niech f: Y — X bedzie przeksztalceniem ciaglym, f(yo) = xo. Wykazaé, ze na-
krycie indukowane przez f odpowiada zbiorowi S z dzialaniem grupy podstawowej 71 (Y, yo)
wyznaczonym przez homomorfizm indukowany f;: m1(Y,y0) — m1(X, 20). Poda¢ warunek ko-
nieczny i dostateczny na to, by nakrycie indukowane bylo spéjne. Pokazaé, ze homotopijne
odwzorowania indukujg izomorficzne nakrycia.

5.6.3. Znalez¢ nakrycie S' Vv S odpowiadajace komutantowi (S v S1, %).
Wskazowka: rozpatrzeé nakrycie Stv gt indukowane przez wlozenie
Stv St — St x S inakrycie uniwersalne torusa.

5.6.4. Opisa¢ nakrycie uniwersalne S Vv S1.
5.6.5. Opisa¢ wszystkie spojne nakrycia nastepujacych przestrzeni: S, $2, Stv 82, §1 x St

5.6.6. Niech G bedzie podgrupa izometrii plaszczyzny euklidesowej R? generowana przez
przeksztalcenia f(z,y) = (v + 1,y) i g(z,y) = (1 —x,y + 1). (patrz zad.3.12)

a) Zmnalezé nakrycie odpowiadajace podgrupie generowanej przez f. Czy jest ono regularne?
Jaka jest jego krotnosc¢?

b) Znalez¢é dwukrotne nakrycie butelki Kleina, tak by przestrzenia nakrywajaca byl torus. Jakiej
podgrupie grupy G odpowiada znalezione nakrycie? Czy kazde dwa dwukrotne nakrycia
butelki Kleina torusem sa izomorficzne?

¢) Czy dla kazdego dwukrotnego nakrycia butelki Kleina przestrzen nakrywajaca jest home-
omorficzna z torusem?

d) ZnaleZé nieregularne nakrycie butelki Kleina.



e) Czy istnieje nakrycie butelki Kleina przy pomocy plaszczyzny rzutowej?

f) Znalezé nakrycie butelki Kleina odpowiadajace komutantowi [G, G].

5.6.7. Udowodnié, ze jezeli przestrzen spéjna, lokalnie tukowo spdjna w ktérej male petle
sg $ciggalne posiada nakrycie, ktérego przestrzen jest homotopijnie réwnowazna z grafem, to
nakrycie uniwersalne tej przestrzeni jest $ciagalne.






Rozdziat 6
G — nakrycia

W poprzednich rozdziatach badalismy wszystkie nakrycia nad ustalona przestrzenia X. Wsréd
nich oddzielng klase stanowity te, dla ktorych dziatanie grupy automorfizméw nakrycia bylo
tranzytywne. Dla tych klas nakry¢ przeksztalcenie nakrywajace bylo, z dokladnosciag do ho-
meomorfizmu, tozsame z projekcja na przestrzen orbit. Spojrzymy na te sytuacje w nieco inny
sposob, Dla ustalonej grupy G i ustalonej przestrzeni X bedziemy szukaé¢ dziatan lewostronnych,
ktérych przestrzenie orbit sa homeomorficzne z X.

6.1 G — nakrycia nad ustalong przestrzenia
Najprostszy przyklad jest nastepujacy: rozwazamy przestrzen X x G z dziataniem danym wzo-
rem: g(z,h) := (x, gh).

Definicja. Niech G bedzie grupg a p : X 5 X bedzie nakryciem. Powiemy, Ze p jest G-
nakryciem jezeli na przestrzeni X jest zadane wolne dzialanie (z lewej strony) grupy G, oraz

istnieje homeomorfizm h : X/G I ‘e taki, ze hoq = p, gdzie q : X — X/G jest rzutowaniem

na przestrzen orbit dzialania.
X
/ X
h

X/G

X

Zauwazmy, ze wolne dzialanie spelniajace warunki powyzszej definicji musi by¢ catkowicie
dyskretne.

Stwierdzenie 33. Jezeli p : X — X jest spéjnym G — nakryciem, to jest ono nakryciem
reqularnym i istniejg naturalne izomorfizmy grup

G~ Autx(X) ~ m (X, p(E))/pym1 (X, 7), & € X.

Dowdd. Zdefiniujemy odwzorowanie G > g -~ = X —7. X € Aut X(X ) , ktore z definicji dzia-

lania grupy jest homomorfizmem G — Autx(X), a poniewaz dzialanie jest wolne, takze mo-
nomorfizmem. Sprawdzimy, ze jest to epimorfizm. Niech f : X — X bedzie automorfizmem
nakrycia. Wybierzmy punkt Zo € p~!(zg) i jego obraz f(ig). Dzialanie grupy G na wiék-
nie p~1(zg) jest tranzytywne, wiec istnieje element g € G taki, ze gZo = f(Zo). Ze spojnosci
X i z twierdzenia o jednoznacznosci podniesienia wynika, ze f = g. Zatem przestrzen orbit
X/ Autx(X) jest homeomorficzna z X . Teza wynika z Twierdzenia 11 i Wniosku 17. O

Spojne G — nakrycie nad X wyznacza zatem normalna podgrupe grupy podstawowej, dla ktorej
grupa ilorazowa jest izomorficzna z G. Struktura G - nakrycia jest jednak bogatsza niz tylko
przeksztatcenie nakrywajace, tzn. rzutowanie na przestrzen orbit. Zacznijmy od definicji.
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Definicja. Morfizmem G-nakryé (lub G- morfizmem) nad X nazywamy G-ekwiwariantne
przeksztalcenie f : X1 — X, takie, ze p1 = po o f. Zbiér G — morfizmdw bedziemy oznaczaé
COVG7x(X1,X2).

Morfizm G-nakryé nad X nazywamy G — izomorfizmem, jezeli ma G — morfizm odwrotny.

Jest jasne, ze Covg x (Xl,Xg) C COVX(Xl, )~(2). Zauwazmy tez, ze kazdy G — morfizm nakryé
spéjnych jest G — izomorfizmem, bo wyznacza bijekcje na widknach i morfizm odwrotny jest
oczywiscie ekwiwariantny.

Rozpatrzmy przyklady:

Przyktad 17. Jezeli oba G-nakrycia X; — X, i=1,2 sg nakryciami trywialnymi X; = X x G,
to dowolne przeksztalcenie zbioru G — G wyznacza ich morfizm. Jednak G — morfizméw jest
znacznie mniej, bo tyle ile elementéw grupy G — obraz dowolnego punktu postaci (x, 1) wyznacza
juz przeksztalcenie ekwiwariantne.

Przyktad 18. Niech Z3 = {1, p, p?}. Niech ¢ = ewp%. Rozwazmy dwa dzialania Zs na sferze
S1: w pierwszym automorfizm wyznaczony przez generator p jest mnozeniem przez ¢ a w drugim
mnozeniem przez (2. Oba dzialania prowadza do trzykrotnego nakrycia regularnego S* — S*
odpowiadajacego podgrupie 3Z < Z = m1(S'). Nakrycia te sa izomorficzne, ale nie jako G-
nakrycia, gdyz zaden z trzech izomorfizméw nakry¢ nie jest ekwiwariantny.

6.2 G — nakrycia a grupa podstawowa

Dla dalszych rozwazan ustalmy grupe G, przestrzen X z punktem wyréznionym xg € X.
Twierdzenie 14. Niech p: X — X bedzie G-nakryciem. Wéwczas
a) Wybér punktu & € X, & € p~*(zq) definiuje homomorfizm

Yz : 7T1(X, wo) — G.

b) Jezeli T,1' € X, 7,7 € p~l(x0), to wyznaczone przez te punkty homomorfizmy réiniq sie o
automorfizm wewnetrzny grupy G, to znaczy istnieje element g € G, taki ze oz = (g-g~1)ows.

¢) Jezelip : X — X jest G-nakryciem spéjnym i oz : m(X,20) — G homomorfizmem wyzna-
czonym przez & € X , to podgrupg wyznaczajgcq klase izomorfizmu nakrycia p (zapominamy
o dzialaniu G!) jest .
pym (X, T) = ker pz < (X, 20).

Dowéd. a) Wybér punktu & € p~!(zg) pozwala okresli¢ bijekcie G — p~'(zg) w ktérej ele-
mentowi g € G przyporzadkowany jest punkt ¢g(Z). Jej odwrotno$é oznaczymy symbolem v;.
Homomorfizm ¢; : 71 (X, z9) — G definiujemy wzorem ¢z ([w]) = vz(@(1)) gdzie @ jest podnie-
sieniem petli w o poczatku w punkcie Z. Pozostaje sprawdzié, ze istotnie jest to homomorfizm,
co pozostawiamy czytelnikowi.

b) Niech g € G bedzie takim elementem, ze g(Z) = &’. Wowczas vz = vz g. Niech @ bedzie
podniesieniem petli w o poczatku w punkcie . Wowczas g jest podniesieniem petli w o po-
czatlen w punkeie &', Mamy @z ([w]) = var (9(1)) = guar (@(1)) = gra(@(1))g " = gooa(w))g .

c) Z okredlenia homomorfizmu ¢z jest jasne, ze ker ¢z = py(m1(X,T)), co dowodzi tezy.

O



Twierdzenie 15. Niech G bedzie ustalong grupg, a X wustalong przestrzeniq z wyroZnionym
punktem xg € X. Wowczas:

a) Dla kaidego homomorfizmu ¢ : m(X,z0) — G istnieje G- nakrycie p : X — X i punkt
wyrézniony & € X, T € p~Y(xg), dla ktérego oz = .

b) Jezeli py : X, — X, pg : X, = X sq¢ G-nakryciami nad X z wyréinionymi punktami
T € pl_l(:cg), o € pgl(xo) i wyznaczone przez te punkty homomorfizmy ¢z, i vz, sq réwne,
to istnieje G-izomorfizm nakryé f : X1 — Xo, dla ktérego f(Z1) = Z2.

Dowdd. a) Jezeli mamy dany homomorfizm ¢ : 71(X, z9) — G, to definiuje on prawe dzialanie
m1(X, o) na zbiorze G przez prawe przesuniecia. Niech X, = X _bedzie nakryciem uniwersal-
nym. Definiujemy G-nakrycie py : X¢ — X wzorem X¢ = G X X,. Dzialanie grupy G na Xy
zadane jest wzorem g[h, Z] = [gh, Z|, a wyr6znionym punktem jest & = [e, Tg]. Sprawdzenie, ze
pz = @ pozostawiamy czytelnikowi,

b) Z poprzedniego punktu wynika, ze p1,(m (X1, #1)) = pgﬁ(ﬂ'z()zg, Z3)), co w Swietle kryte-
rium istnienia podniesienia oznacza, ze istnicje dokladnie jeden morfizm nakryé f : X — Xo,
dla ktérego f(Z1) = Za. Z réwnosci homomorfizméw ¢z, = ¢z, wynika natomiast, ze jest on
przeksztatceniem ekwiwariantnym. O

Dla grupy G oznaczmy przez Inn(G) grupe automorfizméw wewnetrznych grupy G. Grupa
ta dziala na zbiorze Hom(H, ), dla dowolnej grupy H. Przez Rep(H, G) oznaczamy zbidr orbit
Hom(H, G)/Inn(QG).

Rep(H,G) = Hom(H, G)/Inn(G)

Dla grupy G i przestrzeni X przez Covg(X) oznaczamy zbiér klas G— izomorfizmu G-nakryé
nad X.

Whniosek 19. Niech G bedzie grupg a (X, xo) przestrzeniq z wyrdznionym punktem. Istnieje
naturalna bijekcja zbiorow

Covg(X) — Rep (m (X, x0), G).

Przyktad 19. Wréémy do przykladu 18. Niech 1 € S! bedzie punktem wyréznionym zaréwno
w przestrzeni nakrywanej jak i nakrywajacej, Dla pierwszego dzialania grupy Zs na S' homo-
morfizm m1(St,1) = Z — Z3 posyla generator grupy Z na element p, dla drugiego dziatania
na element p?. Dla obu dzialaii homomorfizm nie zalezy od wyboru punktu, bo grupa Zs jest
przemienna. Dla obu homomorfizméw jadro jest rowne podgrupie 3Z, wiec nakrycia sa izomor-
ficzne. Homomorfizmy te wszakze nie réznia sie o automorfizm wewnetrzny (Inn(Zs) = 1) wiec
rozpatrywane Zs — nakrycia nie sa Zs — izomorficzne.

Przyktad 20. Dla nakrycia trywialnego X xG — X i dowolnego punktu & € X x G wyznaczony
przezen homomorfizm jest trywialny.

6.3 Zadania

6.3.1. Wykazaé, ze nakrycie indukowane z G-nakrycia jest G-nakryciem.

6.3.2. Wykazaé, ze operacje sklejania nakry¢ opisang w rozdziale 7 mozna przenie$¢ na G —
nakrycia.

6.3.3. Niech ¢ : G — H bedzie homomorfizmem grup. Niech X — X bedzie G- nakryciem.
Pokaza¢, ze H X X — X jest H nakryciem.



Definicja. Niech X bedzie przestrzeniq spéing i lokalnie tukowo spéjng. Nakrycie p: X — X
nazywa sie abelowe witedy i tylko wtedy, gdy jest ono G — nakryciem i G jest grupg abelowq.

6.3.4. Niech X — X oznacza nakrycie odpowiadajace homomorfizmowi
(X, o) = (X, 20)aper = T1(X, x0)/[m1(X, x0), 1 (X, 20)]. Pokazaé, ze jezelip : Y — X jest
G —nakryciem abelowym, toY = G X¢Xabel dla pewnego homomorfizmu ¢ : G — 71 (X, o) apel-

Pokazaé, ze jako nakrycie ( bez rozpatrywania dzialania grupy G), Y = Xu/H, gdzie
H< 7T1(X, :L‘O)abel~

6.3.5. Opisaé przestrzen nakrycia i dzialanie grupy Zg dla Zg — nakrycia torusa wyznaczonego
przez homomorfizm h: Z x Z — Zg X Zs3, h(x,y) = (z(mod2), y(mod3)).

6.3.6. Niech p: E — B ip': E' — B beda G-nakryciami nad spdjng i lokalnie tukowo
spéjna baza. Zbadaé, czy dowolne f € Cov(E, E') jest G — odwzorowaniem.



Rozdziat 7

Twierdzenie Seiferta van Kampena

7.1 Grupy wolne

Wprowadzimy bardzo wazne w teorii grup pojecie grupy wolnej generowanej przez ustalony
zbidr.
Definicja. Grupg wolng generowanq przez zbior I nazywamy grupe F(I) wraz z wloZeniem

I —— F(I) takim, ze dla dowolnej grupy G oraz odwzorowania zbioréw f : I — G istnieje
doktadnie jeden homomorfizm f : F(I) — G taki, ze f|I = f.

I > F(I)

%

7 powyzszej definicji tatwo wynika, ze grupa wolna o zadanym zbiorze generatoréw jest wyzna-
czona jednoznacznie z dokladnoscia do izomorfizmu. Ponadto dowolne odwzorowanie zbioréw
f I — J wyznacza dokladnie jeden homomorfizm f : F(I) — F(J), dla ktérego przemienny

jest diagram:
I
fl
J

Podgrupe grupy F(I) generowana przez zbiér I oznaczamy symbolem () a jej elementy na-
zywamy stowami o literach z alfabetu I. Pokazemy, ze z definicji wynika, iz zgodnie z nazwa
grupa F'(I) jest generowana przez zbiér I.

f

G

——F()

g

——=F(J)

Stwierdzenie 34. Jezeli F(I) jest grupg wolng generowanqg przez zbior I, to F(I) = (I).

Dowéd. 7 definicji grupy wolnej wynika, ze istnieje dokladnie jeden homomorfizm i : F(I) —
(I') bedacy identycznoscia na I. Ztozenie i oraz inkluzji (I) C F(I) jest homomorfizmem
F(I) — F(I) bedacym identycznoscia na zbiorze I. Z drugiej strony identycznos¢ idp(p :
F(I) — F(I) tez ma te¢ wlasnosé, skad wynika, ze F'(I) = (I ). O

Przyktad 21. Jezeli I = {a} jest zbiorem jednoelementowym, to grupa F'({a}) jest izomor-
ficzna z grupag liczb catkowitych Z.

Dowéd istnienia grupy wolnej o wickszej liczbie generatoréw nie jest juz tak prosty, choé
"kandydatura” jest do$¢ oczywista. Rozpatrujemy zbioér wszystkich stow postaci 1 xo®2 ... x, "
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a; € Z\{0}, n € N oraz stowo puste (). W zbiorze tym wprowadzamy oczywiste relacje réwnowaz-
nosci, a dziatanie grupowe polega na dopisywaniu jednego stowa za drugim. Nalezy pracowicie
sprawdzi¢, ze dziatanie grupowe jest poprawnie okreslone i spetlnia wszystkie aksjomaty grupy.
My wykorzystamy do dowodu istnienia grupy wolnej rozwazania topologiczne. Okazuje sie, ze
prawdziwe jest nastepujace

Twierdzenie 16. Jezeli I jest dowolnym zbiorem, to

F(I) ~ m(\/ 8}, 1)

el
gdzie Vicr S} = S a element i € I utozsamiamy z wloZeniem S* = S} C Vier St

Twierdzenie to udowodnimy w nastepnym rozdziale. W dalszym ciagu tego rozdziatu zaktadamy
jego prawdziwo$é.

Uwaga-Zadanie: W teorii grup wprowadza si¢ pojecie wolnej grupy abelowej o zadanym zbiorze
generatoréow. Definicja jest analogiczna do powyzszej - zadamy by kazda funkcja okreslona na
zbiorze generatorow o wartosciach w dowolnej grupie abelowej miata jednoznaczne przedtuzenie
do homomorfizmu. Pokazaé, ze wolna grupa abelowa o skoriczonej liczbie generatoréow jest izo-
morficzna ze skonczonym produktem grupy liczb catkowitych. Jaka przestrzen ma taka wilasnie
grupe podstawowa?

Whniosek 20. Kazda grupa jest obrazem pewnej grupy wolnej.

Dowdd. Niech G bedzie grupa a S jej dowolnym zbiorem generatoréw. Z definicji grupy wol-
nej wynika, ze istnieje (dokladnie jeden dla wybranego zbioru generatoré6w) homomorfizm

F(S) — G bedacy przedtuzeniem wlozenia S C G. Obraz tego homomorfizmu zawiera S, wiec
jest on epimorfizmem. O

Definicja. Niech G = (S) i niech N < F(S) bedzie jodrem epimorfizmu F(S) — G. Bedziemy
mowili, ze grupa G posiada prezentacje (S | W) , o zbiorze generatoréw S i zbiorze relacji W,
jezeli W C F(S) jest takim zbiorem slow zapisanych w alfabecie S, dla ktérego N < F(S) jest
najmniejszq podgrupg normalng F(S) zawierajgcg W (to znaczy N = <UacEF(S) sWaz~h)).

W tej konwencji F'(S) = (S | 0), ale takze F'(S) = (S | 1). Oczywiscie dana grupa moze
mie¢ bardzo wiele prezentacji. Na ogdl jesteSmy zainteresowani w mozliwie najoszczedniejszym
wyborze zbioréw S i W. Rozstrzygniecie, czy dwie prezentacje przedstawiaja grupy izomorficzne
jest niekiedy bardzo trudnym zadaniem.

Istnieje algorytm rozstrzygajacy powyzsza kwestie, jezeli wiadomo, ze zbidr generatoréw jest
skonczony i grupa jest przemienna. Algorytm istnieje takze dla innych klas grup - co ciekawe
definiowanych geometrycznie np. tzw. grup hiperbolicznych.

Przyktad 22. 1) grupa cykliczna rzedu n, Z, = (a | a™)

2) grupa dihedralna rzedu 2n, Da, = (p, € | p", €2, epep). Niekiedy stosujemy réwniez taki
zapis Do, = (p, e | p"=1,e2=1,epec =p~ 1)

3) F(S)=<SUT | T >, gdzie U oznacza sume rozlaczna zbioréw.



7.2 Sumy wolne z amalgamacja

Opiszemy konstrukcje "sklejania” dwéch grup wzdtuz ich wspoélnej podgrupy, a nawet ogélniej
wzdluz homomorfizméw z pewnej trzeciej grupy.

Definicja. Zaloimy, ze mamy dane dwa homomorfizmy grup o wspdlnej dziedzinie:

H f2

Go

f

G

Sumq wolng grup Gi1, Gao z amalgamacje wzdtuz grupy H nazywa sie grupe G wraz z homo-

. J1 J2 NP . . .
morfizmami G —— G <—— Gy takimi, Ze przemienny jest diagram:

J2

H Gy
f1 J2
G, " G

oraz dla dowolnego przemiennego diagramu homomorfizmow

f2

Ga

istnieje doktadnie jeden homomorfizm h : G — K taki, Ze hy = h o j1 oraz ho = h o jo. Sume
wolng grup G1, Go z amalgamacje wzdtuz H oznaczamy symbolem G xpg Gao. Jezeli H jest
grupg trywialng, to sume wolng z amalgamacjq wzdiuz podgrupy trywialnej po prostu nazywamy
sumg wolng i oznaczamy symbolem G1 * Ga.

Zauwazmy, ze jezeli suma wolna z amalgamacja istnieje to jest wyznaczona jednoznacznie z
doktadnoscig do izomorfizmu. Nie rozstrzygajac na razie, czy suma wolna z amalgamacja zawsze
istnieje rozwazmy przyktady, gdy w ktérych tatwo wykazaé jej istnienie.

Przyktad 23. Suma wolna z amalgamacja diagramu

H—" )
fi
G

istnieje i jest izomorficzna z grupa G1/K, gdzie K = <Ug€G1 gfi(H)g™') jest najmniejsza
podgrupa normalna grupy G zawierajaca obraz fi(H). Homomorfizm j; jest rzutowaniem na



grupe ilorazowa G1 — G1/K. W szczegélnosci jezeli grupa G posiada prezentacje (S | W)
oznacza to, ze jest ona suma z amalgamacja nastepujacego diagramu:

FOW) —2— (1

fw

F(S)

Stwierdzenie 35. W diagramie

G

niech H = (T), zas grupy G1,G2 majg prezentacje G; = (S; | W;). Wowczas suma wolna z
amalgamacjq istnieje ¢ ma nastepujgcg prezentacje:

G1xg Gy = <Sl L Ss ‘ Wi U Wy U {fl(t)fg(t)_ll te T} >
Homomorfizmy j; dane sq przez wlozenia S; C Sy U Ss.

Dowdd. Rozpatrzmy dowolny przemienny diagram homomorfizmow

(T) —Ls (5 | W)
fi
(S1 | W) S
h1

K

Istnieje dokladnie jeden homomorfizm A’ : F(S; U Se) — K, taki ze h'(s) = h;(s), dla s € S;.
Jezeli x € W;, to oczywiscie x € kerh/. Ponadto z przemiennosci diagramu, dla kazdego
t €T, W(fi(t)) = W (f2(t)), a zatem h' wyznacza homomorfizm h : (S U Sy | Wi UWa U
{f1(t)f2(t)~1: t € T}) spetiajacy warunki definicji. Jego jedynosé wynika z jedynosci homo-
morfizmu 7. O

Whniosek 21. Suma wolna grup wolnych F(S)x F(T) istnieje i jest izomorficzna z grupg wolng
F(SUT). Homomorfizmy j1,j2 sq¢ zdefiniowane przez wiozenia S C SUT orazT C SUT.

Whiosek 22. Jezeli w diagramie

Gy

homomorfizmy f1 i fo sq trywialne, to suma wolna z amalgamacjq jest izomorficzna z sumg
wolng G1 * Ga.

Podobnie jak istnienie grupy wolnej tak istnienie sumy wolnej z amalgamacja wykazemy to-
pologicznie w nastepnym rozdziale.. Upraszczajac, pokazemy ze "sklejaniu ” przestrzeni wzdtuz
podprzestrzeni odpowiada "sklejanie” grup podstawowywch wzdluz grupy podstawowej czesci
wspoOlnej.



7.3 Dowdd twierdzenie Seiferta-van Kampena

Pojecia wprowadzone w poprzednim rozdziale postuzg nam do sformutowania twierdzenia opi-
sujacego grupe podstawowa przestrzeni bedacej suma podprzestrzeni X = U UV w terminach
grup podstawowych przestrzeni U, V, U NV.

Zalozenie: Dia uproszczenia bedziemy zakladad, ze wszystkie rozwazane przestrzenie sq lokalnie
tukowo spdjne i posiadajq nakrycie uniwersalne, to jest male petle sq sciggalne.

Twierdzenie 17. Jezeli U,V C X sq¢ dwoma otwartymsi podzbioramsi przestrzeni X takimi, Ze
X =UUV orazUNV sqg zbiorami tukowo spdjnymi, to dla dowolnego punktu xro € U NV w
diagramie

ﬂl(UﬂV,l'o) v 7r1(V,ac0)

iU Jv

(U, zo)

m1 (X, zo)

w ktorym wszystkie homomorfizmy sq indukowane przez wlozenia podzbioréw, grupa mi (X, xo)
jest sumg wolng grup w1 (U, xo) i 71(V,x0) z amalgamacje wzdiuz 7 (U NV, xg).

Uwaga: Z zatozen wynika, ze U i V sa takze tukowo spdjne. Przedstawimy dwa dowody tego
twierdzenia — klasyczny i dowdéd Grothendiecka wykorzystujacy G — nakrycia. Zaczynamy od
dowodu klasycznego.

7.3.1 Dowdd 7klasyczny”

Dowdd. Niech hy : m(U,xz0) = G oraz hy : m1(V,20) — G beda homomorfizmami takimi, ze
hioiy = hgoiy. Musimy wykazaé istnienie i jednoznacznosé homomorfizmu h : 7 (X, zg) — G.
Dla kazdego punktu z € X wybierzmy na uzytek dowodu droge v, o poczatku w punkcie zg i
koncu w punkcie z. O wyborze tym zakladamy jedynie, ze dla kazdego punktu =z € U droga -,
jest zawarta w U i analogicznie dla punktéw U NV iV oraz, ze 7, jest droga stala.

Niech w : I — X bedzie droga. Niech n € N bedzie taka liczba, ze % jest liczbag Lebsgue’a
pokrycia w1 (U) Nw™!(V) = I. Dla uproszczenia oznaczeri niech ~y; bedzie droga jak wyzej
o konicu w punkcie w(%), k=0,...,n. Zatem g i v, sa drogami stalymi. Rozpatrzmy petle
We = Ye—1 *w|[b i *xvi L k=1,...,nizauwazmy, ze [w] = [w *wa * - - - x wy|. Kazda z petli

wy, jest zawarta W U lub w V', wiec odwzorowanie h mozemy zdefiniowa¢ tylko w jeden sposéb:

h([w]) = heqy(lwr]) -+ - he(n) ([wn)),

gdzie hc(;) jest towne hy lub he w zaleznosci od tego, czy petla lezy w U, czy w V. Jezeli petla
lezy w U NV, to z rownosci hy o iy = ho o iy homomorfizmy hj i hy przyjmuja na niej te sama
wartosc.

Jest jasne, ze jesli powyzsza definicja jest poprawna, to h jest homomorfizmem i jest wyznaczone
jednoznacznie. Pozostaje wiec sprawdzi¢, ze przeksztalcenie h jest dobrze okreslone - to znaczy
nie zalezy od podzialu odcinka i klasy homotopii petli. Jest oczywiste, ze rozdrobnienie podziatu
odcinka prowadzi do tej samej wartosci h([w]). Zalézmy wigc, ze [w] = [7] i ze H jest homotopia,
H, =wiH),  =r7.Niechn € N bedzie takie, ze przy podziale I X I obraz przy homotopii H
kazdego kwardacika o boku % jest zawarty w U lub w V. Pokazemy, ze dla kazdego 0 > [ > n—1,
h([H (-, HTI)]) = h([H(, %)]), co implikuje teze. Przyjmijmy wygodne oznaczenia: ~;; bedzie
droga o konicu w punkcie H(%, %), kE,1=0,...,n. Drogi~;iyn, sa wiecstale. Dlak,l =0,...,n

rozwazmy petle

1

Wil = Ye—1, *H\[k;l * Vel s
=1,

3
S|~

]x



—1
Okl = Vh,l— 1*H|k KL

-1 1
nﬁ

Drogi po bokach kwadratu sg homotopijne Wzglgdem koncéw (Zadanie 4.4) i wynika z tego,
7€ (W * Ok1] = [Ok—1, * Wii41], czyli

Wk i) = [oh—10 % Whit1 * 04 )
Mamy
l
[H ()] = ] * fwag] - ¢ fwny]

Z definicji przeksztalcenia h:

h([H(, g)]) :he(l,z)([wl,l]) ) he(z,l)([wz,l]) cee he(l,l)([wn,l]) =
=hey(wrir] % o)) - hep (o * w1 *0571) - henay ([0n-10 % wn 1)),
gdzie hepy jest réwne hy lub hy w zaleznosci od tego, czy rozpatrywana petla lezy w U czy
w V', co ma sens, bo dla dowolnych k, [, petle wy; i op_1 % wi 41 * a,;ll leza w jednym z tych

zbioréw. Poniewaz hy i hy sa homomorfizmami, hep, 1) = Peir1,) = Pek,i+1), tO he(k,l)([o-];ll]) :
Pegrg1,)([ok]) = 1 iz powyzszej réwnosci dostajemy

l
h([H (-, ﬁ)]) =hen ([wii+1]) - hep ([w2i41]) - - - e ([wni]
[+1
=h([H(-,—))).
(HG, )
Konczy to dowdd twierdzenia Seiferta van Kampena. O

7.3.2 Dowdd Alexandre Grothendiecka

Zanim przystapimy do dowodu, zauwazmy, ze konstrukcje sklejania nakry¢ mozemy rozszerzy¢
na G — nakrycia.

Sklejanie G — nakryé. Niech X = U; U Uy bedzie sumg podzbioréw otwartych i niech nad
kazdym z nich bedzie dane G — nakrycie p; : U — U, i = 1,2, zaé nad ich czgéci@ wspdlng
U1NUsz niech bedzie zadany G — izomorfizm obcig¢ tych nakryé h : p (U1 NUy) — 128 (U1 NU3).
Wtedy przeksztalcenie p : X; U, Xo — X dane wzorem p([%;]) = pi(;) dla & € U; jest G —
nakryciem. Dowo6d pozostawiamy czytelnikowi.

Przypominamy, ze zalozyliSmy, ze w rozpatrywanych przestrzeniach male petle sa $ciagalne
i do przeprowadzenia dowodu Alexandre Grothediecka bedziemy z tego korzystac.

Dowdd. Niech G bedzie dowolna grupa i niech hy : 7 (U, z9) — G oraz hy : m(V,z9) — G
beda homomorfizmami takimi, ze hy o iy = ho o iy. Na mocy twierdzenia 15 homomorfizm
hy wyznacza punktowane G-nakrycie py : U —> U, 2y € p] Y(z0) a homomorfizm hy wyznacza
punktowane G-nakrycie ps : V — V, &y € Dy Y(xg). Poniewaz hy o iy = hg oiy, tonad UNV
istnieje (dokladnie jeden) G—izomorfizm nakryé: f : (7|Umv — ‘7|UW, f(@y) = Zy. Sklejajac
nakrycia p; i py wzdluz f definiujemy G-nakrycie X := U[[V /& ~ f(@) — X z punktem
wyréznionym & = [Zy], co wyznacza homomorfizm h : w1 (X, z9) — G. Z konstrukcji nakrycia
X wynika, ze ho jy = hi i ho jy = hs.

Pozostaje wykazanie jedyno$ci homomorfizmu h. Niech b’ : 7m1(X,z9) — G bedzie homo-
morfizmem dla ktérego h' o jy = hy i b/ o jy = ha. Niech p’ : X’ — X bedzie G — nakryciem
z wyréznionym punktem & € p'~'(xg), ktére wyznacza homomorfizm h'. Z twierdzenia 14
wynika, ze dla dowodu réwnosci h = h' musimy pokazaé, ze istnieje G— izomorfizm nakry¢
E: X — X/, k(z) = 2'. Z réwnosci b’ o jy = hi i h' o jy = hy wynika, ze istnieja G — izo-
morfizmy ki : U — X’U, ky(Zy) = @' 1 ko : V = X’V, ko(Zy) = &'. Wystarczy sprawdzié,



ze G- izomorfizmy ki i ko mozna sklei¢ do G— izomorfizmu X — X’. Oczywiscie kojymy © f 1
k1)yny sa G- izomorfizmami Uhmv — Xllumv przeprowadzajacymi punkt Zy na punkt #’. Taki
izomorfizm jest tylko jeden, wiec k|, o f = k1|, 1 dobrze zdefiniowany jest G - izomorfizm

k:X — X', O

Wniosek  23. Jezeli (X,z9) ¢ (Y,yo) s¢ przestrzeniami 2z  wyrdznionymi
punktami, takimi, zZe oba sq retraktami deformacyjnymi swoich pewnych otoczen otwartych.
Wowczas wlozenia w bukiet (X V'Y, (xo,y0)) definiujg izomorfizm

(X, z0) * T (Y, 90) ~ (X VY, (z0,%0))-

Przedstawimy teraz kilka wnioskdéw, ktére powinny przekonaé¢ Czytelnika o wielkiej wadze
twierdzenia Seiferta-van Kampena w algebrze i w topologii.

Dowdd. Twierdzenia 16 Z wniosku 23 wynika przez indukcje, ze
m(STV .. VSU1]) 2 Z K.« Z.

jest grupa wolna o n-generatorach. Poniewaz F(1) ~ Z, wiec z wniosku 21 wynika, ze F(n) =
F(1) x ... x F'(1). Pokazemy teraz, ze jezeli I jest dowolnym zbiorem oraz dla kazdego i € I,
Sl = S! 7 wyréznionym punktem 1 € St, to

P(I) ~ m(\/ S}, [1).

il

Zdefiniujemy wlozenie I — m1(\/,¢; SL [1]) — elementowi i € I przyporzadkowujemy jiﬁ(’idsil).
Czytelnikowi  pozostawiamy  sprawdzenie, ze  istotnie  jest to  wlozenie.
Niech teraz f : I — G bedzie dowolnym odwzorowaniem w grupe G. Musimy wykazaé ist-
nienie i jednoznaczno$é¢ homomorfizmu f : 71(V,c; S}, [1]) = G bedacego przediuzeniem f.
Niech w : I — \/,; S} bedzie petla zaczepiona w punkcie [1]. Ze zwartoéci odcinka wynika,
ze obraz w([l) jest zawarty w pewnym skoniczonym bukiecie \/,. I, Sl-l. 7 wniosku 23 wiemy, ze
1 (Vier, St [1]) = F(L,), a wiec ze istnieje f‘lw :m1(Vyer, S, [1]) = G bedacy przedhuzeniem
J|;, - Definiujemy
F(w]) = i, Puy([w])),

gdzie p,, jest rzutowaniem na bukiet \/,. I, Sil, to znaczy wszystkie sfery SZ.1 dla
i ¢ 1, przeksztalca w punkt bukietowy, a na sferach S} dla i € I, jest identycznoscia. Spraw-
dzenie, ze powyzsza formuta definiuje jedyny homomorfizm pozostawiamy czytelnikowi. O

Nastepny wniosek pozwoli nam wykazaé, ze dla dowolnej grupy G istnieje przestrzen X
taka, ze m1 (X, z9) ~ G.

Whiosek 24. Niech {f; : (S',1) — (X, z0)}ier bedzie rodzing przeksztalcer z okregu w prze-
strzen tukowo spojng X a Yy = \/;cp D? Uys X przestrzeniq powstalq przez doklejenie do X
dyskéw 2-wymiarowych przy pomocy odwzorowania f = \/;c; fi : Vier Sl — X. Wtedy wloZenie
X C Yy indukuje epimorfizm na grupie podstawowej (X, xo) — 71 (Yy, o) ktorego jodrem jest
najmniejsza podgrupa normalna zawierajgca elementy [f;] € m1(X,x0), i € I.

Dowdd. Z twierdzeniea Seiferta - van Kampena dla przestrzeni Yy wynika, ze grupa (Y7, zo)
jest suma z amalgamacja diagramu:

m(Vier St [1) = F(I)

m(Vier D7, [1]) = {1}



Z przykladu 23 wynika juz teza. Aby zastosowac twierdzenie Seiferta-van Kampena nalezy roz-
patrze¢ obrazy w przestrzeni ilorazowej Y nastepujacych zbioréw otwartych: U = [[;c; int(DZ-z),
V =X U[l;e; Vi, gdzie V; = {2z € D? : |z| > 1/2}. O

Whniosek 25. Dia kazdej grupy G istnieje przestrzen tukowo spojna X, taka ze 71 (X, z9) = G

Dowdd. Konstrukcja takiej przestrzeni wychodzi od prezentacji grupy G =< I|R >. Niech

X =V,c; St Dla kazdego elementu r € R niech 7 : (S',1) — (\/,c; S}, [1]) bedzie wyznaczaja-
cym go przeksztalceniem. Dostajemy przeksztalcenie R : \/, .p St — Vier Sl-l. Z poprzedniego
twierdzenia wynika, ze szukana przestrzenia jest Y =\/ cp D? Ug e/ S} O

Pokazemy jeszcze, ze dowolny homomorfizm grup mozemy zrealizowaé jako homomorfizm
indukowany na grupach podstawowych przez przeksztalcenie przestrzeni topologicznych.

Stwierdzenie 36. Niech ¢ : G — H homomorfizm grup. Istniejg przestrzenie (Y,yo) i (X, xo)
oraz przeksztalcenie f: (Y, y0) — (X, x0), takie Ze m(Y,yo) = G, m1(X,x0) = H @ fy = .

Dowdd. Niech G =< I|R > bedzie prezentacja grupy G. Niech Y bedzie przestrzenia skon-
struowang dla tej prezentacji w dowodzie poprzedniego wniosku. Niech X bedzie dowolna prze-
strzenia tukowo spéjna, taka ze mi(X,z9) = H. Niech f; : (S',1) — (X, xq) bedzie petla
reprezentujaca ¢(i). Definiujemy f = \,c; fi © (Vies SE:[1]) — (X, 20). Przeksztalcenie to
mozna rozszerzy¢ na przestrzen Y, gdyz dla kazdego r € R, ¢(r) = 1. otrzymane rozszerzenie
spelnia warunki stwierdzenia. ]

Na koniec podamy topologiczny dowdd istnienia sumy z amalgamacja dla dowolnego dia-
gramu grup

H f2

Ga
f1

G

Niech (A, ag), (X, x0), (Y, y0) beda przestrzeniami a f1 : (4,a9) — (X, x0), f2: (4,a0) = (Y, y0)
takimi, ze ich grupy podstawowe sa réwne H, G1, G odpowiednio a fiy = ¢; dlat = 1,2. Musimy
jeszcze zadbaé o to by mozna bylto zastosowac twierdzenie Seiferta- van Kampena. Mozemy
zalozy¢, ze przestrzenie sg “dobrze punktowane”, to znaczy ze wlozenie punktéw wyrdznionych
jest korozwléknieniem. Rozpatrzmy przestrzen A x I i przeksztalcenie f: Ax {0} UA x {1} —
X UY, ktore jest réwne f; na A x {0} i fo na A x {1}. Niech Z = Ax I Uy X UY i do tej
przestrzeni stosujemy twierdzenie Seiferta van Kampena.

7.4 Zadania

7.4.1. Udowodnié¢ bezposrednio z definicji, ze jezeli X = U UV jest suma dwdch jednospdj-
nych podzbioréw otwartych oraz U NV jest tukowo spdjna, to przestrzen X jest jednospdjna.
Wywnioskowaé stad jednospojnosé sfer S™ dla n > 2. Podaé¢ inne dowody tego faktu.

7.4.2. Niech xg € ACU C X beda podzbiorami takimi, ze U jest podzbiorem otwartym a
wlozenie A C U jest homotopijna réwnowaznoscia. Niech f : A = Y, f(xo) = yo. Wywnioskowaé
z twierdzenia van Kampena, ze m1(X Uy Y, y9) jest produktem z amalgamacja diagramu:

fi
m1(A, x0) —ﬂ>771(Y,y0) .

|

1 (X, zo)



Wywnioskowaé stad, ze jezeli a: (S',%) — (X, o), X lukowo spéjna i Y = X Uy D?, to
m1(Y,x0) = m(X,z0)/H, gdzie H jest najmniejsza podgrupa normalng zawierajaca [«].

7.4.3. Niech X = D?/ ~, gdzie  ~ y wtedy i tylko wtedy, gdy =,y € S! oraz x/y jest
pierwiastkiem stopnia trzeciego z 1. Przedstawi¢ X = S'uU ¥ D? i zastosowaé poprzednie zadanie
do znalezienia 71 (X, ).

7.4.4. Dla dowolnej grupy G skonstruowaé przestrzen spéjna, dla ktorej m1 (X, z) = G.
* Skonstruowaé zwarta rozmaito$¢é 3-wymiarowa, ktorej grupa podstawowa jest grupa wolng o
k generatorach.
Wskazéwka: Przedstawi¢ G = F/R, gdzie F jest grupa wolna. Skonstruowaé nakrycie nad
bukietem okregéw odpowiadajace R i skorzysta¢ z poprzedniego zadania.

7.4.5. Niech X = T#T bedzie dwupreclem, (tj przestrzenia ktéra powstaje z sumy roztacznej
dwu toruséw przez usuniecie dwoch matych dyskéw w kazdym z nich i utozsamieniu punktow
z S1).

a) Znalez¢ grupe podstawowa X .

b) Pokazaé, ze nakrycie uniwersalne dwuprecla jest Sciagalne. Wywnioskowadé, ze kazde odwzo-
rowanie S™, n > 1 w ten dwuprecel jest $ciggalne.

Wskazowka: Rozpatrzeé nakrycie dwuprecla, takie by przestrzen nakrywajgca byla homoto-
pijnie réownowazna z bukietem okregow.

7.4.6. Niech X = D? x St Uy St x D?, gdzie f: S' x S1 — S! x S! jest dane przez

b). Wyrazié¢ w1 (X, %) w

liniowe przeksztatcenie R> — R? o macierzy catkowitoliczbowej <CCL d

terminach wspétczynnikow a, b, ¢, d.

7.4.7. Niech A = {z € C: } < |7

< 1}, niech X = A/ ~, gdzie z ~ 2’ wtedy i tylko wtedy
gdy |z| =12 |=1iz=—2"1ub |z| = |2

/‘ _ % i (5)3 = 1. Znalezé¢ 1 (X, *).

Definicja. Weztem w K C R?® (K C S2) nazywamy podzbiér R (S3) homeomorficzny z
okregiem S1.

7.4.8. Jezeli K C R3 jest weztem, zaé R® = S3 \ {x0} (przez rzut stereograficzny), to
m(R3\ K, %) ~ m1(S%\ K, *).

Definicja. Niech T = R?/7? bedzie torusem. Niech dla pary liczb naturalnych wzglednie pierw-
szych p,q, Kpq C T bedzie obrazem prostej w R? o réwnaniv pxr = qy. Przyporzedkowujgc

2mixz 1

punktowi (x,y) € T punkt (%e ,ﬁe%iy) € S% mozemy uwazaé, ze T C S3. Wezlem toru-
sowym typu p,q nazywamy K, , C T C S5.

7.4.9. Narysowaé K2,3 i K372.



7.4.10. Pokazaé, ze S3\ K> 3 jest homotopijnie réwnowazne przestrzeni wielomianéw stopnia
3 bez pierwiastkéw wielokrotnych (z topologia podprzestrzeni R*). Skonstruowaé te homotopie.

7.4.11. Niech K = V N 83, gdzie V = {(z,w): 423 + 2Tw? = 0} C C?. Pokazaé, ze K jest
wezlem oraz, ze istnieje homeomorfizm f: S% — S3, taki ze f(K) = Ka3.
Uogolni¢ powyzszy przyklad pokazujac, ze dla liczb naturalnych wzglednie pierwszych wezet
torusowy Kp, C S% jest réwny {(z,w) € C*: 29 = wP} NS>

7.4.12. Niech S? C C2 Niech A = {(z,w) € S3: |2| < |w|}, B = {(z,w) € S3: |z| > |w|}.
Pokazaé, ze A= B = D? x S! s3 pelnymi torusami oraz ANB =T = {(z,w) € S3: |2| = |w| =
%} jest torusem.

Niech K, , bedzie weztem torusowym typu (p, ¢) na torusie T'. Pokazaé, ze
(53 \ Kpq) = {a,b| aPb? = 1}. Pokazaé, ze m1(S° \ Kpq)ap = Z.

7.4.13. Niech m,(X,zo) = [(S", 1), (X, z0)]+. Pokazac¢, ze jezeli p : X — X jest nakryciem,
p(Zo) = o, to py : My (X, To) — ™, (X, 20) jest izomorfizmem.



Rozdziat 8

Rozcinanie ptaszczyzny - twierdzenie
Jordana

Przedstawione tu podejécie do twierdzenia Jordana podaza za Rozdz. XII klasycznego podrecz-
nika K. Kuratowskiego Wstep do teorit mnogosci @ topologis.

Definicja. Powiemy, Ze podzbior A C X rozcina przestrzen X miedzy punktami p,q € X jezeli
p i q nalezqg do dwdch rézinych skladowych spéjnych zbioru X \ A.

Stwierdzenie 37. Jezeli A C X jest podzbiorem domknietym rozcinajocym X miedzy punktami
D 1 q to istniejg zbiory domkniete R > p oraz QQ 3 q takie, 2e RUQ = X oraz RNQ = A.

W dalszym ciagu bedziemy zajmowaé sie rozcinaniem 2-wymiarowej sfery S2. Sfere bedziemy
traktowaé jako plaszczyzne zespolona C uzupelniong o punkt w nieskonczonosci co. Ten model
sfery nazywa sie sfera Riemanna i bedzie oznaczany C. Homeomorfizm miedzy jednopunktowym
uzwarceniem C a sfera S? jest dany przez rzut stereograficzny.

Twierdzenie 18. Niech A C C* ‘bedzie podzbiorem zwartym lub  otwartym.
Zbior A nie rozcina sfery Riemanna C miedzy 0 a oo wtedy i tylko wtedy gdy istnieje galqz
logarytmu na A tzn. wiozenie i : A C C* posiada podniesienie do nakrycia exp : C — C*.

Dowdd. Zaczniemy od przypadku, gdy A jest podzbiorem zwartym.

Jezeli A nie rozcina C miedzy 0 a oo to istnieje tamana C C laczaca 0 z oo taka, ze
A C C*\ . Z lematu/zadania 7?7 wynika, ze istnieje galaz logarytmu na C*\ a wiec po obcieciu
takze na A. Odwrotnie, zalézmy ze A rozcina C miedzy 0 a co oraz istnieje galaz logarytmu na
A. Wykazemy, ze prowadzi to do sprzecznosci. Skonstruujemy odwzorowanie f : C*U{oo} — C*
takie, ze f|C* ~ id, co prowadzi do sprzecznoéci, bowiem C* U {oc} ~ R? a wiec jest zbiorem
Sciggalnym, natomiast id : C* — C* nie jest homotopijne z odwzorowaniem statym.

Na mocy stw. 14.2 istnieja podzbiory domkniete R > 0 oraz Q > oo takie, ze RUQ = C
oraz RN = A. Odwzorowanie f zdefiniujemy osobno na zbiorach R i @ w sposéb zgodny na
ich przecieciu, czyli A. Niech i : A — C bedzie galezia logarytmu na A. Z twierdzenia Tietze
odwzorowanie 7 mozna rozszerzy¢ do pewnego odwzorowania ciaglego f :QQ - C.Dlaze@
kladziemy f(z) := exp(f(z)), natomiast dla z € R, z # 0 kladziemy f(z) := z. Z definicji
logarytmu wynika, ze te odwzorowania pokrywaja sie na A a wiec definiuja odwzorowanie
f:C*U{oo} — C* Poniewaz 0 € Int(R) a wigc istnieje maly okrag S! o $rodku w 0 taki,
ze f|S} = id skad wynika, ze f|C* ~ id. Zalézmy teraz, ze A jest podzbiorem otwartym i
sprowdzimy ten przypadek do poprzednio rozwazanego. Zbior A mozna wypelni¢ wstepujacym
ciggiem podzbioréw zwartych Fy C Fp C ... C A. Wykazemy, ze A rozcina miedzy 0 a oo wtedy
i tylko wtedy gdy wszystkie dostatecznie duze zbiory Fj rozcinaja. Niech C\ A = By U By, gdzie
BoU i By sa roziacznymi podzbiorami domknietymi w C, a wiec zwartymi. Wynika stad, ze
istnieja roztaczne zbiory otwarte Uy O By oraz Us, D Bao. Zbiér C\ (Ug U Us) jest zwarty,
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zawarty w A i oczywiécie rozcina C miedzy 0 a co. Sprawdzenie, ze jezeli na kazdym ze zbioréw
F; istnieje gataz logarytmu, to istnieje ona takze na A pozostawiamy Czytelnikowi. ]

Whiosek 26. Dowolny domkniety lub otwarty zbior jednospdjny A C C* nie rozcina C miedzy
0 a oo.

Dowdd. 7 twierdzenia ... wynika, ze na A istnieje gataz logarytmu. O
Whiosek 27. Niech A, B C C sq podzbiorami otwartymi lub domknietyms.

a) jezeli A i B nie rozcinajg C miedzy p,q € C oraz przeciecie AN B jest spdjne, to suma AUB
tez nie rozcina C miedzy p i q.

b) jezeli A i B sq spojne, natomiast AN B jest niespdjne, to AU B rozcina miedzy pewng parg
punktow.

Dowdd. Ad a) Stosujac homeomorfizm h(z) = z — p/z — ¢ mozna zaltozyé, ze p = 0 a ¢ = 0o
i skorzysta¢ z twierdzenia 14.3. Wtozenia iy : A C C oraz ig : B C C posiadaja podniesienia
ia: A— Coraz ig : B — C Z jednoznacznosci podniesienia na zbiorze spéjnym wynika, ze
dla z € AN B mamy i4(z) = ip(z) + 2mik, stad otrzymujemy podniesienie nad AU B. Ad b)

Oznaczmy A’ := C\ A oraz B’ := C\ B i zal6zmy przeciwnie, ze zbiér C\ (AU B) = A' N B’
jest spéjny. Niech p,q € AN B beda dowolnymi punktami. Poniewaz zbiory A, B sa spdjne wiec
A’ i B’ nie rozcinaja miedzy p,q Poniewaz A’ N B’ jest spdjne wiec na mocy punktu 1. A’ N B’
tez nie rozcina miedzy p,q, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze AU B = C\ (A’ N B’) nie jest
spojne. O

Twierdzenie 19. Niech f : St — C bedzie odwzorowaniem réznowartosciowym. Jego obraz
K = f(SY) rozcina C miedzy pewnqg parg punktéw, co wigcej C\ K = UUV gdzie U,V sq
roztgeznymi spdjnymi zbiorami otwartymi oraz OU =V = K.

Dowdd. Skorzystamy z dotychczasowego dorobku. Rozbijmy okrag na sume dwéch tukéw S =
St U St takich, ze ST N SY = {—1,1} i oznaczmy odpowiednio ich obrazy przez Ky i K_.
Poniewaz K, N K_ jest zbiorem dwupunktowym wiec z Wniosku 14.4.2 wynika, ze zbiér K
rozcina C miedzy pewnymi punktami.

Niech C\ K = U; UUy U U3 U ... gdzie U; sa rozlacznymi, niepustymi spéjnymi zbiorami
otwartymi. Pozostaje wykazaé, ze ciag zbioréw U; sklada sie tylko z dwoch wyrazoéw, oraz ze
oU; = K = 0U,.

Na poczatek zauwazmy, ze niezaleznie od tego ile jest zbioréw U;, to dla kazdego OU; = K.
Istotnie z definicji brzegu wynika, ze OU; C K. Gdyby inkluzja byla wlasciwa, to zbiér OU;
byltby zwarty w zbiorze homeomorficznym z odcinkiem, a wiec na mocy Wn.14.4 nie rozcinal-
by, co prowadzi do sprzecznosci bo dU; oczywiscie rozcina sfere. Mamy zatem dla kazdego ¢
rownoéé¢ OU; = K. Pokazemy teraz, ze w ciagu U; wystepuja dokladnie dwa zbiory. Zat6zmy
przeciwnie, tzn. ze mamy co najmniej trzy (niepuste) zbiory Uy, Us, Us oraz, ze zbiér Us jest
ograniczony (nie zawiera oo). Wybierzmy dowolny punkt ps € Us oraz rozpatrzmy dowolng
prosta przechodzaca przez ten punkt. Mozna na niej wybraé¢ punkty a, b takie, ze ps € [a, b] oraz
[a,b] N K = {a,b}. Punkty a,b € K dziela K na dwa tuki Ky i K_ o wspdlnych koncach. Roz-
patrzmy zbiér K Ula,b]. Wybierzmy punkty p; € U; oraz py € Us. Zbiér K, a wiec tym bardziej
K U [a, b] rozcinalby sfere miedzy punktami p; i pa. Pokazemy, ze jednak nie jest to mozliwe.
Zauwazmy, ze zbiory K, U [a,b] oraz K_ U [a,b] nie rozcinaja sfery miedzy punktami p; i po,
bowiem 0U; = K = 9U,. Wynika stad na mocy Wn., ze K U [a,b] = (K4 U[a,b]) U (K_U]la,b])
tez nie rozcina miedzy tymi punktami, co prowadzi do sprzecznosci. ]



Rozdziat 9

Teoria homologii

9.1 Kompleksy symplicjalne, homologie symplicjalne

9.2 Aksjomaty Eilenberga Steenroda

Definicja. (Eilenberg- Steenrod) Niech A bedzie pelng podkategoriq kategorii par przestrzeni
topologicznych, takq ze:

1) jezeli (X, A) € A, to pary (X, X),(X,0),(A4,A),(A,0) oraz (X x I,A x I) nalezq do A
2) (x,0) € A

Pare (X,0) bedziemy oznaczaé przez X

Teorig homologii H, na kategorii A nazywamy:
e cigg kowariantnych funktoréow H, : A — Ab, n € NU {0} w kategorie grup abelowych
e cigg transformacji naturalnych Oy, : Hp(X, A) — Hp—1(A)

takich ze:

1) homotopia jezeli f,g: (X, A) — (Y, B) sq¢ homotopijne, to f. = g« : Hy(X,A) - H,(Y.B)
dla kazdego n;

2) ciag doktadny pary dla dowolnej pary (X, A) cigg

T

Ho (X)L Ho (X, A) -2 Hyy 1 (A)

s

'* a’n
e HL (X, A) S H L (A)
jest dokladny, gdziei: A — X ij:(X,0) = (X, A) sq¢ wloZeniami.

3) wycinanie Jeieli U C X jest otwartym podzbiorem, takim ze U C intA, to wlozenie
(X\U,A\U) — (X, A), indukuje izomorfizm H,(X \U, A\U) — H,(X, A) dla kazdego n;

4) wymiar H,(x) =0 tylko dla n # 0. Grupe Hy(pt) nazywa sie wspélczynnikami teorii.

5) Milnora Dla rodziny zbioréw {X;}icr wloZenia f; : X; — [[ Xi indukujq izomorfizm

Dier Hn(Xi) = Ho(J [ X3)
iel
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9.2.1 Ciag Mayera - Vietorisa

Definicja. Para A, B podprzestrzeni przestrzeni X = AU B nazywa sie wycinajgca, jezeli
wiozenie (A, ANB) — (AUB, B) indukuje izomorfizm homologii H,,(A, ANB) — H,(AUB, B)
dla kazdego n.

7 aksjomatu wycinania wynika natychmiast nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 38. Jezeli X = intA U intB, to para A, B podprzestrzeni przestrzeni X jest
wYcinajgca.

Twierdzenie 20. Cigg Mayera Vietorisa Jezeli para A, B podprzestrzeni przestrzeni X jest
wycinajgcea, to nastepujocy cigg jest dokladny:

A

) EEH (A) @ Ho(B) S Hy (X) =20 Hya (AN B)—

.—H,(ANB

Twierdzenie to pozwala na obliczenie homologii wielu przestrzeni. Jest ono wnioskiem z ak-
sjomatéw i wynika z nastepujacego lematu algebraicznego. My jednak wrécimy do jego dowodu
dla homologii singularnych, gdzie jego dowdéd ma jasng geometryczng interpretacje.

9.2.2 Przyklady obliczen
Nastepujace stwierdzenie ttumaczy geometryczny sens homologii relatywnych.

Stwierdzenie 39. Jezeli A C X jest parqg Borsuka (korozwldknieniem), to dla kazdego n,
przeksztalcenie p : (X, A) — (X /A, %) indukuje izomorfizm Hp (X, A) — Hp(X /A, *).

Dowdd. Niech C'A oznacza stozek nad przestrzenia A i niech U C CA, U = {[(a,t)]: t > 1/2}.
Rozwazmy ciag przeksztalcen:

(X, A)—(X UCA\U,CA\U)—2=(X UCA, CA)—L=(X UCAJCA, ) = (X /A, %)

Jest jasne, ze qji = p. Przeksztalcenie ¢ jest homotopijng réwnowaznoscia, przeksztatcenie
j indukuje izomorfizm homologii z aksjomatu wycinania, przeksztalcenie ¢ jest homotopijng
réwnowaznoscia 11. O

Poprzednie stwierdzenie pokazuje, ze w naturalny sposéb pojawia si¢ potrzeba rozwazania
homologii pary (X, xo), 29 € X.

Definicja. Homologiami zredukowanymi przestrzeni X nazywamy homologie pary (X, zq) i
oznaczamy symbolem: .
H,(X) = H,(X,xg).

Stwierdzenie 40. Dia dowolnej przestrzeni X i dowolnego n, Hy(X) = H,(X) & H, (%)
Dowdd. Rozwazmy ciag pary (X, xo). Homomorfizm H,(z¢) — H,(X) ma lewy odwrotny in-

dukowany przez X — xg, stad dlugi ciagg dokladny rozpada sie na kroétkie rozszczepialne ciagi
doktadne i stad teza. O

Uwaga 7. Niech p: X — * bedzie odwzorowaniem w punkt a p. : H(X) — H(*) homomor-
fizmem indukowanym na grupach homologii. Wéwczas H.(X) = ker p,.

Definicja. Zawieszeniem przestrzeni X nazywamy przestrzenn X = X x I/ ~, gdzie (z,0) ~
(2',0) i@ (z,1) ~ (2/,1).

Przyporzadkowanie przestrzeni jej zawieszenia definiuje funktor X : Top — Top. Nastepne
wazne stwierdzenie méwi, ze funktory Hn+1 oY i H, sa naturalnie izomorficzne dla kazdego
n € NU {0}.



Twierdzenie 21. Dila dowolnej przestrzeni X i dowolnego n € N U {0} istnieje naturalny
izomorfizm

Hyr (SX)—=H,(X).

Dowdd. Rozpatrzmy ciag dokladny pary (CX, X), zauwazajac ze jest to para Borsuka oraz ze
CX /X jest homeomorficzne z ¥X:

5n+1

o Hyt (X) —2= Hy 1 (CX) =2 Ht (CX /X, %) 5 H (X)) —2= Ho(CX) —— ..

H{(CX) —2 = H{(CX /X, %) —2 = Ho(X) —2~ Hy(CX) —

T

.. — H(X)
Dlan>1, H,(CX) =01 6,41 jest szukanym naturalnym izomorfizmem

0 Hy 1 (CX /X, )25 H (X)) ——0.
Dla n =0,

0— = Hi (CX /X, %)~ Ho(X)—> Hy(CX)

zatem H(CX/X, *)Lﬂm(él) = keri, jest izomorfizmem. Ale stozek C'X jest $ciagalny i
keri, 2 Hy(X). O

Powyzsze twierdzenie natychmiast pozwala na policzenie grup homologii sfer. Wystarczy
zauwazyé, ze S™ = SS"~1 oraz ze Hy(S°) = Ho(x).

Twierdzenie 22. Dla sfery S™:

. H dla k =
Hk(Sn) _ 0(*) a n )
0 dla k #n
To obliczenie oraz wynikajaca z funktorialnosci uwaga, ze jezeli dla A C X, r: X — A jest
retrakcja, to 7. : Hi(X) — H.(A) oraz ry : H.(X) — H.(A) sa epimorfizmami latwo prowadza
do dowodu twierdzenia Brouwera:

Twierdzenie 23. (Brouwera o punkcie stalym) Kazide ciggle przeksztalcenie dysku
f: D" — D" n>1 ma punkt staly.

Dowdd. Wystarczy pokazac, ze nie istnieje retrakcja r : D" — S™~1. Taka retrakcja indukowa-
taby epimorfizm r, : H,_1(D") =0 — H,_1(S™!), co jest niemozliwe. O

Zalézmy teraz, ze dla teorii speliajacej aksjomaty Eilenberga Steenroda mamy Ho(x) = Z.

Definicja. Niech f : S — S, n > 0 i niech f, : H,(S") — H,(S"). Wéwczas f.x = ax i
liczbe catkowitq a € Z nazywamy stopniem przeksztalcenia f i oznaczamy symbolem deg f.

Stwierdzenie 41. Niech S" C R"! i niech f bedzie symetrig wzgledem hiperplaszczyzny
x1 = 0. Wowczas deg f = —1.

Dowéd. Dowéd przez indukcje ze wzgledu na n: n = 0:5° = {—1,1} i symetria f transpo-
nuje te punkty. Ho(S°) = Ho({—1}) @ Ho({1}) i fi(a,b) = (b,a). Hy(S°) = ker(Hp(S°) —
Hy(pt)) = {(a,b): a = —b}. Zatem f, obciete do homologii zredukowanych przeksztalca pare
(a,—a) na pare (—a,a) zalézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n — 1. W sferze S™ roz-
patrzmy dwa podzbiory: "pélkule pélnocna” D = {(x1,...2n41): Zny1 > 0} i "potudniows”



D, = {(z1,...2p+1): Tn+1 < 0} - obie sa zachowywane przez symetri¢ wzgledem hiperptasz-
czyzny x1 = 0. Rozpatrzmy przemienny diagram:

Hy (") === Ho(S", D) <—— Hy(Dyy, 8" 1) %> H,, 1 (S™71)

s B B

Hy(8™) == Ho(S", D) <o— Hu(Dyy, 8™ 1) —2> Hyy 1 (S771)

Wszystkie poziome strzatki sa izomorfizmami, ostatnia z dtugiego ciagu doktadnego pary. Prawa
pionowa strzalka jest mnozeniem przez —1, zatem lewa tez.

O
Whiosek 28. Stopieri antypodyzmu S™ — S™ wynosi (—1)"F!
Whiosek 29. Jezeli n jest parzyste, to dla kaZdego przeksztalcenia f : S™ — S™ istnieje punkt
x € 8", dla ktorego f(x) = +x.

9.3 Kompleksy lancuchowe i ich homologie

Niech R bedzie ustalonym pierscieniem przemiennym z 1.

Definicja. Kompleksem tarncuchowym R — modulow nazywamy cigg R — modutow ¢ homo-
morfizmow

On, On—
Ch-1 1... n €7

taki, ze dla kazdego n,
8n_1 o 8n =0.

Homomorfizmy 9, nazywamy homomorfizmami brzegu.

Kompleks tanicuchowy bedziemy oznaczaé symbolem C' = (Cj, di) albo dla uproszczenia po
prostu C.

Definicja. Przeksztalceniem taricuchowym f : C, — C. komplekséw tarcuchowych nazywamy
cigg homomorfizméw R-moduldw, fr,: C,, — C! , dla ktérego ponizszy diagram jest przemienny:

8n an —1
Cn Cn— 1

fni fnll
C/ 8n / 81’1,71
n

n—1

an«l»l

On+1

Mozemy wigc mowi¢ o kategorii komplekséw tanicuchowych R — moduléw i przeksztalcen
tancuchowych. Bedziemy ja oznaczaé CCR.

Definicja. Podmodul ker0, nazywamy podmodulem n — wymiarowych cykli i oznaczamy sym-
bolem Z,(C.) za$ podmodul im0Oy,y1 podmodulem n — wymiarowych brzegéw i oznaczamy
symbolem B, (Cy) . Oczywiscie mamy zawieranie By (Cy) < Zn(Cy).

Wprowadzamy definicje:

Definicja. Modulami homologii kompleksu taricuchowego C = (Cy, 0y) nazywamy moduly ilo-
razowe

Ho(C) = Zn(C)/Bn(C) nelZ



Wygodnie jest rozpatrywaé¢ wszystkie moduty homologii jednoczesnie - piszemy wtedy
H(C\) = @Hn(c*)
neL

i méwimy, ze mamy R — modul z gradacja.
Nietrudno zauwazy¢, ze przeksztalcenie taticuchowe f : Cy — C’ komplekséw tancuchowych
definiuje homomorfizm ich modutéw homologii:

fet Ho(Cy) — Hy(CY), n €z,
co zapisujemy f, : H(C,) — H(C.). Mamy wiec funktor H : CCr — Modgrg z kategorii
kompleksow tancuchowych w kategorie R — moduléw z gradacja.

9.3.1 Homotopia lancuchowa

Wprowadzamy definicje, ktéra jest algebraicznym odpowiednikiem pojecia homotopii przeksztal-
cen ciagtych:

Definicja. Przeksztalcenia laricuchowe f, g : Co — C. sq laricuchowo homotopijne wtedy i

tylko wtedy, gdy istnieje cigg homomorfizméw R-modutéw Dy,: C, — C} 4,

On+2 On+1 On—1
Cn+1 Cn Cn—2
Dn+1 Dn
frt1 || 9n+1 fnl|l9n gn—2
On+2 , On+1 ’ On—1
n+1 Cn 2

taki Ze dla kazdego n
On41Dp + Dy 10y, = frn — gn-

tancuchowa homotopia jest oczywiscie relacja rownowaznosci i méwimy o klasach homotopii
lancuchowej przeksztalcen tancuchowych.

Definicja. Przeksztalcenie laricuchowe f,: Cy — C. jest laricuchowg homotopijng réwnowaz-
nosciqg wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przeksztalcenie laricuchowe g: Cl, — C, dla ktérego
ztozenia go f i fog sq laricuchowo homotopijne z identycznodciami na kompleksach Cy i C,
odpowiednio.

Kategorie kompleksow tancuchowych i klas homotopii przeksztalcen tancuchowych ozna-
czamy symbolem CChpg. Funktor homologii jest funktorem dobrze zdefiniowanym na kategorii
CChp, co jest trescia ponizszego twierdzenia:

Twierdzenie 24. Przeksztalcenia lancuchowo homotopijne kompleksow tancuchowych indukujg
ten sam homomorfizm ich grup homologii w kazdym wymiarze.

Dowdd. Jezeli x € Z,(C,) bedzie cyklem, Wéwczas

f(®) = gn (%) = Opt1Dn(x) + Dy—10p(x) = On1Dn (),

bo 0, (x) = 0. Wynika z tego, ze f,(z) i gn(x) réznia sie o brzeg, wiec klasy homologii f,(z) i
gn(x) sa réwne. O

Wniosek 30. Przeksztalcenie lancuchowe bedgce  lancuchowqg  rownowainoscig
indukuje izomorfizm grup homologii.



Jezeli R jest pierdcieniem liczb catkowitych Z, to méwimy o kompleksach grup abelowych i
ich grupach homologii.

Definicja. Jezeli C., < C, jest podkompleksem kompleksu laricuchowego, to kompleksem ilora-
zowym Cy/CY nazywamy kompleks

anfl
—_—

ey

87L+1 Bn
ce.—C/CL—C,_1/C! 4

w ktorym homomorfizmy brzegu sq¢ indukowane przez homomorfizmy brzegqu kompleksu C.

Moduly homologii kompleksu C\/C. oznaczamy symbolem H(Cy,C%) i nazywamy modulem
homologii pary (Cy, CY%).

9.3.2 Lemat o wezu

Definicja. Cigg 0 — C. — Cy — C” — 0 komplekséw laricuchowych nazywa sie doktadny,
jezeli dla kazdego n € Z cigg 0 — C|, — C,, — C)/ — 0 jest dokladny.

Ciag jak wyzej nazywa sie krétkim ciggiem dokladnym komplekséw tancuchowych. Indukuje
on dtugi ciag doktadny grup homologii i to stwierdzenie nosi nazwe lematu o wezu.

T

Lemat 5. (o wezu) Jezeli cigg kompleksow laricuchowych 0 Cl C, i cl 0
jest dokltadny, to istnieje naturalny homomorfizm 0 : H(CY) — H(CL) stopnia —1, taki Ze
dokladny jest cigg:

L (O e H (C) =L H,y (Cy, ) =2 Hy 1 (C) =

Dowdd. Zaczynamy od definicji naturalnego homomorfizmu 0:Rozwazmy przemienny diagram,
w ktorym kompleksy tancuchowe napiszemy pionowo.

Int1 Jnt1

0 Chia Cpy1 —=Cpyy —>0
Ont1 On41 On+1

0 o, I o 0
n n n
an an 871

0 C, in—l C jn—l C// 0

n—1 n—1 n—1

Jezeli " € Z,,(CY), to z dokladnosci niech = € C), bedzie takie, ze jn(z) = 2. Z przemiennosci
wynika, ze 0, (z) € ker j,—1 a zatem istnieje 2’ € C) _,, dla ktérego i,—1(z") = x. Definiujemy
On([2"]) = [2], gdzie [z] i [2'] oznaczaja klasy homologii. Nalezy sprawdzié, ze ta definicja jest
poprawna, czyli:

o 2’ jest cyklem;

o klasa homologii [2/] nie zalezy od wyboru reprezentanta z klasy [z”];

o klasa homologii [2/] nie zalezy od wyboru elementu x € jT(L — 1)(z").

Nalezy takze sprawdzié¢, ze dlugi ciag grup homologii jest doktadny. O



Uwaga 8. Mozemy tak przenumerowac¢ indeksy, by homomorfizmy brzegu podwyzszaty indeks
o jeden. Méowimy wowczas o kompleksie kotancuchowym, homomorfizmach kobrzegu, kocyklach
i kobrzegach oraz modutach kohomologii. Wszystkie pojecia wprowadzane dla komplekséw tan-
cuchowych i dotyczace ich stwierdzenia maja swoje oczywiste odpowiedniki dla komplekséw
kotancuchowych.

Przyktad 24. Jezeli M jest rozmaitoscia rézniczkowa, niech C™ (M) = Q"(M) oznacza rzeczy-
wista przestrzen liniowa gladkich n—form rézniczkowych na M (gdzie O-formy, to rzeczywiste
funkcje gladkie), za$ 0™: Q*(M) — Q"1 (M) niech bedzie rézniczkowaniem zewnetrznym.
W ten sposéb rozmaitosci przypisujemy kompleks kotancuchowy rzeczywistych przestrzeni li-
niowych, za$ funkcji gtadkiej przeksztalcenie kotancuchowe. Otrzymane w ten sposéb grupy
kohomologii nazywamy grupami kohomologii de Rhama rozmaitosci rézniczkowej.

9.4 Homologie singularne - definicja i sprawdzenie aksjomatow
Eilenberga Steenroda

Zdefiniujemy teraz funktor, ktéry prowadzi z kategorii Top w kategorie ograniczonych z dotu
komplekséw tancuchowych grup abelowych.
Niech A™ bedzie n— wymiarowym sympleksem o zbiorze wierzchotkéw {0,1,...,n}.

Definicja. i — tg $ciang sympleksu A™ nazywamy przeksztalcenie
N A

zadane przez
{0,1,....,n—1} - {0,1,...,i—1,0,0+1,...,n}
Stwierdzenie 42. Dla j < i zachodzi réwnosé:
5%%—1 = 5%5;_—11-

Definicja. Jezeli X jest przestrzenig topologiczng, to n — wymiarowym sympleksem singularnym
w X nazywamy dowolne ciggle przeksztalcenie o : A" — X.

Definicja. Niech S,,(X), n > 0 bedzie wolng grupg abelowg generowang przez n — wymiarowe
sympleksy singularne w X. Niech Op : Sp(X) — Sp—1(X) bedzie zadane dla n > 1 wzorem

On(0) =D (~1)"c 00,
=0

(2
Przyjmujemy Sp(X) =0 dlan <0 i dy: So(X) = S_1(X) =0 homomorfizm zerowy.
Stwierdzenie 43. Dla kazdego n > 0 zachodzi rownosé
Op—10n, = 0.

Definicja. Kompleks laricuchowy S(X)

8'n,«&»l

Sn(X)

nazywamy kompleksem tancuchéw singularnych przestrzeni X.
Jezeli A C X jest podprzestrzeniq, to kompleks ilorazowy S(X)/S(A) nazywamy kompleksem
taricuchow singularnych pary (X, A).



Twierdzenie 25. Przyporzgdkowanie parze przestrzeni topologicznych kompleksu tancuchow
singularnych tej pary definiuje funktor S : Tops — Cz z kategorii par przestrzeni topologicznych
w kategorie kompleksow tancuchowych grup abelowych.

Definicja. Grupami homologii singularnych przestrzeni X nazywamy grupy homologii H,.(S(X))
i oznaczamy symbolem H,(X), Grupami homologii singularnych pary przestrzeni (X, A) nazy-
wamy grupy homologii H,(S(X)/S(A)) i oznaczamy symbolem H,.(X, A).

Grupy homologii pary (X,0) utozsamiamy z grupami homologii przestrzeni X .

Niech G bedzie dowolna grupa abelowa. Kompleks tancuchowy S(X) ® G to kompleks

It o (X) @ a2l | (x)ealE S1(X) @ G222 60 (X) ® G—=0

Twierdzenie 26. Grupy homologii singularnych spetniajg aksjomaty Eilenberga Steenroda

Dowo6d tego twierdzenia mozna znalezé na przyklad w skrypcie Stanistawa Betleya:
http://duch.mimuw.edu.pl/ betley /wyklad2/Topologiall.pdf

Definicja. Grupami homologii singularnych przestrzeni X (pary (X,A)) o wspélczynnikach
w grupie G nazywamy grupy homologii kompleksu larncuchowego S(X) ® G i S(X)/S(A) @ G
odpowiednio.

9.5 Transfer dla nakry¢

Rozwazmy teraz jak zachowuja sie homomorfizmy grup homologii indukowane przez nakrycie
skonczone.

Twierdzenie 27. Niechp: X — X bedzie nakryciem krotnosci n. Wowczas istnieje homomor-
fizm zwany transferem

t: H(X)— Hi(X),
taki, ze pit : Ho (X) — H.(X) jest mnozeniem przez n.

Dowdd. Skonstruujemy przeksztalcenie lancuchowe komplekséw tancuchéw singularnych

S.(X) — S.(X). Definiujemy je na generatorach: Niech ¢ : A” — X bedzie sympleksem singu-
larnym. Dla kazdego z n punktéw we widknie p~1(o(0)) istnieje doktadnie jedno podniesienie
&; : A" — X. Definiujemy tlo) =061+ + oy Jest to oczywiscie przeksztalcenie lancuchowe

i definiuje homomorfizm t : H,(X) — H.(X) o zadanych wlasnosciach.
O

9.6 Twierdzenie Hurewicza

Przypomnijmy, ze n-ta grupa homotopii, to m,(X,zo) = [(S™,1), (X, z0)]«. Mamy wiec dwa
funktory z kategorii T op, przestrzeni z wyréznionym punktem do kategorii grup: grupy homo-
topii i grupy homologii. Istnieje transformacja naturalna miedzy nimi, zwana homomorfizmem
Hurewicza i zaczniemy od definicji tego homomorfizmu.

Najpierw wybieramy generator grupy Hy(S?) = Z. Generatory grup H,(S™) niech beda zadane
przez kolejne izomorfizmy zawieszenia 21. Wybrany generator oznaczamy symbolem 1.

Definicja. Dla n > 1 definiujemy
H : 7, (X,z0) = Hp(X)

H(o) = 0.(1), gdzieo € [(S", 1), (X, z0)]« = mn(X, x0).



Twierdzenie Hurewicza dotyczy wlasnosci tego przeksztalcenia:

Twierdzenie 28. (Hurewicza) Dla kazdego n > 1 homomorfizm Hurewicza jest transformacjq
naturalng funktorow okreslonych na kategorii przestrzeni z wyréznionym punktem do kategorii

grup.
H :7m,(X,z9) — Hp(X).

Ponadto dla tukowo spojnej przestrzeni X :
o jezelin =1, to H indukuje izomorfizm

7r1(X,xo)/[m(X,mo),m(X,:Uo)] — Hl(X)

o jezelin > 1 oraz m(X,x0) = -+ = mp_1(X,20) =0, to H1(X) =--- = H,_1(X)=01¢
homomorfizm H jest izomorfizmem H : m,(X, z9) — Hyp(X).

Udowodnimy to twierdzenie tylko dla n = 1. Oznacza to, ze musimy uzasadni¢ nastepujace
stwierdzenia:

a) H:m(X,x9) — Hi(X) jest homomorfizmem;

b) H jest transformacja naturalna, tzn. dla f : X — Y nastepujacy diagram jest przemienny:

(X, 20) — L 1 (Y, f(0)

|- )

Hy(X) —— Hy(Y)

¢) H indukuje izomorfizm 7 (X, zo)/[m1 (X, o), 71 (X, z0)] = H1(X).

Dowdad.

Ad a) Niech w, 7 € m(X,z0) = [(S™, 1), (X, x0)]+. WOwczas zlozenie w * T jest reprezentowane
przez zlozenie

S5ty ST (X 2g).

Indukuje ono na grupach homologii:
H\(S") = Hi(S") @ Hi(S")“% Hi(X, o).

Zatem (wy + T )ps (1) = (we + 7)(1,1) = wi(1) + (1) = H(w) + H(7).
Ad b) Jest oczywiste

Ad ¢) Zauwazmy, ze skoro H jest homomorfizmem grup o wartoéciach w grupie przemien-
nej, to wyznacza jednoznacznie homomorfizm (X, zo)/[m1(X, zo), m1(X, zo)] — H1(X), ktéry
dla prostoty zapisu, bedziemy takze oznaczaé¢ symbolem H. Abelianizacje grupy podstawowej
(X, z0)/[m1(X, o), 71 (X, x0)] oznaczaé bedziemy symbolem 71 (X.z¢)qp.

Zdefiniujemy homomorfizm odwrotny do homomorfizmu H. W tym celu, dla kazdego punktu
x € X wybierzemy droge A, : I — X, A\;(0) = =z, Ay(1) = z, Zakladamy, ze droga A, jest
droga stala.

Krok 1: Definiujemy ¥ : S7(X) — 71(X.x)qp okreslajac go na generatorach (mozemy tak, bo
przeciwdziedzina jest grupa abelowa!!): Niech o : A — X bedzie sympleksem singularnym.

V(o) = [Ag(0) * 0 * )\;(11)], gdzie [-] oznacza klase homotopii petli w 1 (X.20)qp-



Krok 2: Sprawdzamy, ze ¥(B;(X)) = 0. Wystarczy w tym celu pokazaé, ze dla dowolnego
dwuwymiarowego sympleksu o : A2 — X, U(do) = 0. Sciane przeciwlegly do i-tego wierzcholka
oznaczamy o'. Zatem

U(0o) = V(0% + 0% — 1) = U(0?) x U(6%) x (T(c!)) ™ =

= [Ao(0) * o2 x )\;(11) * Ag(1) * o x )\;(12) * Ag(2) * CRE )\;(10)] =
2 0 -1

=Mooy ¥ 0~ % 0" * CORE )‘a(o)]'

Petla 02 x ¢ % (0')”! ogranicza obraz o(A?), wiec jest $ciggalna, zatem petla
Mooy * 020 (a!) ™ % Apoy] = [Aoo) * )\;(10)] jest elementem trywialnym w 71 (X.zg)q,. Wynika
z tego, ze ¥ definiuje homomorfizm H;(X) — m1(X.20)q — nadal bedziemy go oznaczaé sym-

bolem V. (patrz rysunek po dowodzie)

Krok 3: Sprawdzamy, ze Wo H = idy, (x.40),,- JeZeli w jest petla, to klasa homologii w, (1) = H(w)
jest reprezentowana przez cykl w : Al — X i Uw] = [Ay * w * )\;01] = [w], bo Az, jest droga
stala.

Krok 4: Sprawdzamy, ze H o ¥ = idp, (x). Niech o : A' — X bedzie sympleksem singularnym.
Woéwezas H o ¥(0) jest cyklem reprezentowanym przez petle A, (o) * o * )\;(11). Zauwazmy, ze ma
miejsce nastepujacy lemat:

Lemat 6. Klasa homologii cyklu [A, () * o * At

0(1)] jest réwna klasie homologii cyklu bedgcego

taricuchem [Ay0) + 0 — Ag(1)]
Wygodnie bedzie wprowadzi¢ nastepujace oznaczenie: dla 0 tanicucha ¢ =Y a;x; € Sp(X),
A = Y aiAg,. Stosujac te konwencje mamy dla sympleksu singularnego o
HoV(o) = M) + 0 — Agy] = [0+ Ao ]-
Poniewaz, H i ¥ sg homomorfizmami, to dla dowolnego 1- tanicucha ¢ € S;(X) mamy

HoW(c)=[c+ N

Jezeli ¢ jest cyklem, to H o ¥(c) = [¢], co konczy dowdd
]

Dowod. Lematu 6 Wystarczy pokazaé, ze jezeli w, 7, sa jednowymiarowymi sympleksami sin-
gularnymi w X oraz w(1) = 7(0) to lancuch w + 7 — w * 7 jest brzegiem w S1(X). Rozwazmy
dwuwymiarowy sympleks singularny:o : A2 — X, taki, ze na $cianie o' przeciwlegtej do wierz-
chotka 1, to w * 7, na écianie 02 to w a na $cianie ¢° to jest 7 oraz odwzorowanie o jest stale
na kazdym odcinku réwnoleglym do érodkowej éciany o'. Jasne, ze 00 = w 4+ 7 — w * T. O
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