Uniwersalne nakrycie abelowe
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Uwaga: Rozwazamy jedynie nakrycia spéjne nad lokalnie tukowo spdjna przestrzenia X, oraz wszystkie
przestrzenie sa punktowane

Nakryciem abelowym nazywamy, Y 22X H -nakrycie, dla H abelowego.
Oznaczmy grupe (X, zo) jako G, oraz ustalmy X = X nakrycie uniwersalne.

Uniwersalnym nakryciem abelowym nazywamy:
X = G/[G,G] xg X

wraz z odwzorowaniem nakrywajacym: R
Tab - Xab — X
Tab([z, 9]) = 7(x)
Jest jasnym, ze G-zbiér odpowiadajacy X,p to G/[G,G], abelianizacja grupy G.
Udowodnimy teraz wlasno$é uniwersalna tak okreslonego nakrycia, dla dowolnego abelowego nakrycia
y 25 X istnieje jednoznacznie wyznaczony morfizm nakry¢ f : X, — Y taki, Ze ponizszy diagram jest
przemienny:
Diagram 1
Xab f > Y
X"j J{py
X
Inaczej Xqp jest obiektem poczatkowym kategorii nakryé¢ abelowych.

Dowé6d: W kategorii grup abelianizacja posiada wlasno$¢ uniewersalna, dla dowolnego homomorfizmu
G — H dla H grupy abelowej istnieje jednoznacznie wyznaczone k:

Diagram 2
G—* s H
BT
[
G/1G, Gl

Dla N <« G, grupe G/N traktujemy jak prawy G zbidr, z dzialaniem g € G k x g = k * [g]. Zauwazmy, ze
rzutownanie jest G/I — G/K przeksztalceniem ekwiwariantym i jednocze$nie homomorfizmem.

7 wtasnosci uniwersalnej nakrycia X istnieje jednoznacznie wyznaczony morfizm nakry¢ h : X Y,
odpowiada on (uzywajac réwnowaznosci tych kategorii i faktu, ze kazde nakrycie abelowe jest regularne),
homomorfizmowi grup h: G — Hy.

Z wlasnosci uniwersalnej abelianizacji faktoryzuje sie (patrz diagram 2) on za pomoca h, ktére ponownie
jest rzutowaniem, wiec takze przeksztalceniem ekwiwariantnym. Na poziomie morfizméw réwnowaznosé ka-
tegorii to bijekcja, wiec wracajac dostajemy szukany morfizm nakryé¢. Jednoznacznosé mamy dana, poniewaz
rozwazamy przestrzenie punktowane.



