1 Kategorie i funktory.

1.1. Zbadaé zachowywanie granic prostych i odwrotnych przez nastepujace
funktory:

1. Funktor zapominania z kategorii zbioréw punktowanych do kategorii zbio-
réw;
2. Funktor wlozenia kategorii grup abelowych w kategorie wszystkich grup

3. Funktor Hom(—, W): Vect — Vect oraz Hom(V, —): Vect? — Vect gdzie
Vect jest kategoriag skonczenie wymiarowych przestrzeni wektorowych nad
cialem F'.

1.2. Zbadaé, czy w kategorii homotopii przestrzeni topologicznych istnieja
produkty i koprodukty.

1.3. Niech G — Set bedzie kategoria G-zbioréw, a H C G bedzie podgrupa.
Zbadaé, czy funktor zapominania G—Set — H —Set posiada funktory dotaczone
z prawej i lewej strony.

1.4. Niech C bedzie kategoria i niech C oznacza kategorie funktoréw C°P — Set.
1. Pokazaé, ze w kategorii ¢ istnieja granice proste i odwrotne.

2. Pokazaé,ze funktor Yonedy h¢ : C — ¢ jest przemienny z granica odwrot-
na.

3. Pokazaé,ze funktor Yonedy he : C — C nie jest przemienny z granica
prosta.

Definicja. Niepusta kategoria C nazywa sie filtrujgca jezeli
1. dla dowolnych obiektow a,b istnieje ¢ i morfizmy a — c ib — ¢

2. dla morfizméw ¢ : a — b iy : a — b istnieje £ : b — ¢, dla ktorego

fop=Eo1.

1.5. Niech C bedzie kategoria filtrujaca. Niech C oznacza kategorie funktoréw
kowariantnych C — Set. Niech 7 bedzie mata kategoria. Pokazaé, ze funktor

colimy : C — Set

jest przemienny ze skoriczonymi granicami (czyli z granicami odwrotnymi po
skoniczonej kategorii).

1.6. Niech A bedzie maly kategoria, a S kategoria w ktérej istnieja pullbacki.
Niech F,G : A — S beda funktorami., a o : F' — G naturalng transfomacja.
Pokazaé, ze « jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego obiektu
A kategorii A, a(A) : F(A) — G(A) jest monomorfizmem.



1.7. Niech A bedzie mala kategorig a I’ : A°P — Set funktorem. Zdefiniujemy
kategorie E(F') - jej obiektami sa pary (A,x), gdzie x € F(A) a morfizmami
miedzy (4, z) a (A’,2") takie morfamy ¢ : A — A’ dla ktérych F(p)(z) = o’
Niech P : E(F) — A bedzie funktorem ’projekcji”, to jest P((4,z)) = A i
P(f)=f. Niech hy: A— A bedzie zanurzeniem Yonedy. Rozwazmy diagram
kontrawariantnych funktoréw reprezentowalnych na A:

E(F) LA A
Pokazaé, ze
colimgpy(hao P) = F.

Zatem kazdy funktor kontrawariantny okreslony na malej kategorii jest granica
prosta funktorow reprezentowalnych.

2 Kategorie addytywne i abelowe. Kompleksy
tancuchowe.

2.1. Niech C bedzie kategoria addytywna, a Ch(C) bedzie kategoria kom-
plekséw tancuchowych. Dla przeksztalcenia taricuchowego komplekséw tanicu-
chowych f: X* — Y* definiujemy jego stozek C(f)®:

n n+1 n m _dn+1 0
Y
1. Pokazaé, ze jezeli F': C — C’ jest funktorem addytywnym, to F(C(f)) =
C(F(f))-

2. Pokazaé, ze istnieja naturalne przeksztalcenia lancuchowe

a(f)

ye 2 o(pye 20

X[1° .

3. Niech f,g : X* — Y* beda przeksztalceniami taricuchowymi. Pokazad,
ze f i g sa laiicuchowo homotopijne wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
przemienny diagram w Ch(C):

ve 2D oy 2% xpe

"

ve 29 o9y 29 xupe

Pokazaé,ze wowczas morfizm u jest izomorfizmem.

2.2. Niech 7 bedzie kategoria filtrujaca, a A kategoria abelowa. Niech
F;: 7T — A, i=1,2,3 bedg funktorami, dla ktérych istnieje dokladny ciag

F1 —)FQ —)Fg.



1. Pokazaé, ze dokladny jest ciag

colimy Iy — colimz Fy — colimy F3.

2. Niech F : T — C{((.A) bedzie funktorem do kategorii komplekséw lancu-
chowych na kategorii A. Niech H, bedzie funktorem homologii. Pokazaé,
ze naturalna transformacja

colimz H,F — H, colimz I
jest izomorfizmem.

3. Poda¢ przyklad, ze dla dowolnej kategorii Z tezy obu punktéow 1 i 2 nie
sg prawdziwe.

3 Funktory pochodne

3.1. Niech C, bedzie kategoria abelowa, w ktorej jest dostatecznie wiele obiek-
tow injektywnych i niech F : C — C’ bedzie funktorem lewodoktadnym w kate-
gori¢ abelowa C’.

Definicja. Obickt A kategorii C nazywamy F acyklicznym, jezeli R'F(A) = 0
dla i > 0.

Niech X bedzie obiektem C i niech
go

g1 92

0 X AO A1 A2

bedzie rezolwenta acykliczng. Rozpatrzmy kompleks

Fgo Fg1 Fg2

FA) 22

0 — F(Ag) —2= P(Ay)

Pokazaé, ze R™(X) = H"(F(A)®).

3.2. Niech FF: C —» C'i G : C’ — C” beda lewodokladnymi funktorami miedzy
kategoriami abelowymi. Zalézmy, ze kategorie C i C' maja dostatecznie duzo
obiektéw injektywnych. Pokazaé, ze

1. Jezeli G jest funktorem dokladnym, to R/ (G o F) ~ G o RI(F).

2. Jezeli F jest funktorem dokladnym, to istnieje naturalny morfizm
RI(G o F) — RI(G) o F. Podaé przyklad, ze ta transformacja nie zawsze
jest izomorfizmem.

3. Zalézmy, ze funktor F' przeprowadza injektywne obiekty kategorii C w
acykliczne obiekty kategorii C”. Pokazaé, ze jezeli obiekt X € C jest F
acykliczny, to R (G o F)(X) = R/(Q)(F(X)).

3.3. Udowodnié¢ twierdzenie:



Twierdzenie 1. Niech R bedzie dziedzing idealow gléownych. Niech M bedzie
R modulem, a (Cy,0) wolnym nieujemnym kompleksem laricuchowym nad R.
Woéwczas dokladny jest nastepujgcy cigg:

0 — Extp(H,—1(C.), M) — HY(Cy; M) — Hom(H,(C.), M) — 0

jest doktadny i naturalny ze wzgledu na odwzorowania tancuchowe kompleksow
tanicuchowych. Ponadto cigg ten rozszczepia sie, ale rozszczepienie nie jest na-
turalne.

3.4. Niech f,g : C. — D, beda przeksztalceniami laricuchowym wolnych
nieujemnych komplekséw grup abelowych.

1. Pokazaé, ze jezeli f indukuje izomorfizm grup kohomologii o wspdlczynni-
kach caltkowitych Z, to f indukuje izomorfizm kohomologii o wspélczyn-
nikach w dowolnej grupie abelowej G

2. Przypusémy, ze f* = g* : H*(C.,Z) — H*(D.,Z). Czy wynika z tego, ze
dla kazdej grupy abelowej G, f* = ¢g* : H*(C,,G) — H*(D,,G)?

4 Zbiory symplicjane i ich realizacje

4.1. Dane dwa funktory F,G : C — D i ich transformacja F' — G. Pokazad,
ze indukowane przeksztalcenia realizacji nerwéw |[NF|,|NG| : |[NC| — |ND|
sg homotopijne. Wywnioskowaé, ze jesli kategoria C ma obiekt poczatkowy lub
konicowy, to |NC| jest $ciagalna.

4.2. Niech R: C —+ D i L : D — C beda funktorami dotaczonymi. Pokazac,
ze przestrzenie |[NC| i |[ND| sa homotopijnie réwnowazne.

4.3. Niech G bedzie grupa. Definiujemy dwie kategorie G i G. Kategoria G
ma jeden obiekt *, a morfizmami sa elementy G z mnozeniem jako operacja
skladania. Obiektami kategorii G sa elementy G i miedzy dowolnymi dwoma
obiektami x i y istnieje dokladnie jeden morfizm = — y, oznaczany jako para
(y,x). Niech EG = |[NG| i BG = |NG|.

1. Pokazaé, ze przestrzen EG jest $ciagalna.

2. Zbiér G symplicjalny to obiekt symplicjalny w kategorii G zbioréw. Po-

kaza¢, ze N(G) jest G zbiorem symplicjalnym i ze dzialanie G jest wolne
dla kazdego N(G)y.-

3. Udowodnié¢, ze zbiory symplicjalne N(G)/G i N(G) sa izomorficzne.

4. Udowodni¢, ze dla dowolnego zbioru G symplicjalnego X mamy indu-
kowane dzialanie G na |X| i naturalny homeomorfizm |X/G| = |X|/G.
Wywnioskowaé, ze EG/G = BG i EG — BG jest nakrycien uniwersal-
nym.



5. Pokazaé, ze funktor F : G — G, x — % i (y,7) — y~ 'z indukuje EG —
BG tozsame z EG — EG/G = BG

6. EZ9 = S* z antypodycznym dzialaniem Zy i BZo = RP*°.

4.4. Niech A bedzie symplicjalng grupa abelowa, czyli funktorem A% — A].
Niech C'(A) bedzie kompleksem laficuchowym :

_ JA([n])dlan >0 ) N _

Niech D,,(A) < C,(A) bedzie podgrupa generowana przez sympleksy zdegene-
rowane. Pokazaé, ze

a) D, (A) jest podkompleksem taticuchowym;

b) odwzorowanie ilorazowe C(A) — N(A), gdzie N(A) = C(A)/D(A) jest kom-
pleksem ilorazowym, jest tancuchowa homotopijna réwnowaznoscia.

4.5. Niech F' : C — Set bedzie funktorem. Zdefiniujemy zbiér symplicjalny

BF:
BF,= [[ F(e(0)
oceN(C)y

Definiujemy operatory :s; : BF,, — BF,, 1 oraz d; : BF,, - BF,_1:

5i(F(0(0))) = F(si(0)(0)) d;(F(a(0))) = {F(o<0)) dla i > 0,

F(a1)(F(o(0))) dlai=01iaq:0(0)— o(l).
1. Zdefiniowaé przeksztalcenie zbioréw symplicjalnych: BF — NC.
2. Opisaé konstrukcje dla X : A°? — Set i znalezé |BX|.

3. Opisaé konstrukcje dla X : G — Set, gdzie G jest kategoria o jednym
obiekcie wyznaczona przez grupe G. Opisaé¢ |BX| — |N(G)|. (tylko dla
tych, ktorzy chodzili na topologie II)

5 Presnopy i snopy

5.1. Niech is : S — X bedzie wlozeniem podzbioru domknietego. Pokazaé, ze
funktor obrazu prostego snopa ig, : Sh(S) — Sh(X) na kategorii snopéw R -
modutéw jest dokladny.

5.2. Niech ¢y : U — X bedzie wlozeniem podzbioru otwartego. Niech F'
bedzie snopem na X. Rozwazmy snop iy .iy” (F). Pokazaé, ze jego zdzblo jest
rowne

iysiv” (F)e = colimey (U NV F),

gdzie granica prosta jest wzieta po wszystkich otwartych otoczeniach x.



5.3.

Definicja. Snop F nazywa sie staly, jezeli jest usnopieniem presnopa statego.
Niech X = Uy U Us, Uy, Uy otwarte i U; N Uy jest niepuste i spojne. Niech F'
bedzie snopem na X takim, ze F, ;i =1,2 jest snopem stalym. Pokaza¢, ze F
jest snopem statym.

5.4.

Definicja. Niech F i G bedg presnopami na X lewych i prawych R modulow
odpowiednio. Iloczynem tensorowym presnopow nazywamy presnop F ®25h G:
F@bsh GU) = F(U) 5" G(U). Jezeli F i G sq snopami, to iloczynem tenso-
rowym snopow jest usnopienie presnopa F®£5h G, czyli ForG = (F ®£Sh G)®.

1. Poda¢ przyktad snopow, dla ktérych F ®§Sh G nie jest snopem.

2. Nlech f : X — Y bedzie przeksztalceniem ciaglym. Niech F' i G beda
snopami na Y. Pokazaé, ze istnieje naturalny izomorfizm

["(F®rG) = f(F)or f(G).

5.5. Niech S bedzie przestrzenia dyskretna. Niech p : X x S — X bedzie
rzutowaniem. Niech F' bedzie snopem na X x S i niech Fs = i%(F), gdzie
is : X x {s} wlozenie. Pokaza¢, ze p.(F) = [[,cq Fs.

5.6. Niech F' bedzie presnopem na Y a f: X — Y przeksztalceniem cigglym.
Pokazaé, ze (fT(G))* = f*(G*).

5.7. Niech ¢ : Sh(X) — PSh(X) bedzie wlozeniem kategorii snopéw na X
w kategorie presnopéw na X. Pokazaé,ze jest ono funktorem lewodokladnym.
Zmnalezé jego prawe funktory pochodne.



