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1 Kategorie i funktory.

Zad. 1. Zbada¢ zachowywanie granic prostych i odwrotnych przez nastepujace funktory:
1. Funktor zapominania z kategorii zbioréw punktowanych do kategorii zbioréw;
2. Funktor wlozenia kategorii grup abelowych w kategorie wszystkich grup

3. Funktor Hom(—, W): Vect — Vect oraz Hom(V, —): Vect®? — Vect gdzie Vect jest kate-
gorig skoriczenie wymiarowych przestrzeni wektorowych nad ciatem F.

Zad. 2. Zbada¢, czy w kategorii homotopii przestrzeni topologicznych istnieja produkty i kopro-
dukty.

Zad. 3. Niech G — Set bedzie kategoria G-zbioréw, a H C G bedzie podgrupa. Zbadaé, czy
funktor zapominania G — Set — H — Set posiada funktory dotaczone z prawej i lewej strony.

Zad. 4. Czy funktor A : Top — Top?, A(A) = (A, A) ma funktory dolaczone z prawej i lewej
strony?
Zad. 5. Niech diagram

X—i>E:>>B
g

bedzie ekwalizatorem w kategorii C. Czy jest to rownowazne stwierdzeniu, ze diagram

X >

E
)
E-2.B

jest pullbackiem w kategorii C?



Zad. 6. Przestrzenn punktowana X nazywany H przestrzenia, jezeli istnieje odwzorowanie p :
X x X — X, takie, ze nastepujacy diagram jest przemienny w 7 opy,,.

XVvXY X,

L A

X xX
gdzie V jest identycznoécia na kazdym sktadniku, zag X VX — X x X jest kanonicznym wlozeniem
w produkt.
1. Pokazaé,ze jezeli X jest retraktem w 7 opy, H - przestrzeni Y, to X jest H- przestrzenia.

2. Pokazaé, ze X jest H- przestrzeniag wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnych przestrzeni
punktowanych A, B i dowolnych f: A — X ig: B — X w ponizszym diagramie istnieje
przerywana strzatka, ktora czyni go przemiennym w 7 opy,,,.

AvBLY . x|

Ax B

3. Zdefiniowaé¢ ko-H przestrzen i udowodnié analogiczne do powyzszych wtasnosci.

Zad. 7. Niech (X, x) bedzie punktowana przestrzenia. Niech map([0, +00), X) bedzie rozpatry-
wane z topologia zwarto — otwarta. Niech Qs (X, *) C map([0, +00), X) x [0,4+00), Qur(X, *) =
{(f,r): f(t) ==«dlat >r}. Qu(X,*) nazywamy przestrzenia petli Moore’a.

a) Zauwazy¢, ze Q(X,*) = {(f,1) € Qar(X, *)}. Pokazac, ze Q(X, ) jest retraktem deformacyj-
nym Qp7( X, *).

f(s)dlas<r

b) Pokazac, ze Qp (X, *) z dziataniem (f,7)-(g,t) = (f*g, r+t), gdzie fxg(s) =
g(s—r)dlas>r

jest topologicznym monoidem (to znaczy dzialanie jest laczne i ma element neutralny).

c¢) Cazy retrakcja skonstruowana w punkcie a) jest przeksztalceniem H — przestrzeni?

2 Rozwldknienia i korozwioknienia

Zad. 8. Przyktady rozwtoknien lub korozwtoknien:

1. Niech X := {z € R|z = 0lubz = 2 dlan € N} i rozwazmy stozek C(X). Dla ktorych
punktow [z,t] € C(X) wlozenie [z,t] — C(X) jest korozwloknieniem?

2. Dla jakich przestrzeni X projekcja stozka p: C'(X) — [0, 1], p([x,t] := ¢ jest rozwtoknieniem?

3. W przestrzeniach euklidesowych R™ dla n = 2,4, 8 istnieje struktura multyplikatywna za-
dana odpowiednio przez mnozenie liczb zespolonych, kwaternionéw i oktonionéw, ktore za-
chowuja sfery S"~! C R™. Zbadaé, czy przeksztalcenie po: S 1 — S po(z) = 22 jest
rozwloknieniem.



4. Niech §? = C U {oo} bedzie sfera Riemanna. Czy odwzorowanie p: S® — S? dane wzorem
p(z1,22) = —% jest rozwloknieniem? Jakie jest jego widkno?
e8]
5. Dla jakich dyskretnych podzbiorow {z1,...x,,...} C R odwzorowanie Map (R,R) —
i=1
dane wzorem p(f) := (f(x1),... f(xn),...) jest rozwloknieniem?

Zad. 9. Niech (X, zg) bedzie dobrze punktowana H-przestrzenia, to znaczy istnieje odwzorowanie
w: X x X — X takie, ze nastepujacy diagram jest przemienny w 7 opy,,.

XvxY.x,

L A

X xX

gdzie V jest identycznoscia na kazdym sktadniku, zag XV X — X x X jest kanonicznym wtozeniem
w produkt.
Czy istnieje odwzorowanie i/ homotopijne z pu, dla ktorego diagram

XvXY o X

| A

X x X

jest przemienny w 7 op, (to znaczy "na nos”).
Zad. 10. Niech S? — S? bedzie rozwloknieniem Hopfa. Znalezé jego kowtokno.

Zad. 11. Jesli p: E — B jest rozwloknieniem z widknem F', to dla dowolnej przestrzeni lokal-
nie zwartej X odwzorowanie indukowane p,: Map (X, E) — Map (X, B) jest rozwloknieniem.
Zbadac¢ jego widkna nad réznymi punktami. Wykazaé, ze Qp : QF — QB jest rozwldknieniem.

Zad. 12. Wykaza¢, ze homotopijne wtokno wlozenia S? = CP(1) € CP* jest homotopijnie
réwnowazne ze sfera S3. Czym jest homotopijne wtdkno wlozenia S1 = RP(1) C RP> ?

Zad. 13. Udowodnié, ze homotopijne przeksztatcenia maje homotopijnie réwnowazne homotopij-
ne widkna i homotopijne kowldokna. Widkna homotopijne i kowtékno homotopijne odwzorowania,
ktore jest homotopijng rownowaznoscia se Sciggalne. A jakie sa homotopijne witokna i kowtdkna
przeksztaltcen $ciagalnych?

Zad. 14. Niech £ — B bedzie rozwloknieniem z widknem F', gdzie B i F' sa tukowo spdjne. Skon-
struowacé dzialanie 71 (E) na m,(F'). Podaé¢ przyktad rozwloknienia dla ktorego F jest przestrzenia
prosta, ale F' nie.

Zad. 15. Niech F' — FE — B bedzie rozwldknieniem. Jesli wlozenie F' — E jest homotopijne z
przeksztalceniem stalym, to dla kazdego n > 1 istnieja krétkie rozszczepialne ciagi dokladne

0 — m(E) — mp(B) — mp—1(F) — 0.

~

W szczegolnosci m,(B) = mp(F) X mp—1(F') oraz m(F') jest abelowa. Czy odp. fakt ma miejsce
dla kowariantnego ciagu Puppe jesli zastgpié¢ sfere dowolna przestrzenia?



3 Grupy homotopii. CW-kompleksy

Zad. 16. Opisac strukture CW-kompleksu w znanych powierzchniach 2-wymiarowych (sfera, to-
rus, precle, butelka Kleina itd.) Wykazaé, ze zawieszenie ¥ P, gdzie P, jest preclem genusu g
(sfera z g uchami), jest homotopijnie rownowazne z bukietem 2g egzemplarzy sfer S? i sfery S3.
Zbadaé z jaka przestrzenia jest homotopijnie réwnowazne zawieszenie butelki Kleina.

Zad. 17. Opisaé¢ strukture CW-kompleksu w przestrzeniach rzutowych nad ciatami F = R, C.
Ktore z przestrzeni FP(n) dlan = 1,2...00 sg przestrzeniami Eilenberga-Maclane’a?

Zad. 18. Dla kazdego n € N rozwazmy strukture CW kompleksu na sferze S™ z jedna komorka
w wymiarze 0 i jedna komoérka w wymiarze n. Wowczas produkt SP x S? ma cztery komorki w
wymiarach 0, p, ¢ i p4q. Niech SPT9~1 — SPv/ §9 bedzie odwzorowanem przyklejajacym komorke
wymiaru p + ¢. Indukuje ono:

(X, w0) X mg(X, 20) — Tpig-1(X, 70)
zwane produktem Whiteheada.
a) Opisa¢ produkt Whiteheada jezeli p = g = 1.
b) Opisa¢ produkt Whiteheada jezeli p = 1 a ¢ jest dowolne.
c) Pokazac, ze jezeli X jest H przestrzenia, to produkt Whiteheada jest trywialny.
Zad. 19. Niech X bedzie p — spéjnym a Y g — spojnym CW kompleksem, p,q > 2. Pokazaé, ze
m(XVY)=m(X)em(Y)dlai<p+q—1.

Zad. 20. (Hatcher) Pokazaé¢,ze CW kompleks X jest $ciagalny wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego n € N U {0} wlozenie X < X(+1) jest sciggalne. Wywnioskowac,ze dla kazdego CW
kompleksu X nieskonczone zawieszenie niezredukowane X*° X jest przestrzenia Sciggalng.

Zad. 21. Niech X bedzie takim spojnym CW kompleksem, ze my(X) = m7(X) = Zg oraz
7(X) = 0 dla pozostalych k. Wynika z tego, ze
a) 3-szkielet X(®) jest przestrzenia sciagalna

b) X6 — x©6)

C 7T4( ) 7T4(X(5))

e) X jest homotopijnie rownowazny z CW kompleksem skonczenie wymiarowym

f

)
)
d) X ma co najmniej jedna komorke czterowymiarowa
)
) X jest homotopijnie rownowazny z CW kompleksem o skoriczonej liczbie komorek
)

g) dowolne odwzorowanie S? x S' — X jest homotopijne z odwzorowaniem w punkt



4 Klasyfikacja homotopijna przeksztalcen

Zad. 22. Niech F = C, H, Q. Oblicz stopien przeksztalcenia k-tej potegi f, : SUmrF—1 _, gdimgF—1
fil2) = 2.

Zad. 23. Analizujac rozwltoknienia Hopfa wykaz nastepujace izomorfizmy grup homotopii sfer:
1. m(S?) ~7Z
2. Yy

3. m;

—~ /CB —~
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4.
Wywnioskuj stad, ze wigzki Hopfa nie sa homotopijne z odwzorowaniami statymi.

Zad. 24. Korzystajec z klasyfikacji topologicznej zamknietych (zwartych i spdjnych) powierzchni
2-wymiarowych (orientowalnych i nieorientowalnych) pokazac, ze powierzchnia jest przestrzenia
Eilenberga-MacLane’a typu K (7, 1) wtedy i tylko wtedy, gdy jest rézna od sfery S? i ptaszczyzny
rzutowej RP(2). Opisaé grupy podstawowe powierzchni i ich abelianizacje. Obliczyé grupe klas
homotopii odwzorowari [S,T"], gdzie T" := (S!)" jest n-wymiarowym torusem (a wiec grupe
topologiczna), a S dowolne powierzchnie. Wskazaé jej generatory.

Wsk. Skorzystaj z ciagu Puppe dla wlozenia bukietu okregéw w powierzchnie.

Zad. 25. Obliczy¢ grupe klas homotopii odwzorowan [2(S! x S1), S2], z dzialaniem wyznaczonym
przez strukture H-ko-grupy na zawieszeniu.

Zad. 26. Poda¢ klasyfikacje odwzorowan [S? x CP(k),CP(c0)] dla k =1,2,...00.

Zad. 27. (Hatcher) Dla tukowo spojnych przestrzeni punktowanych rozwazmy przeksztalcenie
zbiorow [(X, xo), (Y, yo)]« — Hom(m, (X, z0), mn (Y, y0)) dla kazdego n € N.

a) Opisac dzialanie 71 (Y, yo) na obu zbiorach. Pokaza¢, ze przeksztalcenie jest m1 (Y, yp) ekwiwa-
riantne.

b) Udowodni¢, ze [(X, zp), K (m,1)] jest w bijekeji ze zbiorem Hom(m (X, o), 7)/ Inn(r).

Zad. 28. Dla kazdego n istnieje izomorfizm 7, (S?) = 7,,(S% x CP*) . Udowodnij, ze S? nie jest
homotopijnie réwnowazne S3 x CP>. Czy ten przyklad przeczy twierdzeniu Whiteheada?

Zad. 29. 7 obliczeri grup homotopii sfer wywnioskowaé tw. Brouwera: kazde odwzorowanie
f: D™ — D™ ma punkt staly i twierdzenie Borsuka — Ulama powiadajece, ze dla dowolnego
f: 8™ — R™ istnieje punkt pg € S™ taki, ze f(po) = f(—po).

Wsk. Przy pomocy odwzorowania f zdefiniowa¢ odwzorowanie g: S™ — S™~! takie, ze
g(—p) = —g(p) i wykazaé, ze jego obciecie do sfery S"~! C S™ ma nieparzysty stopien, co przeczy
mozliwosci rozszerzenia na S™.

Zad. 30. Udowodnié, ze przestrzen E(n,R?) = {(21,...,2,) € (R})": x; # x;j dlai#j } jest
przestrzenia typu K(m,1).

Pokazaé, ze istnieje naturalne dzialanie grupy permutacji ¥, na przestrzeni E(n, R?). Udowodnié,
7e przestrzen orbit F(n,R?)/%, jest takze przestrzenia typu K(m,1). W tym przypadku grupe 7
nazywamy grupa warkoczy o n-pasmach.



Zad. 31. Niech F — X oraz E' — X beda rozwloknieniami, przy czym X jest tukowo spojna,
za$ E i E' maja typ homotopii CW komplekséw. Niech f : F — E’ bedzie przeksztalceniem
wloknistym. Pokazaé, ze jesli f jest stabg réwnowaznoscia w obcieciu do pewnych wtdkien, to f

jest wtoknista homotopijng réwnowaznoscia.



