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Rozdziatl 2

Metoda Modeli Acyklicznych

2.1 Obiekty wolne w kategorii funktoréow

2.1.1 Funktor dolaczony Kana

Niech C bedzie dowolna kategorig, natomiast A kategoriag w ktérej istnieja
granice proste dowolnych diagraméw. Njaczeéciej A bedzie kategoria zbio-
row lub kategoria R-moduléw. Bedziemy rozpatrywaé kategorie funktordw
Fun(C, A) z kategorii C do kategorii
sA, ktérej obiektami sa funktory C — A, a morfizmami ich transformacje
naturalne. Jedli F,G: C — D sa dwoma funktorami, to przez Hom¢(F, Q)
oznaczamy zbiér transformacji naturalnych F' — G, czyli morfizméw w ka-
tegorii funktoréw Fun(C, A).

Niech €' < C bedzie podkategoria. Wykazemy, ze funktor obciecia Fun(C, .A) —
Fun(C’, A) posiada lewy funktor dotaczony, zwany lewym rozszerzeniem Ka-
na.

Twierdzenie 1. Niech C bedzie dowolng kategorig a C' < C jej malq pod-
kategorig. Funktor obcigcia ress,: Fun(C, A) — Fun(C',A) posiada lewy
funktor dolgczony tzn. istnieje funktor indS, : Fun(C’, A) — Fun(C,.A) oraz
naturalna réwnowazinosé funktoréw C'P x C — SU:

Home (ind F, G) ~ Home (F,res G).
gdzie F:C' - A orazG:C — A

Dowdd. Dla dowolnego obiektu C' € ob C definujemy kategorie C’'/C' ktorej
obiektami sg morfizmy C’ — C a morfizmami morfizmy w C’, dla ktérych
odpowiednie diagramy sg przemienne. Istnieje oczywisty funktor zapomina-
nia C'/C — C'.

Dla funktora F': ' — A definiujemy funktor ind F': C — A:

ind F(C) := colim C’/C’F'

)
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gdzie F(C" — C) := F(C"). Wskazemy naturalng bijekcje Home: (F, res G) —
Home(ind F, G). Niech ®': F' — resG oraz C' € ob C. Dla dwolnego C €
ob C zadajemy ®: (ind F)(C') — G(C) korzystajac z defincij i granicy pro-
stej. Latwo skonstruowaé odwrotne przyporzadkowanie. O

Zauwazmy, ze przyjmujac G := ind F otrzymujemy transformacje j: F' —
resind F', odpowiadajaca identycznosci ind F' — ind F' . Dla dowolnego funk-
tora K: C — A i transformacji T : F — res K zachodzi réwnos¢ T = T o j
gdzie T': ind F — K, transformacja odpowiadajaca T € Home/ (F,res K).

2.1.2 Funktory wolne

W przypadku waznym dla dalszych zastosowan dowdd istnienia lewego roz-
szerzenia Kana wyglada znacznie prosciej. Bedziemy rozwazaé sytuacje w
ktorej M jest dyskretna mata podkategoria, a wiec taka w ktérej jedynymi
morfizmami sa identycznoéci, czyli po prostu podzbiér w klasie obiektéw.
Wtedy

Hom(res F, G) = H Hom4(F(C"),G(C")) oraz ind F(C):= H F(C).
crec’ C'—=C
Definicja 1. Jesli M < C jest dyskretng podkategoriq, to funktor G: C —
Modpg nazywamy wolnym (odp. projektywnym), modelowanym na M jesli
istnieje funktor S: M — Modpg taki, ze dla kazdego C € M R-modul S(C')

jest wolny (odp. projektywny) oraz naturalna réwnowazno$é ind(/:\/( S ~G.
Zauwazmy nastepujace wlasnosci klasy funktoréw wolnych.
Stwierdzenie 1.

a) Jesli funktor G: C — Modpg jest wolny, modelowany na M, to jest on
modelowany na dowolnej dyskretnej podkategorii M’ > M.

b) Jesli G: C — Modg i G': C' — Modpg sq funktorami wolnymi, modelowa-
nymi odpowiednio na M < C i M' < C', to funktor GRG': CxC' — Modg
dany wzorem

(GG (C,C") = G(C) 2 G'(C")

jest funktorem wolnym, modelowanym na M x M'.

Dowad.

Ad a). Jedli G = ind S, to rozszerzamy S na M’ kltadac S(M') = 0 dla
M e M'\ M.

Ad b). Wlasnosci iloczynu tensorowego dowodzi nastepujacy ciag natural-
nych izomorfizméw:

Homey e (GRG', K) = Home (G, Home: (G, K)) =
= Hom (S, Hompy (S, res K)) = Hom gy pp (S®S’, res K).
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Przykltad 1. Niech M € C bedzie dowolnym obiektem. Funktor (kowariant-
ny) bedacy zlozeniem funktora reprezentowanego przez M oraz funktora wol-
nego R-modulu generowanego przez zbior: ob C 3 C — R[Mor¢(M,C)] jest
funktorem wolnym, modelowanym na kategorii z jednym obiektem i morfi-

zmem M = M, G(M) = R.

2.2 Twierdzenie o modelach acyklicznych

Twierdzenie 2 (S. Eilenberg, S. MacLane'). Niech G,G’: C — CCr bedq
dwoma funktorami z kategorii C do kategorii kompleksow taricuchowych nad
pierscieniem R oraz M < C jest dyskretng podkategorig. Zalézmy ponadto,
ze:

1. Dla kazdego q € Z funktor G4: C — Modpg jest wolny, modelowany na
M, oraz G4 =0 dla g < 0;

2. Funktor G': M — CCpg jest acykliczny w wymiarach dodatnich tzn.
Hy(G'(M)) =0 dla M € M, q¢>0.

Wtedy dowolna transformacja naturalna 7: Ho(G) — Ho(G') jest induko-
wana przez transformacje naturalng funktoréw T: G — G’ i dowolne dwie
transformacje takie, ze Ho(T) = Ho(T") sq naturalnie laricuchowo homoto-
pijne.

Dowdd. Oznaczmy przez S;: M — Modg funktory o warto$ciach w wolnych
R-modutach takie, ze G; = indgvl S;. Skonstruujemy indukcyjnie transforma-
cje T;: G; — G rozpoczynajac od i = 0. Dla dowolnego M € M rozwazmy
diagram:

So(M)
Go(M) Zo(G (M) —S— Gj(M)
p p

Ho(G(M)) —— Ho(G'(M))

w ktérym transformacja j: Sy — Go na M odpowiada trnsformacji iden-
tycznosciowej Gy = G na C, a
Z;i(—) := ker0; oznacza modul cykli ¢ -wymiarowych. Poniewaz moduly

! Samuel Eilenberg and Saunders MacLane, Acyclic Models American Journal
of Mathematics , Vol. 75, No. 1 (Jan., 1953), pp. 189-199 Article Stable URL:
http://www.jstor.org/stable/2372628
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So(M) sa wolne, a p’ jest epimorfizmem, wiec dla kazdego M € M istnie-
je homomorfizm 7: So(M) — Zy(G'(M)), a wiec transformacja naturalna
7: 8y — Gf. Poniewaz Gy = indf\,l So jest lewym rozszerzeniem Kana, a
wiec 7 wyznacza dokladnie jedna transformacje naturalng Tp: G — Gf) na
C. Korzystajac ponownie z dotaczenia wnioskujemy, ze diagram

Go(C) " = Zo(G(C) = Gy(©)
Hy(G(C)) Hy (G'(0))

jest przemienny dla kazdego C € ob (C). Zalézmy teraz, ze skonstruowane
sa transformacje T;: G; — G dla i < q. Aby skonstruowac Ty: Gy — G,
rozwazmy dla kazdego M € M diagram:

Sa(M)
j Tq
T, S
Gy(M) " - Gy(M)
Oyq o,
Ty—

Gq—l(M) : ;—1(M)
Og-1 051
Ty—

Gq—2(M) — ;—Q(M)

w ktérym konstruujemy homomorfizm 7,: Sy(M) — G, (M ( ) jak nastepu-
je: dla dowolnego s € Sy(M) element T, 1(9,4(j(s)) € 1 (M) jest cy-
klem, a zatem z acyklicznosci kompleksu G’(M) wynika 1stn1en1e elementu
gs € Gy (M) takiego, ze 9,(gs) = Ty—1(0,4(j(s)). Poniewaz S, (M) jest wol-
nym R-modulem, wiec przyporzadkowujac w ten sposéb generatorom ele-
menty w Gy (M) otrzymujemy homomorfizm 7,: Sy(M) — G (M), ktéry
jak poprzednio definiuje transformacje¢ T,: G4 — Gf].

Analogicznie, indukcyjnie konstruujemy naturalng homotopie tancucho-
wa miedzy transformacjami T,7": G — G’ takimi, ze Hyo(T) = Ho(T"). Za-
czynamy od skonstruowania transformacji Dg: Go — G takiej, ze To— T} =
01Dy rozpatrujac diagram:
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So(M) - -Gy ()
J _?0" | 9

Go(M) — 2T 7(G/ (M) —— G(M)

H(G(M)) o Ho(G' (M)

Dla dowolnego s € Sy(M) zachodzi réwnosé p/'(To — T)(j(s)) = 0, a
wiec z definicji homologii istnieje element ¢ € G{(M) taki, ze 9i(¢') =
(To — T3)(3(s)). W ten sposéb definiujemy do: So(M) — G (M), a zatem
transformacje naturalng Dy: Gy — G} taka, ze Ty — T} = 01 Dy. Zal6ézmy,
ze skonstruowane sg naturalne homomorfizmy D;: G; — G, dla i < ¢ i
rozwazmy diagram:

Gt (M) " Gy (M)

Bgs1 Dq o
(M) 7 Gy (M)~ Gy (M)

By Dot a,

Gg—1(M)

9g-1

Gq—2(M)

Dla s € S;(M) rozpatrzmy element (T, — T, — Dq—19,)(j(s)) € G3(M).
Zauwazmy, ze jest on cyklem, bowiem

O (Ty=T!—Dy18y) = OLT,—,Ti—0. Dy 10y = Ty104—T}_1q04—0,Dy10, =
(Ty1 = T!_y — 8.Dy-1)04 = Dy—20n—10y = 0.

Poniewaz kompleks G'(M) jest acykliczny w wymiarach dodatnich, wiec
korzystajac jak poprzednio z wolnosci Sq(M) konstruujemy transformacje
Dy: Gg = Gy O
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Sformulujemy obecnie wariant twierdzenia o modelach acyklicznych dla
funktoréw o wartodciach w kategorii uzupelionych (augumented) komplek-
sow tancuchowych. W dalszym ciagu przez R oznaczaé bedziemy takze kom-
pleks tanicuchowy C taki, ze Cp = R oraz Cy = 0 dla g # 0.

Definicja 2. Kompleksem {anicuchowym uzupelnionym nazywamy nieujem-
ny kompleks C, wyposazony w epimorfizm €: C, — R, ktéry nazywamy
uzupetnieniem kompleksu Cy. Morfizmem komplekséw uzupetnionych nazy-
wamy homomorfizm ¢: Cy — CL taki, ze ¢ = € ¢. Kategorie komplekséw
uzupetnionych oznaczamy CCE. Kompleks uzupelniony nazywamy acyklicz-
nym, jesli

e: H,(Cy) ~ R.

Uwaga 1. Wolny modul o jednym generatorze R mozna zastgpié¢ dowolnym
R-modutem.

Twierdzenie 3. Niech G,G': C — CCE bedg dwoma funktorami z kategorii
C do kategorii uzupetnionych kompleksow tanicuchowych oraz M < C jest
dyskretng podkategorig. Zalozmy ponadto, Ze:

1. Dla kazdego q € Z funktor G4: C — Modpg jest wolny, modelowany na
M, oraz G4 =0 dla g < 0;

2. Funktor G': M — CC, jest acyklicany ten. enr: Ho(G'(M)) ~ R.

Wtedy istnieje transformacja naturalna T: G — G’ oraz dowolne dwie takie
sq naturalnie taricuchowo homotopijne.

Dowdd. Wykazemy, ze sa spelnione zalozenia twierdzenia o modelach acy-
klicznych, a doktadniej, ze istnieje dokladnie jedna transformacja naturalna
7: Hy(G) — Ho(G') zachowujaca uzupelnienie, czyli taka ze ec = e7c.
Rozwazmy diagram:

S1(M) — ¢y (M)

o1

e TM
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Zauwazymy, ze transformacja € ~le: Ho(G(M)) — Ho(G'(M)), zdefiniowa-
na na M, rozszerza si¢ jednoznacznie do transformacji Ho(G) — Hy(G').
Istotnie, korzystajac z wolnosci funktora Gy rozszerzamy ja do transformacji
Go — Hy(G'). Poniewaz takze funktor G jest wolny,a wiec skoro zlozenie
G1(M) — 1Go(M) — marHo(G'(M)) jest zerowe, to dla dowolnego C' zto-
zenie G1(C) — 01Go(C) — marHo(G'(C)) jest zerowe, a wigc transformacja
7y wyznacza dokladnie jedna transformacje 7: Ho(G) — Ho(G') zachowu-
jaca uzupelnienia. O

Uwaga 2. Dowadd ostatniego twierdzenia, przechodzi bez zmian dla komplek-
sow wzbogaconych o odwzorowanie w dowolny R-modul A oraz zakladajgc,
Ze funktory G4 sq projektywne. Otrzymujemy w ten sposéb dowdd znanych
wtlasnosci rezolwent projektywnych.

2.3 Aksjomaty Eilenberga Steenroda dla Homolo-
gii i Kohomologii Singularnch

2.3.1 Aksjomat Homotopii
2.3.2 Aksjomat Wycinania

2.4 Twierdzenie Eilenberga Silbera

2.5 Twierdzenie Kiinnetha

Twierdzenie 4. Niech R bedzie dziedzing ideatow glownych. Niech Cy o

D, bedg kompleksami taricuchowymi R — moduléw, przy czym C, jest kom-

pleksem modulow wolnych. Wowczas istniejqg naturalne ciggi dokladne:

0 = ®ptq=nHp(Cy)®Hy(Dy) = Hp(Ci®Dy) = ®pyg=n Tor(Hp(Cy), Hy—1(Ds) = 0
Cigg ten jest rozszczepialny, choé rozszczepienie nie jest naturalne.

Dowod. O

2.5.1 Twierdzenie o wspétczynnikach uniwersalnych
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Rozdziat 3

CW kompleksy

3.1 Definicja i wlasnosci CW komplekséw

3.2 Homologie komoérkowe

13



14

ROZDZIAL 3. CW KOMPLEKSY



Rozdziat 4

Struktura multyplikatywna

4.1 Iloczyn tensorowy z gradacja
Rozpatrujemy moduty nad pierscieniem przemiennym R.

Definicja 3. Dla dowolnych R-moduléw z gradacjg M, , Ny oznaczmy przez
Hom, (M, N.) modul z gradacja taki, ze Homg (M, N) jest zbiorem homo-
morfizmow M, — N, stopnia d. Przez M, ® N, oznaczamy modul z gradacjg
(iloczyn tensorowy) taki, ze (M, @ Ny)p := @ M, ® Ny.
ptg=n

Stwierdzenie 2. Hom, (L. ® M,, N,) ~ Hom,(L,, Hom, (M,, N,)).
Jedli (C",9), (C”,90") sa kompleksami laficuchowymi to:

1. W module z gradacja Hom,(C’, C") definiujemy rézniczke:

Otom (¢) = pd — (—l)da"gp gdzie d = deg(p).

2. W iloczynie tensorowym C, ® C definiujemy operatory brzegu

Ip(c@d)=0(c)@d + (-1)Pc®d'(d) gdze ceCy,d €Cy.

4.2 Algebry z gradacja

Zanim przystapimy do omawiania algebr z gradacja sformulujemy wazna
wlasnosé iloczynu tensorowego dwéch R-algebr z jedno$cia (niekoniecznie
przemiennych). Dla algebr A, B R-modul A ® B wyposazony jest dzialanie
(a®b)(d ®@V) :=ad @bV i naturalne wlozenia A 3a—a®1 € A® B
oraz odpowiednio dla B — A ® B. Iloczyn tensorowy posiada nastepujaca
wlasnos¢é uniwersalnosci:

15
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Stwierdzenie 3. Niech A, B bedqg R-algebrami. Produkt tensorowy A ® B
wraz z wiozeniami A — A ® B < B posiada nastepujocg wlasnosé uniwer-

salnosci: dla dowolnych homomorfizmoéw algebr AL>D<T B takich,
ze dla dowolnych elementéw a € A, b € B ich obrazy p(a), ¥(b) € D sq

przemienne, istnieje dokladnie jeden homomorfizm algebr v: AR B — D
taki, zZe ponizszy diagram jest przemienny.

A® B B (4.1)
. P
At )

Jedli rozpatrujemy jedynie przemienne R-algebry, to iloczyn tensorowy jest
koproduktem w tej kategorii.

Definicja 4 (Algebra z gradacja). R-algebrg z gradacjq nazywamy R-modul
oo
zgradacjg A = @ Aq wyposazony w R-dwuliniowe {gczne mnozenie A, @ Ay — A,
qg=—00

posiadajgce jednosé 1 € Ay.

Jesli dla dowolnych elementéow a € Ay , b € By zachodzi réwnosé ab =
(=1)P9ba to R-algebra z gradacjg nazywa sie przemienna. Kategorie R-algebr
z gradacjq © homomorfizmow stopnia 0 zachowujgcych mnoZenie oznaczamy
Algy, .

Dla dowolnych dwoch przemiennych algebr z gradacja Ay, By definiuje-
my ich koprodukt: produkt tensorowy R-modutéw A, ® B, wyposazamy w
dziatanie:

(a®@b)(d @) = (—1)* ) gq/ @ b,

gdzie d(—) oznacza stopien elementu jednorodnego.

Stwierdzenie 4. Iloczyn tensorowy przemiennych algebr z gradacjqg jest
koproduktem w kategorii przemiennych algebr z gradacjg tzn. dla dowolnych
homomorfizméw przemiennych algebr z gradacjg Ax — @Dy < Y B, istnieje
doktadnie jedem homomorfizm algebr v: A, ® B, — D, taki, Ze poniiszy
diagram jest przemienny.

A, ® B, B, (4.2)
- .
N
A, —2 D,

Kazda przemienna R-algebra bez gradacji staje si¢ algebra z gradacja
jesli przypisa¢ wszystkim jej elementom gradacje 0.
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Dowolnemu R-modutowi M mozna przyporzadkowaé jego algebre tenso-
o0
rowg T(M) = @ M®1. Jest to algebra z gradacja: T'(M), = M®?. Funktor
q=0
T: R-Mod — R-Alg jest funktorem lewo dotaczonym do funktora zapo-
minania o strukturze algebry. Algebra tensorowa jest wiec algebra wolng
(bardzo nieprzemienna) generowana przez modul. Z modutem M sa takze
zwiazane dwie inne wazne algebry:

o Algebre symetryczna: S(M) := T(M)/I gdzie I jest idealem genero-
wanym przez elementy postaci a ® b —b® a dla a,b € T(M). Jest to
oczywiscie algebra przemienna, a S: R- Mod — R-Alg.,.., jest funk-
torem lewo dolaczonym do funktora zapominania z kategorii algebr
przemiennych do kategorii R-moduléw. Algebra symetryczna dziedzi-
czy gradacje z algebry tensorowej i chociaz jest algebra przemienna,
to NIE jest algebrg przemienng z gradacja! Stalaby sie przemienna,
gdyby elementom M przypisaé¢ gradacje parzyste lub char(K) = 2.

o Algebre zewnetrzna: A(M) :=T(M)/I gdzie I jest dwustronnym ide-
alem generowanym przez kwadraty a2, gdzie a € M. Algebra ta jest
przemienng algebra z gradacja.

Rozpatrzymy teraz powyzsze konstrukcje w przypadku gdy startujemy z
modutu z gradacja M,. W takim przypadku gradacje w algebrze tensorowej

definiujemy przy pomocy gradacji w iloczynach tensorowych tzn. T'(M,), =
o

D (M®9),,. Jedli M, = My to definicje te pokrywaja sie.
" 0Skonstruujelrny teraz wolng przemienng algebre z gradacja generowana
przez modul z gradacja M,: F(M,) := T(M,)/I gdzie I jest idealem genero-
wanym przez elementy ab— (—1)P?ba gdzie a € M), b € M, sa dowolnymi ele-
mentami jednorodnymi. Jesli M = M., to F'(M,) = S(M,). JeSli M = M,y4q
i mnozenie przez 2 jest monomorfizmem w M to F(M,) = A(M,).

Funktor F': R-mod — R- Alg, jest dotaczony do funktora zapominania,
a zatem zachowuje koprodukty.

Stwierdzenie 5. Jesli R = K jest cialem charakterystyki # 2 to dla do-
wolnego K-modulu z gradacjqg M, przemienna K-algebra z gradacjg F (M)
jest izomorficzna z R-algebrg S(Mey) @ A(Mogq) gdzie My = Mey @ Mogq
jest rozkladem na sume elementéw gradacji parzystej ¢ nieparzystej. Jesl
char(K) =2, to F(M,) = S(M,).

Dowdd. Poniewaz jak zauwazyliémy funktor F' zachowuje koprodukty, wiec
gdy char(K) # 2 to

F(M*) = F(Mev) X F(Modd) = S(Mev) X A(Modd).

W przypadku gdy char(K) = 2 z definicji algebry wolnej wynika, ze F'(M,.)
S(M,).

0o
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4.3 Mnozenia i dzielenia - sytuacja algebraiczna

Niech ¢, C" oraz M', M", M beda R—modulami oraz niech bedzie dany ho-
momorfizm p: M’ @ M"” — M. Zdefiniujemy cztery homomorfizmy bedace
algebraicznym fundamentem struktur multyplikatywnych w (ko-) homolo-
giach singularnych przestrzeni topologicznych.

1. Produkt krzyzowy (cross product)
"'oMY (C"oM") - xC'@C" @M
(d@m)x("em")=ded @ um am”)
2. Produkt krzyzowy (cross product)
Hom(C', M") ® Hom(C"”, M") — x Hom(C' @ C", M)
(p@Y)(d ® ") = p(p(d) @ P(c"))
3. Drzielenie (slant product)
Hom(C' @ C",M") @ C" @ M" — /Hom(C', M)
(0/ (" @m"))(d) = u(p(c @ ") @ m")
4. Dzielenie (slant product)
Hom(C',M")® (C' @ C" @ M") - \C" @ M
p\ (@ em’) = @pp(d) o).

Dzialania 1-4 sa naturalne ze wzgledu na homomorfizmy modutéw. Jest
to oczywiste w przypadku produktow krzyzowych, bowiem sg one transfor-
macjami naturalnymi miedzy funktorami tej samej wariantnosci. W przy-
padku dzielenn naturalno$¢ wynika z naturalnosci homomorfizmu ewaluacji:
Hom(C, M) ® C — M, ktéra ma nastepujaca posta¢. Rozpatrzmy homo-
morfizmy modutéw f: D — C oraz g: M — N i diagram:

<_u_)

Hom(C, M) & C M (4.3)

Hom(f*,g«) f 9

<7>7>

Hom(D,N) ® D N

Stwierdzenie 6. Dla dowolnych elementéw ¢ € Hom(C, M) oraz d € D
zachodzi réwnosé:

(Hom(f*, g:)(¢),d) = g{p, f(d))
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Jedli C7, C7 sa kompleksami taficuchowymi, to opisane produkty mozna
traktowaé jako homomorfizmy komplekséw tancuchowych w przypadku pro-
duktéw 1. i 4. oraz kotancuchowych w przypadku produktéw 2. i 3. Biorac
produkt tensorowy kompleksu tancuchowego i kolanicuchowego odwracamy
gradacje w jednym z nich na przeciwng tzn. C" := C_,. Uwzgledniajac
gradacje powyzsze produkty przesuwaja gradacje w nastepujacy sposob:

1. Produkt krzyzowy (cross product) (C}, @ M') @ (Cy/ @ M") — x(C' ®
C”)erq ® M’

2. Produkt krzyzowy (cross product) Hom(C,, M') @ Hom(Cy, M") —
< Hom((C' & C")yy, M)

3. Dzielenie (slant product) Hom((C'®C"),,, M")@C/@M" — /Hom(C},_,, M)

n—q’
4. Drzielenie (slant product) Hom(C},, M) @ ((C'®C"),@M") = \C}_,®
M

Dla przeniesienia powyzszych dzialan na grupy (ko-)homologii wykorzy-
stujemy, ze mnozenie krzyzowe jest dobrze zdefiniowane na klasach homo-
logii. przenosi si¢ na homologie. Dla dowolnych komplekséw tancuchowych
(lub kotaricuchowych) mamy:

Hy(CY) ® Hy(CY) = xHp4(Cy @ CY).
a zatem dobrze zdefiniowane sg nastepujace produkty:

1. Produkt krzyzowy (cross product) Hy(Cl; M) Q@H (CY; M") — X Hpyq((C'®
C”)*; M)a

2. Produkt krzyzowy (cross product) HP(CL; M"Y HI(CY; M) — x HPTI((C'®
C//)*; M)

3. Dzielenie (slant product) H"((C'®C"),, M\ @H,(CY; M") — JH"9(C"; M)
4. Dzielenie (slant product) HP(Cl,, M")®Q H,,((C'®C" ); M") — \H,—,(CY; M)

4.4 Produkty w (ko-)homologiach przestrzeni to-
pologicznych

Zalézmy teraz, ze dane sa przestrzenie topologiczne X, Y a C, = A, (X),
C! = A.(Y) sa ich kompleksami laicuchéw singularnych oraz A, (X) ®
A(Y) - EZA(X xY) bedzie réwnowaznoscia Eilenberga-Zilbera. Skla-
dajac opisane produkty z EZ lub jej odwrotnoscig otrzymujemy produkty:

1. Produkt krzyzowy (cross product) Hy(X; M )@Hq(Y; M") — x Hpyq(X %
Y; M),
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2. Produkt krzyzowy (cross product) HP(X; M) @HY(Y; M") — x HPT9(X x
Y M)

3. Dzielenie (slant product) H*( X xY; M")@H,(Y; M") — /H"9(X; M)
4. Dzielenie (slant product) HP(X; M")QHyp (X xY; M") — \Hy,—,(Y; M)

Powyzsze produkty sg dobrze zdefiniowane, gdy zastapimy przestrzenie
przez pary przestrzeni (X, A), (Y, B), przy czym wtedy (X, A) x (Y, B) :=
(X xY,AxY UX x B) oraz zakladamy, ze {A x Y, X x B} jest para
wycinajaca.

W przypadku gdy X =Y produkty i rozwazamy pary (X, A) oraz (X, B)
produkty 2. i 4. mozemy zlozy¢ z odwzorowaniem diagonalnym ¢: (X, AU
B) = (X x X, A x X UX X B) otrzymujac tzw. produkty wewnetrzne:

1. Cup product HP(X, A; M') @ HY(X, B; M") — UHPT1(X, AU B; M)
2. Cap product HP(X, A; M') ® H,(X,AUB;M") — NH,_,(X, B; M)

Stwierdzenie 7. Dla dowolnych elementéw ¢’ € HP(X; R), ¢" € H1(Y; R)

zachodzi rownosé
/!

' x " = px (@) Upy(¢").
Wnhiosek 1. Homomorfizm Eilenberga-Zilbera H*(X) @ H*(Y) — H*(X x

Y') jest homomorfizmem algebr z gradacjq.

Whniosek 2. Niech S™ X ... x S™ bedzie produktem sfer. MnozZenie zadaje
naturalny izomorfizm algebr F(H*(S™) @ ... @ H*(S™))/{u3, ... ,ul} ~
H*(S8™ x ... x 8™ R). gdzie uj € H"(S™) jest generatorem, a wszystkie
grupy kohomologit majg wspélczynniki w pierscieniu R.



Rozdzial 5

Teoria homotopii

5.1 Korozwldoknienia i rozwldoknienia

5.1.1 Walce i ko-walce
Definicja 5. Niech X bedzie przestrzenig topologiczng.

e Walcem (lub cylindrem) o podstawie X nazywamy wlozenie X —
ioX x I.

o Kowalcem (lub kocylindrem) nad X nazywamy projekcje P(X) — poX
gdzie P(X) := X! = Map(I, X) oraz po(w) := w(0).
Konstrukcje walca i kowalca sa do siebie dualne, co znajduje wyraz w bijekcji

(a nawet homeomorfizmie) Map(X x I,Y) ~ Map(X, P(Y)).

Definicja 6. Walcem (lub cylindrem) przeksztalcenia f : X — Y nazywa
sie przestrzen Z(f) z wlozeniemig : Y — Z(f) zdefiniowanym jako push-out
diagramu:

X Y

10 %0

X x I ———=2(f)

Definicja 7. Kowalcem (lub kocylindrem) przeksztalcenia f : X — Y,
nazywa sie przestrzen P(f) wraz z projekcjq po : P(f) — X zdefiniowane
jako pull-back diagramu :

P(f) P(Y)
)l( Ty
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Konstrukcje walca i kowalca przeksztatcenia sg funktorialne ze wzgledu
na morfizmy przeksztatcenn. Dowolny diagram

X X'
f !
Y Y’

indukuje odwzorowania Z(f) — Z(f’) oraz P(f) — P(f’) dla ktérych od-
powiednie diagramy sg przemienne.

5.1.2 Retrakcje

Pojecie retrakeji mozna zdefiniowa¢ w dowolnej kategorii C. Retrakcjg mor-
fizmu A — fX nazwiemy morfizm X — rA taki, ze ztozenie A — fX —rA
jest identycznoscia.

W dalszym ciagu ograniczamy sie wiec do wlozen podzbioréw.

Definicja 8. Niech A C X bedzie podprzestrzenia przestrzeni X ais : A <
X oznacza wiloZenie.

1. Przeksztafcenie r : X — A nazywa sie retrakcjag X na A, jezeliroig =
ida. Podzbior A nazywa sie retraktem X

2. Retrakcjar : X — A nazywa sie retrakcja deformacyjna, jezeli ztozenie
ia o r jest homotopijne z idx; podzbior A C X nazywa sie wtedy
retraktem deformacyjnym X.

3. Retrakcja r : X — A nazywa sie silng retrakcja deformacyjna, jezeli
ztozenie ig o 1 jest homotopijne z idx wzgledem A; podzbior A C X
nazywa sie wtedy silnym retraktem deformacyjnym X.

5.1.3 Korozwldknienia i rozwldéknienia

W kategorii 7 wyrézniamy dwie wazne klasy przeksztalcen: rozwldknienia
i korozwldknienia. Opisane wyzej konstrukcje walca i kowalca przeksztal-
cenia pozwalaja roztozyé¢ dowolne przeksztalcenie na superpozycje korozw-
téknienia i homotopijnej réwnowaznosci oraz homotopijnej réwnowaznosci i
rozwloknienia. Rozwldknienia i korozwtdknienia odgrywaja ogromna role w
badaniu homotopijnych wtasnosci przestrzeni topologicznych.

Twierdzenie 5. Dla przeksztalcenia j : A — X nastepujgce warunki sq
rownowazne.
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1. Dla dowolnego przemiennego kwadratowego diagramu odwzorowan cig-
glych istnieje przekgtna:

A—L - pw)

-

j o Do

X- Y

f

2. Odwzorowanie j: Z(j) — Z(id) = X x I indukowane przez morfizm:

A—t1 o x
j id
X - X
id

posiada lewg odwrotnos$é r : X x I — Z(j), czyli Z(j) jest retraktem
walca X x I - r nazywa sie funkcjg retrahujgce korozwloknienia j:

3.7 A — X ma wlasno$é rozszerzania homotopii (HEP ') tzn. dla
dowolnego warunku poczgtkowego fo : X — Y i homotopii F' : A x
I — Y, spelniajacej warunek fy(i(a)) = F(a,0) dla a € A istnieje
rozszerzenie F: X x I =Y, F(x,0) = fo.

AxT
F

A x {0} Y - X x1I

fo

X x {0}

Definicja 9. Przeksztalcenie j : A — X spelniajgce jeden z warunkdéw
poprzedniego stwierdzenia nazywa ste korozwldknieniem. Korozwidknienia
takie, ze j(A) C X jest podzbiorem domknietym nazywamy domknietymi
korozwloknieniamsi lub parami Borsuka

Stwierdzenie 8. Jesli j: A — X jest korozwloknieniem, to j: A — j(A)
jest homeomorfizmem na obraz (a wiec j jest réznowartosciowe). Jesli X
jest przestrzeniq Hausdorffa to j(A) C X jest domkniety.

'Homotopy Extension Property
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Wiozenie podzbioru domknietego A — X jest korozwloknieniem wtedy i
tylko wtedy gdy X x {0} U A x I jest retraktem X x I.
Wtozenie S~ C D™ jest korozwldknieniem.

Twierdzenie 6. Dla przeksztalcenia p : E — B nastepujgce warunki sq
rownowazne.

1. p ma wlasno$é podnoszenia homotopii (HLP ?) tzn.dla dowolnego
przemiennego diagramu cigglych strzaiek:

x— .p
7
10 p
X x1 B
F

istnieje strzalka przerywana (podniesienie) F.

2. Dla diagramu

w ktorym p(w) = pow @ przeksztalcen F: X — P(B) oraz f : X — FE
czynigeych odpowiednie diagramy przemiennymi, istnieje odwzorowa-
nie F': X — P(FE) dla ktorego odpowiednie diagramy sq przemienne.

3. Odwzorowanie p: P(E) — P(p) wyznaczone przez przemienny diagram

2Homotopy Lifting Property
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i fakt, Ze diagram

P(p) E
P(B) B

jest pull - backiem ma prawq odwrotnosé tzn. s: P(p) — P(E) takie,
ze pos =idp(, - odwzorowanie s nazywa si¢ funkcja podnoszqcg drogi
rozwitoknienia p

Definicja 10. Przeksztalcenie p : E — B spelniajgce jeden z warunkow
poprzedniego stwierdzenia nazywa sie rozwtoknieniem Hurewicza, lub krotko
rozwidknieniem .

Zauwazmy, ze warunki nr 2 w definicjach korozwtdknienia i rozwitdknienia
sg "wewnetrzne” tzn nie odwolujg sie do innych przestrzeni i odwzorowan.

Stwierdzenie 9. Jesli p: E — B jest rozwldknieniem, to obraz p(E) jest
sumq pewnych sktadowych tukowej spojnosci B.

Stwierdzenie 10. Dia dowolnych przestrzeni projekcja B X F — B jest
rozwicknieniem a wlozenie X C X [[Y jest korozwloknieniem.

Stwierdzenie 11. Nastepujgce konstrukcje zachowujq klasy (ko-)rozwldknien:

1. Przeksztalcenie izomorficzne w kategorii Mor(T) z (ko-)rozwidknieniem
jest (ko-)rozwldknieniem;

2. Zlozenie (ko-)rozwldknien jest (ko-)rozwidknieniem;

3. Pull-back (push-out) rozwlidknienia (ko-rozwldknienia) jest rozwidk-
nieniem (ko-rozwldknieniem);

4. Retrakt (ko-)rozwloknienia w kategorii Mor(T) jest (ko-)rozwldknieniem;
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5. Koprodukt i produkt (ko-)rozwlcknien jest (ko-)rozwldknieniem.

Dowdd. Udowodnij ostatnie stwierdzenie, uzywajac do poszczegdlnych tez
najodpowiedniejszego z réwnowaznych warunkéw definiujacych (ko-)rozwidéknienie.
O

Dualno$¢ miedzy korozwléknieniami i rozwléknieniami, ktéra mozna za-
uwazy¢ juz w definicjach i poprzednich zadaniach, opisuje nastepujace twier-
dzenie:

Twierdzenie 7 (K.Borsuk). Jesli j : A — X jest korozwldknieniem, A oraz
X sq Hausdorffa i CG, to j7* : Map(X,Y) — Map(A,Y) jest rozwldknie-
niem. Jesli j jest homotopijng réownowaznosciq, to j* tez jest homotopijng
TOWNOWAzZN0SCiq.

Dowéd. Niech Z(j) — jX x I — rZ(j) bedzie retrakcja walca nad X na
walec j. Zastosujmy do tych przestrzeni funktor Map(—,Y) i stosujac tw.

.. otrzymujemy przemienny diagram w ktérym pionowe strzalki sg home-
omorfizmami:

Map(Z(j),Y) <— Map(X x I,Y) <"— Map(Z(j),Y)

|,

P(57)

Homeomorfizm Map(Z(j),Y) ~ P(j*) wynika stad, ze funktor Map(—,Y)
przeprowadza diagram push-out definiujacy walec w diagram pull-back de-
finiujacy ko-walec:

12

*

P(Map(X,Y)) <~ P(j%)

Map(A,Y) = Map(X,Y)
Map(A x 1Y) < Map(Z(j),Y)
Pamietajmy, ze P(Map(A,Y)) ~ Map(A x I,Y). O

Przyktad 2. Odwzorowania obciecia Map(D™,Y) — Map(S™~1,Y) sq roz-
wldknieniami. Jesli wlozenie {zo} C X jest korozwldknieniem, to ewaluacja
ev: Map(X,Y) =Y, ev(f) := f(xg) jest rozwldknieniem.

Nastepne twierdzenie jest bardzo wazne i powiada, ze kazde przeksztal-
cenie mozna z homotopijnego punktu widzenia zamieni¢ zaréwno na roz-
wildknienie jak i korozwldknienie.
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Twierdzenie 8. Dla dowolnego przeksztaicenia f: X — Y istnieje prze-
mienny diagram, funktorialnie zalezqcy od przeksztalcenia f (tzn. morfizm
przeksztalcen indukuje morfizm diagramow):

~
~

X ———P(f)

if f Py

Z(f) =Y

wktorym:iy(x) := [x, 1], rolx,t] == f(x), 7ro(y) =y, so(r):= (T,ws)),
w(1). Odwzorowania sg irg s¢ homotopijnymi réwnowaznosciami; iy jest ko-
rozwtéknieniem, a py jest rozwidknieniem.

Dowdéd. Wykazemy, ze przeksztalcenie iy jest korozwldknieniem. Poniewaz
01 C I jest korozwldknieniem, wigc X x 0I C X x I jest korozwtdknieniem.
Mamy diagram push-out, w ktérym utozsamiamy X x 01 = X [[ X

X x o7 L™

YI[X

% if

X x I ———=Z(f)

Przeksztalcenie iy jest zlozeniem X — Y [[ X — Z(f).

Dualnie, dowiedziemy ze p; jest rozwléknieniem: Poniewaz 01 C I jest
korozwldknieniem, wiec na mocy twierdzenia Borsuka odwzorowanie P(Y') =
Map(I,Y) — Map(0I,Y) =Y x Y jest rozwléknieniem. Rozpatrzmy pull-
back diagram:

W fxid P(Y)
Do,1 po,1
X xY —Y xY

fxid

i zauwazmy, ze W = {(z,y,w)|w(0) = f(z), w(1) =y} = {(z,w)|w(0) =

f(x)} = P(f) Ztozenie P(f) - Y x X — Y jest wiec rozwléknieniem.
Sprawdzenie, ze iy oraz r sa homotopijnymi réwnowaznos$ciami pozosta-

wiamy czytelnikowi. O

Definicja 11. Niech f : X — 'Y bedzie dowolnym odwzorowaniem.

e Homotopijnym wléknem f nad yo € Y nazywamy przeciwobraz F(f,yo) :=

py (vo),

pr(z,w) =
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e Homotopijnym kowldknem f [ub stozkiem f nazywamy przestrzen ilo-
razowqg C(f) = Z(f)/X.

Wilokno i kowlokno homotopijne wpisujg sie w diagram:

F(f.y0) == p}" (v0)

X N P(f)
if ! pf
Z(f) Y

To

5.1.4 Lokalny opis korozwldknien i rozwléknien

Ponizsze twierdzenie opisuje w terminach wewnetrznych i lokalnych kiedy
podprzestrzen jest korozwltdknieniem.

Twierdzenie 9. Dla domknietego podzbioru A C X nastepujgce warunki sq
réwnowazne:

1. A C X jest korozwléknieniem;
2. X x {0} UA X I C X x1I jest silnym retraktem deformacyjnym;

3. Istnieje deformacja relA, D : X x I — X (tzn. homotopia taka, Ze
D(z,0) = z, D(a,t) = a), funkcja ¢ : X — I taka, ze A = o~ 1(1)
oraz D(p=1((0,1]) x {1}) C A;

Dowdd. [1. & 2.] Jest jasne, ze [2 = 1], gdyz warunek 1. jest réwnowazny
istnieniu retrakcji. Nalezy pokazac, ze retrakcja ta jest silna retrakcja de-
formacyjna. Niech 7 : X x I — X x {0} UA x I, r(z,t) = (ri(x,t),r2(z, 1))
bedzie retrakcja. Zdefiniujmy G : X x I x I — X x I wzorem:

G((z,t),s) = (ri(z, st), sra(z, t) + (1 — s)t).

Latwo widaé, ze G jest homotopia pomiedzy id a retrakcja r i ponadto
dla x € A i dowolnego s € I, G((z,t),s) = (x,(1 — s)t + ts) = (z,1).
[1. = 3.] Poniewaz A C X jest korozwldknieniem, istnieje retrakcja r :
X xI— X x{0}UA x I, ktéra postuzy nam do konstrukeji D i . Niech
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mx : X x I — X oraz 7; : X x I — I beda projekcjami i zdefiniujmy

¢ X — I wzorem p(x) := 1 — sup{||t — mrr(x,t)|| |t € I}. Jest ono ciagle

(sprawdzié¢ !) i p=1(1) = A. Jest jasne, ze dla x € A, p(x) = 1. Jezeli

o(x) = 1, to dla kazdego t, myr(z,t) = t, czyli r(z,t) € AxI dlat >0 a

stad takze r(z,0) € AxI gdyz AxI C X xI jest podzbiorem domknietym.
Definiujemy D : X x I — X wzorem D(z,t) = mx7r(z,t).

[3. = 1.] Przy pomocy D i ¢ definiujemy retrakcje r : X xI — X x{0}UAXI:

r(o,8) = {(D(x,t),o) dla t < p(z) ,
’ (D(x,t),t — 14+ p(z)) dlat>p(x).

O

Warunek 3 powyzszego Twierdzenia jest rownowazny natepujacemu wy-
godnemu kryterium:

Twierdzenie 10. Dia domknietego podzbioru A C X wloZenie jest koro-
zwidknieniem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje otoczenie U D A deformo-
walne rel(A) w X do A (tzn. istnieje homotopia H : U x I — X taka, Ze
H(z,0) =z, H(a,t) = a, H(z,1) C A) oraz funkcja ¢ : X — I taka, Ze
A= 1(1) ip@)=0dlaxrec X\U.

Uwaga 3. Zauwazmy, Ze jesli X jest przestrzeniq metryzowalng, to majgc
deformacje H funkcje ¢ mozna zawsze skonstruuowaé. Daje to bardzo intu-
icyjny warunek na to, by wlozenie A C X bylo korozwidknieniem: wystarczy,
zeby istnialo otoczenie U D A deformujgce sie w X do A. Mozna stqd tatwo
wydedukowad, Ze wlozenia podrozmaitosci domknietej w rozmiatosé gladkg
lub podwieloscianu w wieloscian sq korozwidknieniami.

Stwierdzenie 12. Jezeli A C X i B CY sq parami Borsuka, to wilozenia
AXBCXXBUAXY oraz X x BUAXY C X XY sq parami Borsuka.

7 tego stwierdzenia tatwo wynika nastepujacy wniosek, wazny dla dal-
szych rozwazan:

Wnhiosek 3. Jezeli wlozenie punktu {xzo} — X jest korozwldknieniem, to
wlozenie {xo} x I < |SigmaX jest takze korozwidknieniem.

Charakteryzacja korozwldoknien podana w poprzednim stwierdzeniu jest
bardzo pomocna w dowodzeniu homotopijnej réwnowaznosci przestrzeni.

Twierdzenie 11. Niech A — iX bedzie korozwloknieniem. Kazdej homoto-
pii F': Ax I —'Y odpowiada homotopijna réwnowainosé hy : Y U, X ~
Y Uy, Xrel(Y), przy czym homotopii trywialnej odpowiada id a kompozycji
homotopii odpowiada (z dokladnosciqg do homotopii) zloZenie homotopijnych
TOWNOWazZNosci.
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Dowdd. Niech F': A x I — Y bedzie homotopia miedzy fo i fi. Wykazemy,
ze oba wlozenia X Uy, ¥V C (X x I)Up Y dla k = 0,1 sg retraktami de-
formacyjnymi. Ze wzgledu na symetrie wystarczy ograniczy¢ sie do k = 0.
Zauwazmy oczywisty homeomorfizm, wynikajacy z definicji doklejania:

XUpY = (X x{0}JUAXT)UpY C (X xI)UpY.

Niech r : X x I — X x {0} UA x I bedzie silng retrakcja deformacyjna za$ G
homotopia definiujaca silna deformacje. Ktadac identyczno$é na przestrzeni
Y retrakcje T rozszerzamy do retrakcji
ro : (X x I)Up Y — X Uy Y . Poniewaz homotopia G jest stala na
X x {0}U A x I, to rozszerza sie w oczywisty sposéb do homotopii G ktadac
identycznos$é na przestrzeni Y. O

Whniosek 4. Jesli j : A C X jest parg Borsuka oraz A jest zbiorem $ciggal-
nym, to projekcja X — X /A jest homotopijng réwnowaznoscig. Dla dowol-
nej pary Borsuka j : A C X projekcjg C(f) == Z(f)/X x {1} — X /A jest
homotopijng rownowaznoscig, czyli homotopijne kowtokno korozwloknienia
jest homotopijnie rownowazne z przestrzeniq ilorazowq.

Dowdd. Udowodnié ostatni wniosek bezposrednio z definicji korozwléknie-
nia. 0

Stwierdzenie 13. Jedli j : A C X jest parg Borsuka i X jest $ciggalna, to
przestrzen X /A jest homotopijnie réwnowazna z zawieszeniem X(A).

Ostatni wniosek jest poteznym narzedziem dowodzenia nieoczywistych
homotopijnych réwnowaznosci.[p.Zadania rézne.]

Twierdzenie 12. Hurewicza Jesli p: E — B jest przeksztalceniem ta-
kim, ze dla pewnego numerowalnego pokrycia otwartego {U;}ier obciecia
p: p Y (U;) = U; sq rozwldknieniami, to p jest rozwldknieniem. W szczegdl-
nosci jesli p: E — B jest przeksztalceniem lokalnie trywialnym, a B jest
parazwarta (np. metryzowalna), to p jest rozwldknieniem.

5.1.5 Relatywne homotopijne ré6wnowaznosci i wtékniste ho-
motopijne ré6wnowaznosci

Zaczniemy od uwag ogolno-kategoryjnych.

Definicja 12. Niech C bedzie kategorig, a A ustalonym jej obiektem.
Kategorig C*, kategorig "pod A”, nazywamy kategorie ktérej obiektami
sqg morfizmy A — X a morfizmami przemienne diagramy

SN

X
f

Y.
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Analogicznie kategorig Ca, kategorig "nad A”, nazywamy kategorie ktorej
obiektami sqg morfizmy X — A a morfizmami przemienne diagramy

! Y
N
A
Dla dowodu nastepnych dwoch bardzo waznych twierdzen rozpatrzymy
powyzsze konstrukcje w kategorii 7;,. Konstrukcje, sformutowania twierdzen
sg dualne, ale ze wzgledu na ich wage podamy pelne dowody w obu przy-
padkach. Zaczyniemy od korozwldknien.
Relatywne homotopijne réwnowaznosci.
Dla ustalonej przestrzeni A rozwazmy kategorie 7°f4 bedaca podka-
tegoria w T4 sktadajaca sie z korozwloknien. Jezeli f : X — Y jest prze-
ksztalceniem takim, ze diagram

X

VN

jest przemienny, odwzorowania ¢ ,j sa korozwtdknieniami to méwimy ze f
jest przeksztalceniem rel A. W kategorii 74 mamy relacje homotopii prze-
ksztalcenn rel A i odpowiednie kategorie homotopii oznaczamy (7°f4), c
(T4)),. Funktor zapominania 74 — 7 indukuje funktor zapominania na
odpowiednich kategoriach homotopii.

Celem naszym jest nastepujace twierdzenie:

X

Twierdzenie 13. Jesli funktor zapominania przeprowadza pewien mor-
fizm w kategorii (T°T4), na izomorfizm w Ty, to jest on izomorfizmem
w (Tcof A)h. Innymi stowy, jezeli w diagramie przemiennym przestrzeni to-
pologicznych

7N

odwzorowania t ,j sq korozwloknieniami a f homotopijng réwnowaznoscig
to f jest homotopijng réwnowaznoscig rel(A).

X

Dowdéd twierdzenia poprzedzimy kilkoma lematami.

Lemat 1. Jesli A — iX oraz A — jY sq korozwldknieniami ¢ diagram

N

X Y’
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jest przemienny z dokladnodcig do homotopii, i ~ ¢'j, to istnieje g ~ ¢,

dla ktorego diagram
N

X i Y

jest przemienny, czyli i = gj.

Dowdd. Niech H : A x I — X bedzie homotopia, H(a,0) = ¢'j(a). Ta
homotopia, wraz z przeksztalceniem ¢': Y — X - dzigki temu, ze j jest
korozwléknieniem - rozszerza sie do homotopii H: Y x I — X, takiej, ze
H(y,0) = ¢'(y) oraz H(j(a),1) = i(a), a wiec g1 := H(—,1) jest szukanym
przeksztatceniem. O

Whniosek 5. Jesli A — iX oraz A — jY sq korozwléknieniami a w diagra-
mie

przeksztalcenie f jest zwyklg homotopijng rownowaznoscig, to istnieje prze-

ksztalcenie
SN

X 9 Y

takie, ze gf ~ idx

Dowdd. Niech ¢’ : Y — X bedzie homotopijna odwrotnoscia do f. Wéwczas
fi=jiin~ ¢ fi=gj. Poprzedni lemat zastosowany do ¢’ daje teze. O

Mamy wiec przeksztatcenie rel A, ktére jest homotopijna odwrotnoscia
do f, ale homotopie z idx i idy nie muszg by¢ rel A. Nastepujacy lemat
charakteryzuje przeksztalcenia rel A, homotopijne z idx.

Lemat 2. Niech i : A — X bedzie korozwidknieniem. Jezeli h : X —
X jest przeksztalceniem rel A © h ~ idx, niekoniecznie rel A, to istnieje
przeksztatcenie e : X — X rel A ¢ takie, ze ef ~ idx rel A. Innymi stowy
jezeli h jest identycznoscig w Ty, to h ma lewg odwrotnosé w (Tf4),,.

Dowdd. Niech H : X x I — X bedzie homotopia, H(o,0) = h, H(o,1) =
idx. Poniewaz h jest relA oraz i jest korozwldknieniem, to obciecie H o
(i xid) : Ax I — X rozszerza si¢ do K: X x I — X, ale tym razem z
warunkiem poczatkowym idx, czyli takiej, ze K(x,0) = x oraz K (i(a),1) =
a. Wéwezas e := K (o, 1) jest przeksztalceniem rel(A) homotopijnym z idy.
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Udowodnimy, ze jest szukana lewa odwrotno$cia, konstruujac homotopie
ef ~idx rel(A).

Rozwazmy kompozycje dwéch homotopii: Go := H™! x K o (f x id) :
X x I — X. 7 definicji homotopii H, K wynika, ze dla kazdego a € A droga
Go(j(a),—) = H '(j(a),—) * H(j(a),—) jest kanonicznie homotopijna ze
stala. Definiujemy wiec (podwdjna) homotopie G : A x I x I — X taka, ze
G(a,t,0) = Go(a,t) oraz G(a,0,t) = G(a,1,t) = G(a,t,1) = i(a). Homoto-
pie te rozszerzamy do G : X x I x I — X z warunkiem poczatkowym danym
Go. Szukana homotopia ef ~ idx rel(A) dana jest jako kompozycja obcieé
homotopii G' do trzech bokéw kwadratu: (G|X x 0 x I) x (G|X x I x 1) *
(GIX x 1 x I)~L. O

Zatrzymamy sie w tym miejscu w dowodzie twierdzenia i przejdziemy do
rozwloknien:

W1lékniste homotopijne réwnowaznoSci.

Dla ustalonej przestrzeni B rozwazmy kategori¢ 75 bedaca podkate-
gorig w Tp skladajaca sie z rozwloknien. Jezeli f : E — E’ jest przeksztal-
ceniem takim, ze diagram

E

f Vs
N
B

jest przemienny, odwzorowania p, p’ sa rozwléknieniami to méwimy ze f
jest przeksztalceniem widknistym. W kategorii 7r;p mamy relacje homoto-
pii przeksztalcen wiéknistych i odpowiednie kategorie homotopii oznaczamy
(Ttiwsh C Th. Funktor zapominania Ty — 7T indukuje funktor zapomina-
nia na odpowiednich kategoriach homotopii.

Analogiczie jak poprzednio, celem naszym jest twierdzenie:

Twierdzenie 14. Jesli w diagramie przemiennym przestrzeni topologicz-

nych
f o
N
B

odwozrowania p ,p' sq rozwidknieniami a odwzorowanie f jest (zwyklq) ho-
motopijng rownowaznoscig, to f jest wicknistq homotopijng rownowazno-
scig.

E

Lemat 3. Jesli klasa morfizmow M w kategorii C jest zamknieta ze wzgledu
na zlozenia i kazdy morfizm w M ma w M lewostronng (odp. prawostronng)
odwrotno$é, to kazdy morfizm w M jest izomorfizmem.
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Dowdd. Dla kazdego morfizmu f € M istnieje g € M taki, ze gf = id. Z
zalozenia istnieje f' € M taki, ze f'g = id. Poniewaz lewo- i prawostron-
na odwrotno$¢ musza byc réwne, mamy f = f’ a stad g jest obustronng
odwrotnoscia f. O

Lemat 4. Niech F : C — D bedzie funktorem. Zatoimy, ze dla kazdego end-
morfizmu e € C takiego, ze F(e) = id istnieje lewa (odp. prawa) odwrotnosé
w C. Wtedy dla dowolnego morfizmu f € C takiego, Ze istnieje g € C takie,
ze F(gf) =id w D istnieje lewa (odp. prawa) odwrotnosé w C.

Dowdéd. Rozwazmy endomorfizm gf € C. Na mocy zalozenia istnieje ¢’ € C
taki, ze €/(gf) = id. Stad €'g jest lewa odwrotno$cia morfizmu f € C. O

Whniosek 6. Jesli A C X jest acyklicanym korozwidknieniem, to A jest
silnym retraktem deformacyjnym X.

Dowdd. Stosujemy poprzednie twierdzenie do diagramu:

A

N,

A

O

Zachodzi takze nastepujaca wersja Tw.13 dotyczaca morfizméw miedzy
dwoma korozwldknieniami zdefiniowanymi na réznych przestrzeniach.

Twierdzenie 15. Jesli w diagramie

A—%.pB

1l

X ——Y.

1,7 sq korozwtoknieniami, a f oraz d sq homotopijnymi rownowaznosciams,
to (f,d) jest homotopijng réwnowaznosciq par.

Dowdd. Dowody odpowiednikéw lematéw 1-3 poprzedzajacych dowod Tw.
13 pozostawiamy jako ¢wiczenie. Wykazemy, ze jesli f ~ idg jest widknistym
endomorfimem rozwléknienia £ — pB, to jest f posiada prawg widknista
homotopijng odwrotnosé. Niech H:ExI—E homotopia miedzy f a id.
Zeby skonstruowaé¢ wloknista prawa homotopijng odwrotnosé f rozpatrzmy
pdniesienie G : E x I — E homotopii G := pH : E x I — B z warunkiem
poczatkowym E x 0 — idE. Zdefiniujmy g(e) := G(e,1); wykazemy, ze
id~p fg. 3 3 3 }
Zdefiniujmy homotopie Ko := H ' % (f o G) :id ~ fg i rozwazmy pK =
H~'xG. Ta homotopia rozszerza sie na kwadrat do homotopii K : ExIxI —
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B takiej, ze K(e,t,0) = Ko(e,t) oraz K(e,0,t) = K(e,1,t) = K(e,t,1) =
p(e). Podniesmy ja do K : E x I x I — E z warunkiem poczatkowym
Ky:Ex0— E. Kompozycja homotopii otrzymanych przez obciecie K do
trzech "wolnych” bokéw kwadratu definiuje homotopie id ~p fg (p.dowdd
tw. 0.1). O

Twierdzenie 16. Jesli E — pB jest rozwidknieniem oraz X — fB dowol-
nym przeksztalceniem, to pull-back f*E — p'X jest rozwldknieniem.

Twierdzenie 17. Niech E — pB bedzie rozwidknieniem. Kazda homotopia
X x I — FB wyznacza klase homotopijnych réownowazinosci rozwloknien
indukowamych fiE ~x [{E, przy czym homotopii trywialnej odpowiada
identycznos$é, a kompozycji homotopii odpowiada zloZenie réwnowaznosci.
Duwa przeksztalcenia Fo, Fy : X x I — B homotopijne rel(X x {0,1}) wy-
znaczajq te sama klase wioknistych rownowaznosci

Dowdd. Przy pomocy homotopii F' mozna przeciagnaé rozwléknienie p nad
walec X x I; wystarczy wiec pokazaé jak rozwidknienie £ — pX x I wyznacza
wloknistg homotopijna réwnowazno$é¢ obcieé do dolnej i gérnej podstawy.
Oznaczmy dla k = 0,1 przez Ey, := p~*(E x {k}) = i} E. Utozsamienie Ej z
F polega na "przeniesieniu” wlékien Ey wzdluz tworzacych walca do Ej.

Zdefiniujmy homotopie Fg x I — po x idX x I i jej podniesienie P :
FEyx0 — E z warunkiem poczatkowym Eyx 0 C E. Oczywiscie, dla kazdego
t € I mamy P(—,t) : Ey x 1 — E;. Kompozycji homotopii mozna przypo-
rzadkowad ztozenie tych przeksztalcen. Trzeba sprawdzié, ze klasa wloknistej
homotopii nie zalezy od wyboru podniesienia P. Wykazemy od razu wiecej -
ze dwa przeksztalcenia Fy, F} : X x I — B homotopijne rel(X x {0,1}) wy-
znaczaja te sama klase wloknistych réwnowaznosci. Niech gg : Egx1 — FjE
oraz g1 : By x I — F|'E beda homotopiami skontruowanymi wedtug powyz-
szego przepisu. Rozwazmy homotopie F : Fy ~ Fjrel(X x {0,1}) i rozwlok-
nienie przeciagniete F*E — X x I x I oraz homotopig

poXid Xid: FEgx I xIT— X x1IxI.

Podnoszac H := pg X id X td z warunkiem poczatkowym okreslonym na
"korytku”:

Hivo:EoxIx0—FE, Hryole,t,0)=e€ EyC F*E
Hoxr: Eo x0x I — E, Hoxr(e,0,t) = gole,t) € FfE C F*E

Hiy;:Eox1x1—E, Hiyxle,1,t) = gi(e,t) € FfE C F*E

otrzymujemy homotopie H:EyxIxI—E, ktorej obciecie FI!EO x1x1T
zadaje szukang widknista homotopie. O
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Whniosek 7. Niech p: E — B bedzie rozwloknieniem. Istnieje funktor z gru-
poidu podstawowego G(B) przestrzeni B do kategorii homotopii przestrzeni
topologicznych przypisujgcy kaidemu punktowi b € B wtokno nad nim p~1(b)
a klasie homotopii drogi w : I — B klase homotopii hy, : p~Hw(0)) —
P (w(1))

Dowadd. Traktujemy droge w : I — B jako homotopie miedzy wlozeniami
punktéw koncowych i stosujemy twierdzenie 6 O

Whniosek 8. Jesli p : E — B jest rozwldknieniem, to istnieje wiloknista
homotopijna réwnowazinosé¢ E ~p Py, gdzie P, — B jest kocylindrem od-
wzorowania p. W szczegolnosci dla kaidego puntu b € B widkno p~1(b) i
homotopijne wlokno Fib(f,b) sq¢ homotopijnie réwnowazne.

Dowdd. 7 konstrukcji kocylindra wiemy, ze istnieje przeksztatcenie widkni-
ste s : . — P, ktére jest zwykla homotopijng réwnowaznoscig. Skoro p jest
rozwléknieniem, z twierdzenia 14 wynika, ze s jest widknistag homotopijna
roéwnowaznoscia. O

5.1.6 Korozwldknienia, rozwléknienia i homotopijne réwno-
waznosci

Trzy klasy przeksztalcen: rozwldknienia, korozwtdknienia i homotopijne row-
nowaznosci w pewnym sensie ”generuja” wszystkie przeksztatcenia i sg mie-
dzy sobg powiagzane. Wprowadsmy nastepujace oznaczenia klas morfizméw

wT:
1. Cof — korozwltdknienia;
2. F'ib — rozwlOknienia;
3. Eq — homotopijne réwnowaznosci.

(Ko-)rozwloknienia, ktére sa jednocze$nie homotopijnymi réwnowaznoscia-
mi nazywamy acyklicznymi i stosujemy oznaczenia: AC'f := Cof N Eq oraz
AFb .= FibN Eq. Nastepne twierdzenie opisuje jak klasa Eq i kazda z dwbch
klas Fib i Cof wyznacza trzecia.
Twierdzenie 18. Zachodzq nastepujgce rownosci klas przeksztatcen:

1. Fib = ACof+

2. AFib = Cof*t

3. Cof = +AFib

4. ACof = +Fib
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gdzie (-)* (odp. +(-)) oznacza klase odwzorowars prostopadiych z prawej (odp.
z lewej) strony do klasy (-). [p. Rozdzial 1.5]

Dowdd. [1.] ACof+ = Fib Poniewaz walec ig: X C X x I nalezy do AC',
wiec AC f+ C Fib. Poniewaz dowolne rozwléknienie jest prawo ortogonalne
do walca, a dowolne acykliczne korozwloknienie jest retraktem walca, wiec
poniewaz klasa AC f+ jest zamknieta na retrakty mamy takze AC f+ O Fib.

[2.]Coft = AFib Poniewaz walec ig: X C X x I nalezy do Cof, wiec
Coft C Fib. Trzeba sprawdzi¢, ze dowolne odwzorowanie p : E — B €
Cof~ jest homotopijng réwnowaznosécia. Poniewaz dowolne acykliczne roz-
wléknienie jest retraktem kowalca pg : P(Y) — Y, wiec mamy tez inkluzje
Coft+ > AFb.

[3.] Cof = LAFb Poniewaz kazde korozwldknienie jest lewo ortogonalne do
kowalca, jest tez lewo ortogonalne do dowolnego acyklicznego rozwtéknienia.
Mamy wiec Cof C +AFb Odwrotna inkluzja wynika z definicji korozwtok-
nienia.

[4]ACof = L Fib Walec nalezy do - Fiib i do AC'f, a poniewaz dowolne acy-
kliczne korozwléknienie jest jego retraktem, wiec AC' f C +Fib. Odwrotnie,
niech j €+ Fib. Wtedy j jest korozwidknieniem. Trzeba pokazaé, ze jest
homotopijng réwnowaznoscia....

O]
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