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Rozdzial 1

Grupy nilpotentne i
rozwigzalne

1.1 Grupy nilpotentne

Skonczone p — grupy maja szereg wlasnoéci podobnych do grup przemien-
nych. U ich zrédla lezy stwierdzenie o nietrywialnosci centrum. Odnotujmy
wlasnoé¢ p — grup, ktéra postuzy nam do zdefiniowania grup nilpotentnych.

Twierdzenie 1. Jezeli G jest p-grupg i |G| = p™, to istnieje cigg podgrup
{1} =Hy<H <---<Hp_1<H, =G,
taki Ze Hi < G iHi+1/Hi < Z(G/Hl)

Dowdd. Ciag H; definiujemy indukcyjnie. Hy = {1}, H; = Z(G), Hiy1 =
W;l(Z(G/HZ')), gdzie m; : G — G/H;. Poniewaz centrum p — grupy jest
nietrywialne, to |H;11| > |H;| i dla pewnego n, H, = G. O

W dalszym ciagu bedziemy postugiwali sie ciagami podgrup, wiec od
razu wprowadzimy definicje:

Definicja 1. Niech J < G bedzie podgrupg. Ciggiem diugoscin od J do G
nazywamy cigg podgrup:

J=Hy<H < <H,1<H,=0G.
Jezeli J = {1}, to méwimy o ciggu grupy G.
a) Cigg nazywa sie subnormalny jezeli dla kazdego i, H; < H;y;.
b) Cigg nazywa sie normalny jezeli dla kazdego i, H; I G.

3



c¢) Cigg normalny {1} = Hy < Hy < --- < H,—1 < H, = G nazywa sie
centralny jezeli dla kazdego i, Hiv1/H; < Z(G/H;)

d) Jezeli cigg jest subnormalny, to grupy H;y1/H; nazywajg sie ilorazami
ciqggu.

Poprzednie twierdzenie mozemy wiec sformutowaé tak: Skoriczona p —
grupa posiada ciag centralny.

Odnotujmy nastepujacy lemat:
Lemat 1. Cigg normalny
{}=Ho<H1 < <Hy1<H,=G
jest centralny wtedy © tylko wtedy, gdy dla kazdego 0 < i <n—1
[Hi+1,G] < H;.

Dowdd. Warunek H;i1/H; < Z(G/H;) oznacza, ze dla kazdego g € G i
kazdego x € H;1+1 komutator [g,x] € H;. O

Zdefiniujemy teraz rekurencyjnie dwa ciagi centralne dla dowolnej grupy G
(niekoniecznie skonczonej).

Definicja 2. Niech G bedzie grupg,

e Niech I'o(G) = G i niech I',,(G) = [G,T',—1(G)] dla kazdego n > 1.
Otrzymujemy dolny ciagg centralny:

G =To(G) =T1(G) = T2(G) > ...

e Niech Zy(G) = {1} i niech Zn(G)/Zpn-1(G) = Z(G/Zp-1(G)) dla
kazdego n > 0. Otrzymujemy gorny cigg centralny:

{1} = Zo(G) < Z1(G) < Z5(G) < ...

Oczywiscie istnieja grupy, dla ktoérych rekurencja nie prowadzi do wlasci-
wych ciggdéw — przyktadem moga by¢ grupy doskonate i grupy o trywialnym
centrum. Jednak, jezeli grupa posiada ciag centralny, to nazwy gérny i dolny
wyjasnia nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 1. Dla dowolnej grupy G jezeli
{I}=Hy<H < <H, 1<H,=G
jest ciggiem centralnym, to dla kazdego v > 0

I'—i(G) < H; < Zi(G).



Jego dowdd poprzedzimy lematem.
Lemat 2. Niech H, K, L bedg normalnymi podgrupami grupy G, H < K 14
niech K/H < Z(G/H). Wowczas KL/HL < Z(G/HL)
Dowéd. Rozwazmy dla dowolnych g € G, k € K, | € L element gklg—!.
Mamy gklg~t = gkg~'glg~!. Element gkg~! € H gdyz K/H < Z(G/H),
za$ glg™' € L z normalnoéci L < G. Zatem gklg~™' € HL, co dowodzi
tezy. ]

Mozemy teraz udowodnié¢ stwierdzenie 1.

Dowdd. Stwierdzenie H; < Z;(G) dowodzimy przez indukcje ze wzgledu na
i. Dla i = 0 jest ono oczywiste. Z zalozenia indukcyjnego H;—1 < Z;—1(G),
a zatem

Hi 1Z; 1(G) = Zi1(G

).
Korzystajac z tej rownoéci, zatozenia H;/H;,—1 < Z(G/H;_1) i lematu mamy

H;Z; 1(G)]Zi1(G) =H;Zi 1(G)/Hi12; 1(G) < Z(G/H;1Z;1(G)) =
=2(G/Zi1(G)) = Zi(G) ]/ Zi-1(G).

Wynika z tego, ze H;Z;_1(G) < Z;(G), co wobec Z;_1(G) < Z;(G) oznacza,
ze H; < Z;(G). Podobnie, pokazemy, ze I';(G) < Hp—j. Jest to oczywiste
dla j = 0. Zalézmy, ze I'j(G) < H,—;. Ciag jest centralny wiec z Lematu 1,

(Hy—j,G] < Hp—j—1,

a wiec

Lj41(G) = [I(G),G] < [Hyp—j, G) < Hp—j1.
0

Wniosek 1. Dia grupy G, n jest najmniejszq liczbg dla ktérej Z,(G) = G
wtedy i tylko wtedy, gdy n jest najmniejszq liczba dla ktorej T, (G) = {1}.

Definicja 3. Grupa G nazywa sie mnilpotentna klasy n, jezeli n jest
najmniejszq liczbg naturalng dla ktérej Z,(G) = G. Grupa nazywa sie mil-
potentna, jezeli jest nilpotentna klasy n dla pewnego n.

Oczywiscie jezeli grupa ma ciag centralny dlugosci n, to jest nilpotentna
klasy co najwyzej n.Odnotujmy nastepujace wtasnosci grup nilpotentnych:

Twierdzenie 2. a) Grupy abelowe sq nilpotentne klasy 1.
b) Podgrupa grupy nilpotentnej klasy n jest nilpotentna klasy co najwyzej n.

¢) Grupa ilorazowa grupy nilpotentnej klasy n jest nilpotentna klasy co naj-
wyzej n.



d) Jezeli G jest nilpotentna klasy n a H nilpotentna klasy m, to G x H jest
nilpotentna klasy max(n,m).

e) Jezeli |G| = p™, to G jest nilpotentna klasy co najwyzej n.

Dowdéd. Punkt a) jest oczywisty, a punkt e) wynika z dowodu Twierdzenia
1.

Ad b) Jezeli H < G, to I';(H) < T';(G) i stad teza.

Ad c) Niech H < G iniech 7 : G — G/ H bedzie epimorfizmem na grupe
ilorazowa. Wéwcezas I';(G/H) < ©(I';(G)) i stad teza.

Ad d) Wynika natychmiast z réwnosci I';(G x H) =T;,(G) x I';(H). O

Uwaga 1. Zauwazmy, ze punktu d) powyzszego twierdzenia nie mozna wogdl-
nié na rozszerzenia - nie jest prawdq, Ze rozszerzenie grupy nilpotentnej przez
nilpotentng jest grupa nilpotentng. Przykladem sq np. grupy dihedralne Doy,
Ly, < Doy, — Zs, gdzie n jest nieparzyste.

1.2 Skonczone grupy nilpotentne

Definicja nilpotentnoéci i twierdzenie poprzedniego paragrafu dotycza do-
wolnych grup, takze nieskonczonych.

Definicja 4. Podgrupa H < G nazywa sie subnormalna w G, jezeli istnieje
cigg subnormalny H = Hy < H1 <---< H, 1< H,=G

Stwierdzenie 2. Jezeli G jest grupg nilpotentng i H < G dowolng podgrupg,
to H jest subnormalna w G.

Dowdd. Niech Z;(G) bedzie gornym ciagiem centralnym dla grupy G. Wéw-
czas H; = HZ;(G) jest szukanym ciggiem subnormalnym. O

Nastepne twierdzenie charakteryzuje skoriczone grupy byta nilpotentne.

Twierdzenie 3. Skoriczona grupa G jest grupg nilpotening wtedy i tylko
wtedy, gdy jest produktem swoich podgrup Sylowa.

Dowdd. Oczywiscie, jezeli G jest produktem swoich podgrup Sylowa, ktére
jako p — grupy sa nilpotentne, to G jest nilpotentna. Wystarczy pokazac,
ze jezeli G jest nilpotentna a P jest jej podgrupa Sylowa, to P < G. Niech
P=Hy< H <---< H,_1 < H, = G bedzie subnormalnym ciggiem od P
do G. Zauwazmy, ze dla kazdego i, P jest podgrupa Sylowa w H;. Z subnor-
malnosci P < H; i jako normalna podgrupa Sylowa jest charakterystyczna.
Poniewaz Hy; < Hy, to P J Hs, a zatem ponownie P <« Hs. Rozumujac
indukcyjnie P < G. 0



1.3 Grupy rozwigzalne

Zdefiniujemy teraz najmniejsza klase grup, ktora zawiera grupy abelowe i
jest zamknieta ze wzgledu na rozszerzenia.

Definicja 5. Grupa nazywa sie rozwigzalna jezeli posiada cigg subnor-
malny o abelowych ilorazach.

Stwierdzenie 3. Niech H < G — G/H bedzie rozszerzeniem. Wowczas G
jest rozwigzalna wtedy i tylko wtedy, gdy grupy H i G/H sq rozwigzalne.

Dowdd. Niech m: G — G/H i niech
{1}:H0<H1<"'<Hn—1<Hn:G

bedzie subnormalnym ciggiem rozwiazujacym dla G. Nietrudno sprawdzic,
ze wowczas

(I} =HinH<HNH<--<H, .NnH<H,NH=H

oraz
m(Ho) < w(Hy) < -+ <w(Hp1) S 7(Hp) =G

sa subnormalnymi ciagami o ilorazach abelowych dla H i G/H odpowiednio.
Jezeli zas

(3 =Ho<H < <Hy1<H,=H

}=Ko<Ki1 < <Ky 1<K, =G/H
sa ciagami rozwiazujacymi dla H i G/H, to
{(}=Ho<H < <H,=H=7YKo) <7 ' K)) < <71 YKpn) =G
jest subnormalnym ciagiem o ilorazach abelowych dla G. 0

Definicja 6. Dlugosciq pochodng (derived length) grupy rozwigzalnej nazy-
wamy diugosé najkrotszego ciggu rozwigzujgcego G.

Liczbe te mozemy wyznaczy¢ algorytmicznie.

Definicja 7. Definiujemy rekurencyjnie ciag pochodny grupy G: Nlech GO =
G, GY =[G, G] zas G = [GH-D, ql=1)],

Zachodzi nastepujace

Stwierdzenie 4. Jezeli {1} = Hy < Hy < -+ < Hy,—1 < H, = G jest
subnormalnym ciggiem o ilorazach abelowych, to G < H,_;.



Dowdd. Dowdd jest przez indukcje i przypadek i = 0 jest oczywisty. Zatéz-
my, ze G < H,_;. Grupa H;1/H; jest abelowa, wiec [H;, H;] < Hit1, co
przy zatozeniu indukcyjnym daje teze. O

Zatem jezeli grupa G jest rozwiazalna, to istnieje n dla ktérego G(™) = {1}.
Jest takze jasne, ze najmniejsze n, dla ktérego G = {1} jest dlugoscia
pochodng grupy G. Zauwazmy, ze cigg G > G > ... > gD > g =
{1} jest ciagiem normalnym o abelowych ilorazach, a nawet sklada sie z
podgrup charakterystycznych grupy G. Wynika z tego, ze tym istotnym
warunkiem dla ktérego grupy nilpotentne nie sa zamkniete ze wzgledu na
rozszerzenia jest warunek centralnosci. Korzystajac z charakteryzacji grup
rozwiazalnych bardzo tatwo jest uzasadni¢, ze podgrupa i grupa ilorazowa
grupy rozwiazalnej jest rozwiazalna. Dla H < G, H® < GO i G/H @) =
7(G/H)®, gdzie 7 : G — G/H. Odnotujmy jeszcze nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4. Jezeli G jest skoriczong grupg rozwigzalng, to G posiada
cigg subnormalny o ilorazach cyklicznych, a nawet o ilorazach cyklicznych
rzedu pierwszego.

Dowadd. Ciag subnormalny o skoriczonych abelowych ilorazach mozna zage-
Sci¢ do pozadanego korzystajac z postaci skoniczonych grup abelowych. [

Skonczone rozwiazalne grupy abelowe maja nastepujaca wlasnosé:

Twierdzenie 5. Jezeli G jest skoniczong grupg rozwigzalng, zas V. < G
minimalng podgrupg normalng, to 'V jest elementarng grupg abelowg.

Dowdd. Rozwazmy [V, V] 4 V. Z minimalnosci V, [V,V] =V lub [V, V] =
{1}. V jest rozwiazalna, jako podgrupa wiec pierwsza mmozliwos¢ odpada
i V jest grupa przemienna. Niech P bedzie p — podgrupa Sylowa w V. Z
abelowosci V', P 4V a wiec P < G i z minimalnosci P = V. Podobnie {z €
P:agPp=1} 4V, wigc{zeP:2? =1} AGi{zeP: 2P =1} =V, O

Mamy dwa stynne twierdzenia charakteryzujace skonczone grupy roz-
wigzalne.

Twierdzenie 6. (Burnside’a) KazZda grupa rzedu p™q", gdzie p i q sa
liczbami pierwszymi jest rozwigzalna.

Twierdzenie 7. (Feita - Thompsona) Kazda grupa rzedu nieparzystego
jest rozwigzalna.

1.4 Klasyfikacja rozszerzen z abelowym jadrem

Bedziemy rozwazaé sytuacje, gdy grupa G jest rozszerzeniem grupy H przez
grupe K, czyli mamy diagram:

K<1Grt @,



Jezeli dla homomorfizmu p : G — H istnieje homomorfizm nazywany prze-
krojem s : H — G, ps = idp, to G jest produktem péiprostym K i H, prze-
kréj s definiuje dziatanie ¢ : H — Aut(K) wzorem o(h)(k) = s(h)ks(h)~'i
wowczas G jest izomorficzna z K x, H.

Rozwazmy teraz przypadek, w ktérym K jest grupa przemienna. Wow-
czas nawet gdy nie istnieje przekrodj, to rozszerzenia zadaje dzialanie gru-
py H na grupie K. Dla g,¢’ takich, ze p(9) = p(¢’) = h mamy: ¢’ = gk
dla pewnego k € K. Z przemiennosci grupy K automorfizmy wewnetrzne
g-g7 4 ¢ g ' K — K sa réwne. Mozemy wiec zdefiniowaé dziatanie H na
K wzorem

¢ H — Aut(K),  o(h)(k) = gkg ', gdzie p(g) = h.

Dziatanie grupowe w K bedziemy zapisywaé addytywnie. Jesli zadane
jest dzialanie ¢ : H — Aut(K) i K jest grupa przemienna, to bedziemy
moéwili, ze K jest H modulem i bedziemy pisa¢ xa zamiast ¢(x)(a).

Naszym zadaniem bedzie sklasyfikowanie rozszerzen grupy H przez prze-
mienna grupe K odpowiadajacych zadanej strukturze H modutu na K. Spre-
cyzujemy stowo "sklasyfikowaé”.

Definicja 8. Niech K bedzie H modutem. Powiemy, Ze rozszerzenia K —t.a-tsp

iKY odpowiadajgcych zadanej strukturze H modulu na K
sq réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje izomorfizm v : G — G’ dla
ktorego przemienny jest diagram:

K—ts>qg-tsm.

oy

Niech
K—‘~qg-tsmg

bedzie rozszerzeniem odpowiadajacym H modutowi K. Funkcje [ : H — G
bedziemy nazywaé podniesieniem, jezeli pl = idy. Méwimy, ze podniesienie
jest znormalizowane jezeli (1) = 0 € K i w dalszym ciagu rozpatrywaé
bedziemy tylko znormalizowane podniesienia.

Definicja 9. Jezeli | : H — K jest znormalizowanym podniesieniem, to
funkcje f: H x H — K zdefiniowang wzorem

fla,y) = 1(=@)(y)l(zy) "

nazywamy zbiorem ilorazowym lub znormalizowanym kocyklem.



Tak wiec funkcja f ”mierzy” odstepstwo podniesienia [ od bycia ho-
momorfizmem, czyli przekrojem. Jezeli G jest produktem polprostym a [
przekrojem, to f =0

Stwierdzenie 5. Niech H bedzie grupg a K — H modutem. JeZeli
K—>G-LsH

jest rozszerzeniem odpowiadajgcym temu modutows:, I znormalizowanym pod-
niesieniem, za$ f: H x H — K wyznaczonym przezen kocyklem, to:

a) dla dowolnych x,y € H, f(x,1) = f(1,y) = 0;

b) dla dowolnych x,y,z € H spelniona jest réwno$é zwana toisamosciq
kocyklu:

[, y) + fwy,2) = wf(y, 2) + [z, y2).

Dowdd. Punkt a) jest oczywisty. Ad b): pamigtajac, ze oznaczne symbolem
+ dziatanie w K jest tak na prawde mnozeniem w G mamy:

f@,y)+f(zy, 2) = U@)(y)l(zy) Uay)l(2)l(zyz) " = 1(@)(Y)l(2)l(zyz) " =

= U2)U(y)U(2)(y2)U(z) " Ua)l(y2)l(wyz) " = U(2)f(y, 2)l(2) " f(z,y2) =

= xf(y, Z) + f(I,yZ)
L]

Stwierdzenie 6. Niech H bedzie grupg o K — H modutem. Niech
f:HxH — K spelnia warunki a) i b) poprzedniego stwierdzenia. Wowczas
istnieje rozszerzenie

K—i>G—p»H

odpowiadajgcym H modulowi K oraz znormalizowane podniesienie tego roz-
szerzenia, takie ze f jest odpowiadajgcym znormalizowanym zbiorem ilora-
zowym.

Dowdd. Zdefiniujemy strukture grupy na zbiorze K x H. Grupe te bedziemy
oznacza¢ symbolem G(K, H, f). Dzialania grupowe definiujemy nastepujaco:

o elementem neutralnym jest (0,1);
 (a,2)(b,y) = (a+xb+ f(z,9), 2y);

e (a,2) ' =(—27ta—a f(x,z7Y), 27 1).



Wilasno$é a) gwarantuje, ze (0,1) jest elementem neutralnym, za$ tozsa-
mos¢ kocyklu sprawia, ze dzialanie jest laczne. Tak skonstruowana grupa
G(K,H,f)  jest rozszerzeniem — H  przez K, bowiem

ir : K = G(K,H, f), i(a) = (a,1) jest wlozeniem na podgrupe izomor-
ficzna z K, ktéra jest normalna. Mamy epimorfizm p; : G(K, H, f) — H,
prla,r) = x, ktérego jadrem jest K. Tak wiec G(K, H, f) jest rozszerzeniem
H przez K. Musimy jeszcze sprawdzié, czy to rozszerzenie zadaje wyjsciowa
strukture H modulu na K. W tym celu liczymy:

(@, 2)(@ )(d, )" = (@ + 20+ f(@,1),2)(~a b — 2~ f(,27Y),27L) =
= ((d +za,z)(—z ' —a  f(z,27t), 27t =
=(d +za+x(—ztd —z 2™ + f(z,271),1) =

=(d +ra—d — flz,z™ 1)+ f(z,27 1) = (za, 1).

Niech teraz Iy : H — G(K, H, f) bedzie podniesieniem [¢(x) = (0, ). Jest
to podniesienie znormalizowane i kocykl przez [; wyznaczony jest réwny:

(@)l ()l (zy) ™ = (0,2)(0,9)(0,zy) ™" = (f(z,y), zy)(—(zy) " flay, (zy) "), (zy) )

= (f(z,y) + zy(—(zy) " f(zy, ()™ ") + flay, (zy) ), 1) =
= (f(z,y) — flzy, (zy) ™) + fl2y, (zy) ™), 1) = (f(z,9),1).
0

Jezeli kocykl f pochodzi od pewnego rozszerzenia wraz ze znormalizowa-

; l
nym podniesieniem I, K ——= G = ~< H , to skonstruowana grupa G(K, H, f)
P

jest izomorficzna z wyjsciowa grupa G. Dokladniej:

Stwierdzenie 7. Jezeli K jest H modutem, K —t.q-t-pm jest rozsze-
rzeniem odpowiadajgcym strukturze modutu, | podniesieniem a f kocyklem
wyznaczonym przezl, to istnieje izomorfizm ¢ : G(K, H, f) — G, dla ktérego
przemienny jest diagram:

K
K

Dowdd. Definiujemy v (a, z) = al(x). Czytelnikowi pozostawiamy sprawdze-
nie, ze 1 jest izomorfizmem spelniajacym zadane warunki. O

if Ly
—G(K,H, )= H

bf
T
l

p




Mamy zatem bijekcje klas izomorfizméw rozszerzen ze znormalizowanym
podniesieniem ze zbiorem znormalizowanych kocykli.

Chcemy klasyfikowaé¢ dla danego H modulu K rozszerzenia na podsta-
wie kocykli przypisujac kocyklowi f rozszerzenie G(K, H, f) i pozby¢ sie
niejednoznacznoéci zwiazanej z wyborem podniesienia.

Rozwazmy dwa podniesienia [, I’ rozszerzenia K — G — H i wyznaczone
przez nie kocykle f, f’. Niech h : H — K bedzie zdefiniowane wzorem
() = h(z)l(x) (warstwy prawostronne sa réwne lewostronnym). Mamy:

F,y) fla,y) ™" =1 (@) () (zy) (zy)ly) ()~ =
W@)h(U(y)l(zy) " h(zy) (zy)l(y) () =

()
()
=h(x) U(z)h(y) ()~ U2) ()l y) ™ hay) ™ iay)i(y) i)™ =
=h(z) l)h(y)l(@) " h(zy)h(zy) " hzy) " =
Qa)aly)ne)
=h(z) ()h(y)l(2) " h(zy) ™!

Przechodzac do addytywnego zapisy K jako H modulu mamy:

f(x,y) = f(z,y) = xh(y) — h(zy) + h(z).

Definicja 10. Niech K bedzie H modulem. Funkcje g : H x H — K na-
zywamy kobrzegiem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja h : H — K,
dla ktorej

h(1) =0 oraz g(x,y) = zh(y) — h(zy) + h(z).
7 powyzszego rachunku wynika nastepujacy wniosek:

Whniosek 2. Kocykle wyznaczone przez to samo rozszerzenie K — G — H
rozniq sie o kobrzeg.

Stwierdzenie 8. Niech K bedzie H modulem. Jezeli g : H x H — K jest
kobrzegiem, to jest (znormalizowanym) kocyklem.

Dowdd. Jest to proste sprawdzenie. ]
Podobnie prosty rachunek pokazuje, ze :

Stwierdzenie 9. Zbior (znormalizowanych) kocykli jest abelowq grupa, a
2bior kobrzegow jej podgrupg.

Grupe znormalizowanych kocykli oznaczaé¢ bedziemy symbolem Z2(H, K),
za$ jej podgrupe kobrzegéw symbolem B?(H, K).

Definicja 11. Niech K bedzie H modutem. Drugq grupg kohomologii nazy-
wamy grupe ilorazowq :

H?*(H,K)= Z*(H,K)/B*(H,K).



Twierdzenie 8. Schreira Niech K bedzie H modulem. Niech e(K,H)
oznacza klase izomorfizmow rozszerzen H przez K. Wowczas

U HA(H,K) — e(K,H)  U(f+B*H K))=[G(K,H, [)]
jest bijekcjg. Ponadto W(0) jest produktem pdlprostym.
Dowdd. Musimy pokazaé, ze

a) W jest dobrze okreslone;
b) W jest réznowartosciowe;

c) ¥ jest "na”

; !
Punkt d) zostal udowodniony. Dla dowodu a) zatézmy, ze K —— G <T> H

. 4

i K —=G'= 4 H sy rozszerzeniami odpowiadajacymi kocyklom f i f’.
p/

(Wiemy, ze G(K, H, )i G(K, H, f) takie sa, ale piszemy G i G’ dla prostoty

oznaczen.) Zalézmy, ze f i f’ roznia si¢ o kobrzeg f — f' = h, to znaczy

f(x,y) = f'(x,y) = xh(y) — h(zy) + h(z).

Rozwazmy diagram:

B l
K—G="yH

p
idK\L \L'Y \LidH
ll

K-'>G="oH

P
gdzie v(al(x)) = h(x)al’(x) Musimy sprawdzié¢, ze v jest homomorfizmem i
izomorfizmem i ze diagram (litych strzalek) jest przemienny, co pozostawia-
my czytelnikowi. Jesli natomiast istnieje izomorfizm ~, dla ktérego diagram
(litych strzalek) jest przemienny, to definiujemy I : H — G’. Poniewaz
v jest izomorfizmem to ~l jest podniesieniem wyznaczajacym kocykl f. Z

wniosku 1 wynika, ze f — f jest kobrzegiem.
O

1.5 Zadania

1.5.1. Niech f : H — H’ bedzie homomorfizmem. Pokazaé, ze indu-
kuje on przeksztalcenie f# : e(H',K) — e(H,K) oraz homomorfizm
f*:H*(H',K) — H?(H, K) dla ktérego przemienny jest diagram:

H2(H',K)-Y>¢(H K).

A

H2(H,K) —L~¢(H, K)



1.5.2. Niech f : K — K’ bedzie homomorfizmem. Pokazaé, ze indu-
kuje on przeksztalcenie fu : e(H,K) — e(H,K') oraz homomorfizm
f«: H*(H,K) — H?(H, K') dla ktérego przemienny jest diagram:

HX(H,K)—Y—~¢(H,K) .
f*l if#
H2(H,K') Y e(H,K')

1.5.3. Opisa¢ "sume” rozszerzen wyznaczona przez sume kocykli i izomor-

fizm U : H2(H,K) — e(K, H).



Rozdzial 2

Teoria (alois

2.1 Cialo rozkladu wielomianu

2.1.1 Definicja i podstawowe wlasnosci

Niech K bedzie cialem i niech f € K[X] bedzie wielomianem nierozkladal-
nym. Cialo K[X]/(f) jest rozszerzeniem generowanym przez warstwe X +(f)
i element X + (f) jest pierwiastkiem wielomianu f w K[X]/(f).

Definicja 12. Méwimy, Ze rozszerzenie K C L jest rozszerzeniem o pier-
wiastek wielomianu f € K[X]|, jezeli L = K(u) i u jest pierwiastkiem wie-
lomianu f.

Rozszerzenie o pierwiastek wielomianu nierozktadalnego jest wyznaczone
jednoznacznie.

Twierdzenie 9. Niech ¢ : K — L bedzie izomorfizmem, za$ f € K|[X]
wielomianem nierozkladalnym. Niech . : K[X] — L[X] bedzie induko-
wanym przez @ izomorfizmem pierscieni wielomiandw. Niech K (u) bedzie
rozszerzeniem o pierwiastek wielomianu f a L(@) rozszerzeniem o pierwia-
stek @, (f) = f. Wowezas istnieje izomorfizm ¢ : K(u) — L(@), dla ktérego
Pl = ® 1 P(u) = 1.

Dowdd. Szukany izomorfizm jest ztozeniem nastepujacych izomorfizméw nad

K:

K(u) <— K[X]/(f) — LIX]/(f) = L(a)
O

Definicja 13. Niech K bedzie cialem i niech f € K[X]|. Mowimy, Ze roz-
szerzenie K C M jest ciatem rozkladu wielomianu f jezeli:

e wielomian f € M[X] jest iloczynem wielomianéw liniowych;

e M =K(uy,...,ux), gdzie ui, ..., u sq wszystkimi pierwiastkami wie-
lomianu f w M.

15



Twierdzenie 10. Dia dowolnego wielomianu f € K[X] istnieje jego cialo
rozkiadu.

Dowdd. Indukcja ze wzgledu na deg(f). Jezeli deg(f) = 1, to cialem rozkla-
du f jest K. Dla deg(f) > 1, niech g bedzie wielomianem nierozkladalnym,
g | f.- Niech K C K (u) bedzie rozszerzeniem o pierwiastek g. W pierécieniu
K(u)[X] mamy f = (X — u)h. Z zalozenia indukcyjnego istnieje cialo roz-
ktadu K(u) C M wielomianu h € K (u). Jest jasne, ze K C M jest cialem
rozkladu f nad K. O

Jest jasne, ze cialo rozktadu wielomianu f jest rozszerzeniem skonczonym
stopnia co najwyzej n!, n = deg(f).
Ciato rozktadu jest wyznaczone jednoznacznie w nastepujacym sensie:

Twierdzenie 11. Niech ¢ : K — L bedzie izomorfizmem cial. Niech
oy ¢ K[X] = L[X]. Niech K C M bedzie cialem rozkladu wielomianu f,
a L C N cialem rozkladu wielomianu p.(f). Wowczas istnieje izomorfizm
©: M — N, dla ktérego ¢, = ¢

| €

=N
L
Dowdd. Dowdd ze wzgledu na stopieni rozszerzenia [M : K.

Jezeli [M : K| =1, czyli M = K, to f jest iloczynem czynnikéw liniowych
w K[X], a zatem ¢, (f) jest iloczynem czynnikéw liniowych w L[X]i L = N

g

¥
—_—

oraz ¢ = .

Niech g bedzie nierozkladalnym dzielnikiem f stopnia co najmniej 2. Niech
u € M bedzie pierwiastkiem wielomianu g w M, zas§ u € N bedzie pier-
wiastkiem wielomianu ¢, (g). Rozpatrzmy diagram:

M- - =N
I
K(u) —= L(q)
1, ]

K L

Izomorfizm ¢ wynika z Twierdzenia 9. Poniewaz [M : K(u)] < [M : K],
to teza wynika z zatozenia indukcyjnego. O

Mozemy spytac, kiedy rozszerzenie skonczone jest ciatem rozkladu pew-
nego wielomianu.



Twierdzenie 12. Niech K C M bedzie rozszerzeniem skoriczonym. Wow-
czas nastepujgce warunki sg rownowazne:

a) M jest cialem rozkladu nad K pewnego wielomianu z K[X];

b) kazdy nierozkladalny wielomian z K[X], ktory ma pierwiastek w ciele M
rozktada sie w citele M na czynniki liniowe.

Dowdd. a) = b) Niech M bedzie cialem rozkladu wielomianu f € K[X].
Niech g € K[X] bedzie wielomianem nierozkladalnym i niech v € M bedzie
jego pierwiastkiem. Przypusémy, ze g nie rozklada sie w M na czynniki
liniowe. Zatem istnieje nierozkladalny wielomian h € M[X], deg(h) > 1 i
hlg w M[X]. Niech M (v) bedzie rozszerzeniem M o pierwiastek wielomianu
h. Oczywiscie zar6wno K (u) jak i M (v) sa rozszerzeniami K o pierwiastek
nierozkladalnego wielomianu g € K[X]. Zatem K (u) jak i M (v) sa izomor-
ficzne nad K — jest to niemozliwe, gdyz [M (v) : K| > [M : K] > [K(u) : K].

b) = a) Niech vy,...v, € M bedzie baza M jako przestrzeni liniowej nad
K. Niech f; € K[X] bedzie wielomianem minimalnym dla v;. Rozpatrzmy
wielomian f = fi... f,. Z zalozenia wielomian f rozklada sic w M na
czynniki liniowe. Poniewaz M jest generowane przez pierwiastki f, to M
jest ciatem rozktadu wielomianu f nd K.

O

2.1.2 Istnienie i jednoznaczno$¢ ciat skonczonych.

Niech K bedzie cialem skonczonym charakterystyki p. Wiemy, ze K jako
przestrzen liniowa nad Z, ma p™ elementéw. Pokazemy, ze dla kazdego
m € N istnieje cialo p™ elementowe i jest ono wyznaczone jednoznacznie z
doktadnoscia do izomorfizmu.

Zaczniemy od ogolnej obserwacji.

Definicja 14. Jezeli f = a, X" + -+ a1 X + ap € K[X], to jego pochodng
nazywamy wielomian ' =na, X"+ ... 200X + a;.

Uwaga 2. Niech a € K bedzie pierwiastkiem wielomianu f € K[X]|, czyli
réwnowainie v —a | f w K[X]. Woéwczas (X —a)? | f w K[X] wtedy i tylko
wtedy, gdy X —a | f'.

Twierdzenie 13. (Galois) Niech p bedzie liczbg pierwszq . Wowcezas

a) dla kazdego m € N istnieje cialo p™ elementowe;

b) kazde dwa ciala p™ elementowe sq izomorficzne.

Dowdéd. Niech g = p™.



a) Niech K bedzie cialem rozkladu wielomianu f = X? — X € Z,[X]. Po-
kazemy, ze |K| = ¢q. Niech D = {a € K:a? —a = 0}. (X7 - X) =
gX% ! —1 = —1, wiec fi f’ nie maja wspolnego dzielnika i wielomian
f ma w K, ¢ pierwiastkéw réznych, czyli |D| = ¢. Zauwazmy, ze D
jest podciatlem K, a poniewaz K jest generowane przez pierwiastki f, to
D=K;

b) z jednoznacznodci ciata rozkladu wielomianu wynika, ze wystarczy po-
kaza¢, ze kazde cialo ¢ elementowe jest cialem rozkladu wielomianu
f = X9-X € Z,X]. Dla kazdego a € K, a # 0, a? ! = 1, wiec a
jest pierwiastkiem wielomianu X9~ — 1. Jezeli rozpatrzymy wielomian
f, to dodajemy 0 i widzimy, ze wszystkie elementy K sa pierwiastkami
f, czyli K jest cialem rozktadu.

2.1.3 Zadania

2.1.1. Udowodni¢, ze jezeli K C L jest cialem rozkladu wielomianu
f € K[X] stopnia n, to [L : K| | n!. Pokazaé, ze jezeli [L : K] = nl, to
f jest wielomianem nierozkladalnym.

2.1.2. Niech K C L C M beda rozszerzeniami. Niech cialo L bedzie
generowane przez pewne pierwiastki wielomianu f € K[X]. Udowodnié, ze
M jest ciatem rozkladu wielomianu f nad K wtedy i tylko wtedy gdy M
jest cialem rozkladu wielomianu f nad L.

2.1.3. Niech f € K[X] bedzie wielomianem stopnia f = X" 4+a,_1X ---+
a1 X + ag, n > 1.. Niech f|X™ —b. Korzystajac z ciala rozkladu wielomianu
f, pokazaé ze b™ = (—1)""ag".

2.1.4. Niech K bedzie cialem skoniczonym charakterystyki p. Pokazaé, ze
istnieje element a € K dla ktérego K = Zy(a).
Wskazowka: Liczgc elementy pokazaé, Ze suma mmnogo$ciowa wiasciwych
podciat K jest rézna od K.



2.2 Podstawy teorii Galois.

2.2.1 Odpowiednios¢ Galois

Dla rozwazan w tym paragrafie ustalamy rozszerzenie K C N.

Definicja 15. Grupg Galois rozszerzenia K C N nazywamy grupe tych au-
tomorfizméow N — N, ktore sq identycznosciqg na ciele K. Grupe te bedziemy
oznaczaé symbolem Gal(N, K).

Teoria Galois to badanie zwiazkdéw miedzy zbiorem cial posrednich mie-
dzy K a N z jednej strony a zbiorem podgrup grupy Galois z drugiej. Roz-
patrzmy nastepujace przeksztalcenia:

zbiér rozszerzen posrednich zbiér podgrup grupy
KcCcLCN Gal(N, K)

O(L) ={p € Gal(N,K): Vyer o(z) = x}
U(H)=NH
Twierdzenie 14. Przeksztalcenia Phi i ¥ majg nastepujgce wilasnosci:
(1) ® oraz ¥ odwracajq inkluzje;
(2) L C V®(L) dla kaidego ciala posredniego L;
(8) H< ®V(H) dla kazdej podgrupy H < Gal(N, K);
(4) @YD =P i VOV =V

Dowdd. Jedynie punkt 4) wymaga uzasadnienia - jest on prosta konse-
kwencja poprzednich zawieran: L C W®(L), wigc z punktu 1) mamy :
dUP(L) < ®(L). Dla dowolnej podgrupy H, H < ®U(H) i podstawia-
jac H = ®(L) otrzymujemy ®(L) < ®UP(L). Druga réwnosé¢ dowodzimy
analogicznie. ]

Definicja 16. Cialo V®(L) nazywamy domknieciem ciala L i oznaczamy
symbolem L. Ciato posrednie K C L C N nazywa si¢ domkniete jezeli L = L.

Z punktu (4) powyzej wynika, ze =L

Definicja 17. Podgrupe ®V(H) nazywamy domknigciem podgrupy

H < Gal(N,K) i oznaczamy H. Podgrupa H nazywa sie domknicta jezeli
H=H.

Z punktu (4) powyzej wynika, ze H=T1.



Przyktad 1. Niech K C N bedzie rozszerzeniem.
a) ®(N) = {1}, N = N;

b) U(Gal(N,K)) = K, Gal(N,K) = Gal(N, K);
¢c) W({1}) =N, {1} = {1};

d) Gal(Q(V5),Q) = {1}, Q = Q(V/5);

Definicja 18. Rozszerzenie K C N nazywa sie rozszerzeniem Galois, jezeli
K=K.

Zauwazmy, ze ®(L) = Gal(N, L) oraz ze cialo posrednie L jest domkniete
wtedy i tylko wtedy, gdy rozszerzenie L C N jest Galois.

7 Twierdzenia 14 wynika, ze obrazem domknietego ciata posredniego jest
domknieta podgrupa i podobnie dla przeksztalcenia ¥. Mamy wiec naste-

pujace:

Stwierdzenie 10. Niech K C N bedzie rozszerzeniem. Przeksztalcenia ®
1 U wustalajg wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy domknietymi
ctatami posrednimi a domknietymsi podgrupams.

Musimy teraz ustali¢, co to znaczy, ze cialo posrednie jest domkniete i
podgrupa jest domknieta. Zacznijmy od nastepujacej przydatnej obserwacji:

Uwaga 3. Niech K C L C M C N bedzie ciggiem rozszerzen, za$
{1} < (M) < ®(L) < Gal(N, K) odpowiadajgcym mu ciggiem podgrup.
Wowczas istnieje réinowartoSciowe przeksztalcenie ze zbioru warstw
O(L)/ (M) w zbior {p|,, : M = N | ¢ € Gal(N, K)}.

Dowdd. Kazde dwa elementy warstwy ®(L)/®(M) réznia sie o identycznosé
na M, wigc przeksztalcenie jest dobrze okreslone. Natomiast jesli |, = cp" "

to |, (pml =1id,,,, wiec ¢|,, 1 <p1M naleza do tej samej warstwy. O

Twierdzenie 15. Niech K C L C M C N bedzie ciggiem rozszerzen. Jezeli
rozszerzenie L C M skoriczone, to |®(L) : ®(M)| < |M : L|.

Dowdd. Dowdd przez indukeje ze wzgledu na |M : L|. Jezeli |M : L] =1, to
teza jest oczywista.

W kroku indukcyjnym rozpatrujemy wpierw przypadek, gdy istnieje cialo
Lo, LG Lo & M. Z zalozenia indukcyjnego

|®(L) : ®(Lo)||P(Lo) : (M)| < |M : Lo||Lo : L| = |M : L],

ale |®(L) : ®(Lo)|[®(Lo) : ®(M)| = |®(L) : ®(M))].
Jezeli ciata posredniego miedzy L a M nie ma, to M = L(u) dla pewnego u €
M . Niech f € L[X] bedzie wielomianem minimalnym dla u. Zgodnie z uwaga



3 kazdy element warstwy ®(L)/®(M) wyznacza inny obraz elementu w.
Poniewaz rozpatrywane automorfizmy sa identyczno$cia na L, to obraz u
musi by¢ takze pierwiastkiem wielomianu f, a tych réznych jest co najwyzej
deg(f) = |M : L|. O

Analogiczne twierdzenie jest prawdziwe po stronie podgrup grupy Galois.

Twierdzenie 16. Jezeli H < J < Gal(N,K) jest ciggiem podgrup i
] H| < oo, to [U(H) : U(J)| < |J: HI.

Dowdd. Podobnie jak w uwadze 3 mamy dobrze zdefiniowane przeksztalce-

nie J/H = {p),,, : Y(H) = N,| ¢ € Gal(N,K)}. Niech [J : H| = n i
przypusémy nie wprost, ze |U(H) : U(J)| > n. Niech uy, ... uy+1 beda linio-

wo niezaleznymi nad W(J) elementami W(H). Niech p1 = id, @2, ..., ¢, beda
reprezentantami warstw J/H. Mozemy zalozy¢, ze p1 = id. Rozpatrzmy n+

1 wektoréw w przestrzeni liniowej N™ nad W(J): a1 = (¢v1(u1), p2(u1), ..., on(u1)), ag =
(p1(u2), p2(u2), .-, ant1 = on(u2)), ... (01 (un+1), P2(Unt1), - - - Pnltnt1))-

Uktlad ten liniowo zalezny wiec podprzestrzen A = {(a1,...,an+1): Z?:l ;0 =

0} < N™*! jest nietrywialna i ma nastepujace wlasnoéci:

« dla dowolnego niezerowego elementu A nie wszystkie jego wspdirzedne
naleza do ¥(J). Wynika to z tego, ze zalozyliSémy, iz elementy u; sa
liniowo niezalezne a ¢ = id.

e zbiér A jest H niezmieniczy, bowiem dla n € H, U(Z?:Jrf a;a;)

Wybierzmy w A element o najwiekszej liczbie zerowych wspotrzednych. Do-
konujac ewentualnego przenumerowania mozemy zatozy¢, ze ciag wyglada
nastepujaco: (a1, ag,...,a,,0,...0)1ze ag & V(J). O

Oba twierdzenia ztozone razem prowadza do nastepujacego.

Twierdzenie 17. Niech K C N bedzie rozszerzeniem i Gal(N,K) jego
grupg Galots.

a) Niech K C L C M C N bedzie ciggiem rozszerzen. Jezeli cialo L jest
domkniete w N oraz |M : L| < oo, to cialo M jest domkniete w N i
|®(L) : ®(M)| = |M : L.

b) Niech H < J < Gal(N.K) bedzie ciggiem podgrup oraz |J : H| < oo.
Jezeli podgrupa H jest domknieta w Gal(N.K), to podgrupa J jest do-
mknieta w Gal(N.K) i |V(H) : ¥(J)| = |J : H|.

Dowad.
a) Mamy
IM :L| = |0®(M): VO(L)| < |®(L): ®(M)| < |M : L.

Z zatozenia L = L i M C M, zatem M = M.



b) Mamy
|J: H|=1®U(J): dU(H)| < |[U(H): ¥(J)| < |J: H|.

7 zatozenia H =H i J C J, zatem J = J.
O

Podgrupa trywialna grupy Galois jest domknieta z definicji. Wynika z
tego, ze zawsze domkniete sa wszystkie podgrupy skoniczone. Podobnie, jezeli
K C N jest rozszerzeniem Galois, to domkniete w N sa wszystkie skonczone
rozszerzenia K. Mamy wiec twierdzenie Galois:

Twierdzenie 18. Jezeli K C N jest skoriczonym rozszerzeniem Galotis,
to przeksztalcenia ® i V zadajg wzajemnie jednoznaczng odpowiedniosé
miedzy podgrupami grupy Galois Gal(N,K), a cialami posrednimi

K C L C N. Ponadto |L : K| = |Gal(N,K) : ®(L)|. W szczegdlnosci
|IN : K| = |Gal(N, K)|.

2.2.2 Normalne podgrupy grupy Galois
Zacznijmy od oczywistej uwagi dotyczacej dziatan grup.
Uwaga 4. Niech grupa G dziala na zbiorze X. Wowczas:

1. Jezeli Y C X jest podzbiorem niezmienniczym, to podgrupa

H={g€G:Vyeyg(y) =y}
jest normalng podgrupg grupy G;

2. Jezeli H 4 G, to zbiér punktéw statych X jest podzbiorem niezmien-
niczZYym.

Mamy zatem:

Twierdzenie 19. Niech K C N bedzie rozszerzeniem i Gal(N,K) jego
grupg Galois. Wowczas:

a) jezeli K C L C N jest Gal(N, K) niezmienniczym cialem posrednim, to
®(L) < Gal(N, K);

b) jezeli H 1 Gal(N, K), to W(H) jest Gal(N, K) niezmienniczym cialem
posrednim.

Whiosek 3. a) Jezeli H I Gal(N,K), to H < Gal(N, K);

b) Jezeli K C L C N jest Gal(N, K) niezmienniczym cialem posrednim, to
L jest takze jest Gal(N, K) niezmienniczym cialem posrednim.



Twierdzenie 20. Niech K C N bedzie rozszerzeniem Galois i niech L bedzie
Gal(N, K) niezmienniczym cialem posrednim. Wowczas rozszerzenie K C L
jest Galois.

Dowdd. Niech u € L\ K. Istnieje ¢ € Gal(N, K), ¢(u) # u. Z niezmienni-
czosci L, ¢, € Gal(L, K). O

Czy fakt, ze rozszerzenie K C L jest Galois, odpowiada niezmienniczosci
L? W tym celu rozpatrzmy lemat.

Lemat 3. Niech K C N bedzie rozszerzeniem Galois i niech f € K[X]
bedzie wielomianem nierozkladalnym, ktory ma w N pierwiastek. Wowczas
w ciele N wielomian f jest iloczynem czynnikow liniowych parami réznych.

Dowdd. Niech u € N i f(u) = 0. Niech u = uy,...,ux, k < n wszystkie, pa-
rami rézne pierwiastki f w N. Niech g = (X —uq) ... (X —ug) € N[X]. Kazdy
automorfizm N nad K zachowuje f a wiec permutuje pierwiastki u;, ..., ug,
czyli zachowuje wielomian g, a zatem jest staly na jego wspotczynnikach.
Rozszerzenie jest Galois wiec, g € K[X]. Wielomian f jest minimalny dla u
zatem f | g, co ze wzgledu na deg g < deg f oznacza f = g. O

Twierdzenie 21. Niech K C N bedzie rozszerzeniem, K C L C N cialem
posrednim, takim Ze rozszerzenie K C L jest Galois i algebraiczne. Wowczas
podciato L jest Gal(N, K) niezmiennicze.

Dowdd. Niech w € L i niech f wielomian minimalny dla u. Z poprzedniego
twierdzenia wszystkie pierwiastki f naleza do L. Dla ¢ € Gal(N, K), o(u)
jest pierwiastkiem f, a zatem nalezy do L. ]

Twierdzenie 22. Niech K C N bedzie rozszerzeniem, a Gal(N, K) jego
grupg Galois. Niech K C L C N bedzie Gal(N, K) niezmienniczym cia-
lem posrednim. Wowczas grupa ilorazowa Gal(N, K)/®(L) jest izomorficz-
na z podgrupg tych automorfizmow rozszerzenia K C L, ktdre sq obcieciem
automorfizmu rozszerzenia K C N.

Dowdd. Poniewaz L jest podcialem niezmienniczym, to mamy dobrze zdefi-
niowany homomorfizm Gal(N, K) — Gal(L, K) przyporzadkowujacy auto-
morfizmowi jego obciecie. Jadrem tego homomorfizmu jest oczywiscie ®(L).

O

Niech teraz K C N bedzie skoniczonym rozszerzeniem Galois. Dla rozsze-
rzenia posredniego K C L C N niezmienniczos¢ L odpowiada temu, ze roz-
szerzenie K C L jest Galois. Ponadto Gal(N, K)/Gal(N,L) = Gal(L, K).
To ostatnie stwierdzenie wymaga wyjasnienia. Mozna pokazaé, ze kazdy au-
tomorfizm L nad K rozszerza sie do N lub zauwazy¢, ze zgodnie z twierdze-
niem 17 |Gal(N, K) : Gal(N,L)| = |L : K|. Poniewaz rozszerzenie K C L
jest Galois, to |L : K| = |Gal(L, K)|. Mozemy wiec uzupelni¢ zasadnicze
twierdzenie Galois.



Twierdzenie 23. Niech K C N bedzie skoniczonym rozszerzeniem Galots,
a Gal(N, K) jego grupa Galois.. Wowczas:

(1) Przyporzgdkowanie H ~ N zadaje bijekcje miedzy podgrupami grupy
Gal(N, K) a cialami posrednimi rozszerzenia K C N. Przy tym wloZenie
H — Gal(N, NH)jest izomorfizmem.

(2) Przyporzqdkowanie H ~ N zadaje bijekcje miedzy normalnymi pod-
grupami grupy Gal(N,K) a cialami posrednimi K C L C N, takimi
e rozszerzenie K C L jest Galois. Ponadto N jest Gal(N,K) nie-
zmiennicze i homomorfizm Gal(N,K) — Gal(N¥ | K) zadaje izomor-
fizm Gal(N,K)/H = Gal(N | K).

2.2.3 Skonczone rozszerzenia Galois.

Twierdzenie 24. Niech f € K[X] bedzie wielomianem nierozkladalnym.
Nastepujgce warunki sg réwnowazne:

1. f nie ma pierwiastkow wielokrotnych w pewnym ciele rozkliadu f nad
K;

2. f nie ma pierwiastkéow wielokrotnych w kazdym ciele rozkladu f nad
K;

3. f' £0.

Definicja 19. Nierozkladalny wielomian f € K[X| nazywa sie rozdzielczy
(separable) nad K jezeli spelniony jest jeden z warunkéw powyzej.

Definicja 20. Niech K C M bedzie rozszerzeniem. Element uw € M nazywa
sie rozdzielczy nad K, jezeli jest algebraiczny nad K i jego wielomian mi-
nimalny jest rozdzielczy. Rozszerzenie K C M nazywa sie rozdzielcze, jezeli
kazdy element u € M jest rozdzielczy nad K.

Zauwazmy, ze w ciele charakterystyki 0 kazde rozszerzenie algebraiczne
jest rozdzielcze. W ciele charakterystyki p wielomiany, ktore nie sa rozdziel-
cze, to wielomiany zmiennej zP.

Twierdzenie 25. Niech K C M bedzie rozszerzeniem skonczonym. Naste-
pujgce warunki s¢ rownowazne:

a) K C M jest rozszerzeniem Galois;
b) K C M jest rozszerzeniem rozdzielczym i M jest cialem rozkladu;

c) K C M jest cialem rozkladu wielomianu, ktorego czynniki nierozkladalne
sq wielomianamsi rozdzielczymi.



Dowdd. a)=- b) - wynika z twierdzenia 12 i lematu 3. b)= c) latwo ¢)= a)
Wystarczy pokazaé, ze rzad grupy Galois jest rowny stopniu rozszerzenia.
Dalej przez indukcje. Niech M ciato rozkladu f. Jezeli f rozktada sie w K
na czynniki liniowe, to M = K i teza jest prawdziwa. Niech g nierozkladalny
czynnik wielomianu f stopnia >1. Niech g(u) = 0. Niech L = K(u). Wéw-
czas z uwagi 3 wynika, ze jest |G : ®(L)| réznych obrazéw u przy automor-
fizmach G. Z jednoznacznosci z doktadnoscia do izomorfizmu rozszerzenia
o pierwiastek i jednoznacznosci ciata rozkladu g wynika, ze kazdy pierwia-
stek wielomianu g jest takim obrazem, wiec |L : K| = |G : ®(L)| = deg(g).
Zauwazmy, ze M jest ciatem rozkladu f nad L i nierozktadalne czynni-
ki wielomianu f sa rozdzielcze nad L, bo sg dzielnikami nierozktadalnych
czynnikow f nad K. Dalej przez indukcje.

O

Co zrobié, jezeli rozszerzenie K C L nie jest Galois? Zawsze mozna wzigé
K, ale to zmienia ciato wyjséciowe. Jest drugi sposéb - polega na powiekszeniu
ciatla L a zatem i powiekszeniu grupy Galois, dzieki czemu K juz bedzie
domkniete - mozna to zrobi¢ dla rozszerzen skoriczonych.

Twierdzenie 26. Niech K C L bedzie rozszerzeniem skonczonym. Wowczas
istnieje rozszerzenie K C L C M, takie Ze

a) M jest cialem rozkladu pewnego wielomianu o wspélczynnikach w ciele
K;

b) nie istnieje cialo M', takie 2e K C L C M' C M i M’ jest cialem
rozktadu nad cialem K;

¢) jezeli K C L C N spelnia warunki a) i b), to istnieje izomorfizm
o: M — N. taki ze |, = idp;

d) jezeli rozszerzenie K C L jest rozdzielcze, to rozszerzenie K C M jest
Galois i nazywamy je domknieciem Galois L nad K.

Dowod.

a) Konstrukcja M: niech vy,...,v; baza L nad K iniech fi,..., fr € K[X]
odpowiadajace tym elementom wielomiany minimalne. Niech f = fifs... fi
i niech M bedzie ciatlem rozktadu f.

b) W kazdym ciele rozktadu nad K zawierajacym L i zawartym w M, kazdy
z wielomianéw f; rozklada sie na czynniki liniowe, a wiec cialo to zawiera

M.

c¢) Cialo N musi by¢ cialem rozkladu wielomianu f i teza wynika z jedno-
znacznosci ciata rozkladu.

d) Wynika z twierdzenia 25 punkt c) O



Cialo M z poprzedniego twierdzenia nazywa sie rozkladowym do-
mknieciem ciala L nad K.

Suma ciat N U P nazywamy ciato zawierajace P i L i generowane przez
ich sume mnogoéciowa.

Stwierdzenie 11. Niech K C L bedzie rozszerzeniem skonczonym. Niech
M, K C L C M bedzie rozkiadowym domknieciem ciala L nad K. Wowczas
M jest sumg ciat LU Ly U---U L, cial, z ktérych kaZde jest izomorficzne z
ciatem L.

Dowadd. Uzywajac oznaczen z dowodu poprzedniego twierdzenia, niech

vil, v my = deg fi beda wszystkimi pierwiastkami nierozkladalnego
wielomianu f; i przyjmijmy, ze v; = v}. Dla 1 < i < k, 2 < j < m; roz-
patrzmy cialo L{ = K(vi,...,0i-1, vf, Vitl,--.,Uk). Z jednoznacznosci ciala
powstajacego przez dotgczenie pierwiastka wielomianu nierozkladalnego wy-
nika, ze kazde z cial L] jest izomorficzne z cialem L oraz M jest suma ciala

L oraz cial LZ O

2.2.4 Zadania

2.2.1. Udowodnié, ze Gal(R,Q) = {1}. Wskazéwka: Pokazaé, ze kazdy
automorfizm nad Q zachowuje porzadek.

2.2.2. Niech K C L bedzie rozszerzeniem Galois i cialem rozktadu wielo-
mianu f stopnia n. Niech a1, ....a, beda wszystkimi pierwiastkami wielo-
mianu f. Pokazaé, ze jezeli dzialanie grupy Gal(L, K) na zbiorze pierwiast-
kéw ma k orbit, to wielomian f jest iloczynem k wielomiandéw nierozkiadal-
nych.

2.2.3. Niech K C Li L C M beda rozszerzeniami Galois. Czy wynika z
tego, ze K C M jest rozszerzeniem Galois?

2.2.4. Niech K C M bedzie rozszerzeniem Galois. Niech K ¢ L € M
bedzie cialem posrednim. Pokazaé, ze

{0 € Gal(M, K): o(L) = L} = Nga.x)(Gal(M, L)).

2.2.5. Skonstruowad rozszerzenie Galois, ktérego grupa Galois jest rowna
ZQ X Z4.

2.2.6. Niech K C L bedzie rozszerzeniem i niech K,L beda ciatami skon-
czonymi. Czy rozszerzenie to jest Galois?

2.2.7. Niech K C L bedzie rozszerzeniem i niech K,L beda ciatami skon-
czonymi. Pokazaé, ze Gal(L, K) jest grupa cykliczna.



2.3 Rozszerzenia pierwiastnikowe

Jestesmy u zrédet teorii Galois, czyli odpowiedzi na pytanie kiedy dla danego
wielomianu istnieja wzory na jego pierwiastki, ktére oprocz zwyklych dziatan
arytmetycznych dopuszczajg pierwiastkowanie.

Definicja 21. Rozszerzenie K C L nazywa sie pierwiastnikowe wtedy i tylko
wtedy, gdy L = K(ay,...,a,) oraz afi € K(ay,...,a;—1) dla pewnego k; € N
1 kazdego 1 <1 < n.

Zauwazmy, ze mozemy zatozy¢, ze k; sa liczbami pierwszymi ew. zwiek-
szajac liczbe generatoréw. Jezeli f € K[X] jest wielomianem, to istnieja
wzory na jego pierwiastki, ktére oprécz zwyktych dziatan arytmetycznych
dopuszczaja pierwiastkowanie wtedy i tylko wtedy, gdy ciato rozkladu tego
wielomianu jest zawarte w rozszerzeniu pierwiastnikowym. Bedziemy wiec
badaé grupy Galois rozszerzen zawartych w rozszerzeniu pierwiastnikowym.

Zauwazmy nastepujace wlasnosci rozszerzen pierwiastnikowych:

Lemat 4. Suma pierwiastnikowych rozszerzen ciata K jest pierwiastniko-
wym rozszerzeniem ciala K

Dowdd. Jezeli L = K(ay,...,ay) a M = K(by,...,by) pierwiastnikowe, to
LUM =K(ay,...,an,b1,...,by) 1 oczywidcie jest pierwiastnikowe. O

Lemat 5. Niech K C L bedzie rozszerzeniem pierwiastnikowym, zas
K C L C M jego rozktadowym domknieciem. Wowczas K C M jest rozsze-
rzeniem pierwiastnikowym.

Dowdd. M jest sumg rozszerzen izomorficznych z L. O

Przypomnijmy, ze skoniczona podgrupa grupy multyplikatywnej ciata jest
cykliczna. Wynika z tego, ze cykliczna jest podgrupa pierwiastkéw wielomia-
nu X" — 1.

Lemat 6. Niech p bedzie liczbg pierwszq, a L cialem rozkladu XP—1 € K[X].
Wowczas grupa Gal(L, K) jest przemienna (a nawet cykliczna)

Dowdd. Jezeli x(K) =p, to XP —1 = (X —1)? i K = L. W przeciwnym
przypadku X? — 1 ma p pierwiastkow réznych i L = K(€). Poniewaz p jest
liczba pierwsza, to kazdy automorfizm jest postaci € — €'. O

Lemat 7. Niech wielomian X™ — 1 rozklada sie w K na czynniki liniowe.
Dla a € K niech L bedzie cialem rozkladu wielomianu X™ — a. Wowczas
grupa Gal(L, K) jest przemienna (a nawet cykliczna).

Dowdd. Niech u € L bedzie pewnym pierwiastek tego wielomianu - kazdy
inny jest postaci ue’, gdzie € jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia n z 1.
Zatem L = K(u) i dowolny automorfizm jest postaci u — ue’. Przeksztal-
cenie Gal(L.K) — Zy, ktére automorfizmowi u — ue’ przyporzadkowuje i
jest monomorfizmem w grupe cykliczng Z,,. O



Powyzsze lematy sa prawdziwe dla cial dowolnej charakterystyki. Gléwne
twierdzenie udowodnimy na poczatek dla ciat charakterystyki 0.

Twierdzenie 27. Niech x(K) = 0. Niech K C L C M i niech M bedzie
rozszerzeniem pierwiastnikowym. Wowczas Gal(L, K) jest grupg rozwigzal-
ng.

Dowdd. Zauwazmy, ze mozemy poczynié pewne zalozenia, ktore pozwola
nam na postuzenie si¢ twierdzeniem Galois.

e mozemy zalozy¢, ze K C L jest Galois, biorac domkniecie K, czyli
LGALE) _ grupa Galois nie ulega zmianie.

e mozemy zatozyé, ze K C M jest Galois, biorac rozktadowe domkniecie
M, z lematu wiemy, ze jest pierwiastnikowe.

« wobec zalozenia x(K) = 0 wymdg rozdzielczosci jest spelniony i twier-
dzenie Galois jest prawdziwe.

Przy powyzszych zalozeniach Gal(L,K) jest grupa ilorazowa Gal(M, K),
wiec wystarczy pokazaé, ze Gal(M,K) jest rozwiazalna. Zalézmy, ze
M = K(uy,...,uy) iu; sa generatorami spelniajacymi definicje rozszerzenia
pierwiastnikowego. Dowdd przez indukcje ze wzgledu na n. Jezeli n = 0 tzn
K = M, to teza jest jasna.
Niech p bedzie liczbg pierwsza dla ktérej uf € K. Niech My, K C M C My
bedzie cialem rozkladu X? — 1 nad M. Niech M;, K C M; bedzie cialem
rozkladu wielomianu X? — 1 nad K.

Mamy nastepujacy diagram rozszerzen i wszystkie one sg skonczone,
normalne i rozdzielcze, bo x(K) = 0.

/\
Ny

Wystarczy pokazaé, ze grupa Gal(My, K) jest rozwiazalna, bo Gal(M, K)
jest jej grupa ilorazowa. W tym celu rozwazamy rozszerzenia K C M; C
My. Grupa Gal(My, K) jest rozszerzeniem grupy Gal(My, K) przez grupe
Gal(My, M1). Grupa Gal(M,, K) jest przemienna, a wiec rozwiazalna.
Wykazemy, ze Gal(My, M7) jest rozwiazalna. Mamy My = Mj(uq,. .., uy)
i ciag rozszerzen M; C Mi(u;) C --- C Mi(uy,...,u,). Rozszerzenie
My C Mi(uq) jest ciatem rozkladu wielomianu X? — uf, gdyz My zawiera
wszystkie pierwiastki stopnia p z 1. Poniewaz rozszerzenie grupy rozwigzal-
nej przez rozwiazalna jest grupa rozwiazalna, to wystarczy wykazaé rozwia-
zalno$é grupy Gal(Mo, M (u1)), ale ona wynika z zalozenia indukcyjnego, bo
jest to pierwiastnikowe rozszerzenie o n — 1 generatorach. O



Naturalnym pytaniem jest odwrotne. Czy jesli grupa Galois wielomianu
jest rozwiazalna, to takie wzory istnieja? Okazuje sie, ze tak, ale dowdd tego
faktu poprzedzamy przykladami.

2.3.1 Grupa Galois wielomianu

Definicja 22. Niech f € K[X]. Grupg Galois Gal(f) wielomianu f nazy-
wamy grupe Galois ciata rozkladu f nad K.

Zauwazmy, ze jezeli deg(f) = n, to Gal(f) < X,.

Twierdzenie 28. Niech x(K) = 0 i niech f € K[X]| bedzie wielomia-
nem nierozkladalnym. Niech K C L bedzie rozszerzeniem pierwiastnikowym
zawierajgcym pewien pierwiastek wielomianu f. Wowczas Gal(f) jest roz-
wigzalna.

Dowdd. Niech K C L C N, gdzie N rozkladowe domkniecie L. Wowczas
K C N jest pierwiastnikowe. Jezeli M jest cialem rozktadu f, to z nierozkla-
dalnosci F' i tego ze N jest cialem rozkladu wynika, ze wszystkie pierwiastki
fleza wciele N i K C M C N. Zatem z poprzedniego twierdzenia wynika,
ze Gal(M, K) = Gal(f) jest grupa rozwiazalna. O

Jezeli chcemy wskazaé¢ wielomian, ktérego pierwiastki nie dadza si¢ wy-
razi¢ przez operacje arytmetyczne i pierwiastkowanie, to wystarczy znalezé
taki, ktérego grupa Galois jest 3, n > 4. Skorzystamy z tego, ze dla liczby
pierwszej p, grupa X, jest generowana przez dowolng transpozycje i dowolny
cykl dtugosci p.

Stwierdzenie 12. Niech f € Q[X] bedzie nierozkladalnym wielomianem
stopnia p, ktory ma dokladnie dwa pierwiastki nierzeczywiste. Wowczas

Gal(f) = Xp.

Dowdd. Wiemy, ze Gal(f) < X,. Wystarczy pokazaé, ze transpozycja i cykl
dlugosci p naleza do Gal(f). Sprzezenie w C transponuje jedyne dwa pier-
wiastki nierzeczywiste wielomianu f. Na pewno p | |Gal(f)|, bo deg(f) = p,
wiec Gal(f) zawiera element rzedu p. Jedynym elementem rzedu p w X, jest
cykl diugosci p. O

Przyktad 2. Wielomian X°—6X +3 spelnia zatoZenia poprzedniego stwier-
dzenia - jego grupa Galois jest réwna X5 ¢ nie ma wzoréw na pierwiastki
tego wielomianu uiywajgcych dzialan arytmetycznych i pierwiastkowania.

Grupa Galois wielomianu stopnia 4.

Niech f = X* + bX? + cX? + dX + e € K[X] bedzie wielomianem
stopnia 4 o parami réznych pierwiastkach a1, a9, as,aq w ciele rozktadu M



wielomianu f. Niech
o = a1a9 + asaq
8 = ajag + asay.
Y = ai1a4 + aza3

Latwo sprawdzié, ze elementy «, 3, sa parami rézne, zbior {«, 5,v} jest
>4 niezmienniczy i jest jedna orbita. Wynika z tego, ze grupa izotropii kaz-
dego z elementéw jest 2 — podgrupa Sylowa i kazda z nich zawiera podgrupe
czwérkows Kleina V' i co wiecej V' jest podgrupa X4, ktéra dziata trywialnie.
Zatem

MGal(f)ﬂV _ K(Oz, B, 7)

a poniewaz Gal(f) NV < Gal(f), to rozszerzenie K C K(«, 3,7) jest Ga-
lois o grupie Galois Gal(f)/Gal(f) NV / Oznaczmy przez L — K(a, f3,7).
Wielomian

9= X-a)(X=B)(X —)

jest Gal(f) niezmienniczy, wiec g € K[X] i widaé, ze L jest jego cialem
rozktadu. Wielomian g nazywa si¢ rozwiazujacym wielomianem stopnia 3
(ang: resolvent cubic) i mozna policzyé, ze jezeli f = X +bX3+cX?+dX +e,
to

g=X3—¢cX?+ (bd — 4€) X — b%e + 4ce — d*.

Niech teraz f bedzie nierozktadalnym wielomianem rozdzielczym. Wéw-
czas Gal(f) dziala tranzytywnie na zbiorze pierwiastkow f wiec 4 | |Gal(f)].
Mozliwe sa nastepujace podgrupy:

Gal(f) |Gal(f)nV] |Gal(f)/Gal(f)NV]

Sy 4 6
Ay 4 3
1% 4 1
Ds 4 2
Z4 2 2

Ostatnia kolumna, to grupa Galois rozszerzenia K C L, czyli ciala roz-
ktadu wielomianu g. Widaé, ze wyznacza ona jednoznacznie grupe Gal(f) z
wyjatkiem przypadku, gdy |L : K| = 2. Wéwczas Gal(f) NV = Gal(M, L)
jest réwne: 4 gdy f jest nierozkladalny w L[X] lub 2 gdy jest rozkladalny.

2.3.2 Twierdzenie Galois

Dowéd twierdzenia odwrotnego do 27 zaczynamy od twierdzenia o niezalez-
noéci automorfizmoéow, ktore jest ciekawe same w sobie.

Twierdzenie 29. (Dedekinda) Kazdy zbidr parami réznych automorfi-
zmow ciala K jest liniowo niezalezny (w przestrzeni liniowej wszystkich
przeksztaleen K — K ).



Dowdd. Przypusémy przeciwnie i zatézmy, ze ayjo1 + agoo + - - - 4+ apo, = 0.
a; # 0 jest najkrétsza kombinacja liniowa réwng 0. Poniewaz o1 # 09, to
dla pewnego x € K, 01(x) # o2(z). Mamy

Vy € K @ a101(y) + azo2(y) + -+ + apon(y) =0
zatem

Vyer @ a101(z)o1(y) + azor(x)oa(y) + - - + anor(x)on(y) =0
oraz

Vyek @ a101(zy) + agoa(xy) + - - - + anon(zy) =
= a101(2)01(y) + azo2(z)o2(y) + -+ + anon(z)on(y) = 0.

Po odjeciu stronami otrzymujemy krétsza nietrywialng kombinacje liniowsa
rowng O:

Vyek @ az(o1(z) — o2(z)o2(y) + - + an(o1(z) — on(x))on(y) =0,
co prowadzi do sprzecznosci. ]

Twierdzenie 30. Niech K C K(ay,as,...,a,) bedzie skoriczonym rozsze-
rzeniem ag, . ..ap rozdzielcze. Wtedy K (a1, az,...,a,) = K(d) dla pewnego
d.

Dowdd. Dla ciala nieskoniczonego: Wystarczy dla K C K(a,b), b rozdzielczy.
Niech f min dla a, ¢ min dla b. M cialo rozkladu fg.a1,..as pierwiastki f,
b1 = b,..b; pierw g. Z rozdzielczosci: gi:b? € K j # 1. Niech ¢ rézne od
nich. Niech d = a + ¢b. Rozwazmy g i f(d — ¢X). g, f € K(d)[X] i b jest
ich jedynym wspélnym pierwiastkiem. Zatem NW D(g, f(d—cX)) = X —b.
Zatem b € K(d) ia € K(d). O

Definicja 23. Niech K C L bedzie skonczonym rozszerzeniem Galois i
niech Gal(L,K) = {09 = id,01,...,0n_1}. Wowczas dla elementu a € L
jego normg nazywamy iloczyn

N(a) = og(a)oi(a)...on(a).

Zauwazmy, ze dla kazdego a € L, N(a) € K, N(ab) = N(a)N(b) oraz
dlaa € K, N(a) = a".
Twierdzenie Hilberta charakteryzuje elementy o normie 1.

Twierdzenie 31. (90 Hilberta) Niech K C L bedzie rozszerzeniem nor-
malnym stopnia n o cyklicznej grupie Galois Gal(L,K) = (o). Wéwczas
dla a € L, N(a) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje element b € L, dla
ktorego a = %.



Dowod. Jezeli a = %, to

Przypu$émy, ze N(a) =1 i rozpatrzmy ciag elementéw:

Co=a
c1 = ao(a)

¢ = ao(a)o?(a)

o1 = ao(a)o?(a)...c" Ha) = 1.

Zauwazmy, ze c;11 = ao(c;). Automorfizmy id, o, ...,0" ! sa liniowo nieza-
lezne, wiec

Coid—i—clo'_|-..._|_n_20.n72+0_n71 7&0
Istnieje wiec d € L dla ktérego

cod +cro(d) + - +n—20""2(d) + o™ 1(d) = b # 0.

Mamy
coo(d) +---+n—20""1d) + d = o(b).

Mnozac te réwnosé przez a i korzystajac z tozsamosci ¢;+1 = ao(c;) i odej-
mujac rownosci stronami otrzymujemy teze. [

Nastepujace twierdzenie charakteryzuje rozszerzenia o cyklicznej grupie
Galois.

Twierdzenie 32. Niech K C L bedzie rozszerzeniem normalnym stopnia n.
Zatozmy, ze (x(K),n) =1 i niech K zawiera wszystkie pierwiastki stopnia n
z 1. Jezeli grupa Galois Gal(L, K) jest cykliczna, to L jest cialem rozkladu
wielomianu X" — a dla pewnego a € K

Dowdd. Jezeli (x(K),n) =1, to (X"—1) # 01 wielomian X" —1 ma w K n
pierwiastkéw réznych, ktore tworza multyplikatywna grupe cykliczna. Niech
¢ bedzie pierwiastkiem pierwotnym stopnia n. N(e) = € = 1 wiec z twier-
dzenia Hilberta istnieje b € L, takie ze € = #, gdzie Gal(L,K) = (o).
Zatem o(b) = beio(b™) = o(b)" = b" z czego wynika, z a = b" € K. Rozpa-
trzmy wielomian X" —a € K[X]. Poniewaz, K zawiera wszystkie pierwiast-
ki stopnia n z 1, to K C K(b) jest cialem rozkladu X" — a, rozszerzenie
K C K(b) jest normalne, stad automorfizmy 1,0, ...,0" ! zachowuja K (b).
Zatem |K(b): K| >n. Ale K C K(b) C L, L: K| =n, stad K(b) =L. O

Mozemy teraz przystapi¢ do dowodu twierdzenia:



Twierdzenie 33. Niech x(K) = 0. Niech K C L bedzie skoriczonym roz-
szerzeniem normalnym o rozwigzalnej gruppie Galois. Wowczas istnieje roz-
szerzenie pierwiastnikowe K C N, dla ktorego K C L C N.

Dowdd. Dowod przez indukcje ze wzgledu na stopien n rozszerzenia. Oczy-
widcie dla n = 1 teza jest prawdziwa.

Niech n > 1 i niech p | n bedzie taka liczba pierwsza, dla ktérej ist-
nieje podgrupa H < Gal(L, K) indeksu p. Niech f € K[X] bedzie takim
wielomianem, ze L jest jego cialem rozkladu. Rozwazmy nastepujace roz-
szerzenia:

e L C N, gdzie N cialo rozktadu X? — 1 nad L;
e K C M, gdzie M ciato rozktadu X? — 1 nad K

Poniewaz x(K) = 0, to rozszerzenia sa rozdzielcze i ciala rozkladu sa roz-
szerzeniami normalnymi. Mamy diagram zawieran:

.
N

Wiemy, ze
o grupa Gal(N, L) jest przemienna;

o rozszerzenie K C N jest normalne, bo jest ciatem rozkladu wielomianu
Fx? 1)

o grupa Gal(N, K) jako rozszerzenie rozwiazalnej Gal(L, K) przez prze-
mienng Gal(N, L).

e rozszerzenie M C N jest normalne;

o rozszerzenie K C M jest pierwiastnikowe, bo M = K (e), € pierwotny
stopnia p..

Pokazemy, ze istnieje rozszerzenie pierwiastnikowe M C N, takie ze M C
N C N'. To wystarczy, bo woéwczas K C N’ pierwiastnikowe i wobec
L C N, mamy K C L C N'. Poniewaz K C L jest normalne, to L jest nie-

zmienniczym ciatem posrednim i mamy dobrze zdefiniowany homomorfizm
I': Gal(N,M) — Gal(L, K), ktéry automorfizmowi o przyporzadkowuje
0|,- Homomorfizm ten jest monomorfizmem, bo jezeli o, = id, to ozna-
cza to, ze o jest identycznoscia na wszystkich pierwiastkach f, ale one sg
generatorami N nad M. Zatem o = id. Rozpatrujemy dwa przypadki:



o I'(Gal(N,M)) < Gal(L, K) jest podgrupa wlasciwa.

Woéwcezas z zalozenia indukcyjnego istnieje rozszerzenie pierwiastniko-
we M C N/, takie ze M C N C N’

o I'(Gal(N,M)) = Gal(L, K). Utozsamiajac te grupy, niech H < Gal(N, M)
bedzie wybrana podgrupa indeksu p i niech P, M C P C N bedzie od-
powiadajacym H cialem posrednim. Grupa Gal(P, M) = Gal(N.M)/H
jest rzedu P wiec jest cykliczna i z poprzedniego twierdzenia wiemy, ze
M C P jest rozszerzeniem pierwiastnikowym. Grupa Gal(N,P) = H
ma rzad mniejszy od n i jest rozwigzalna, wiec z zalozenia indukcyjne-
go istnieje rozszerzenie pierwiastnikowe P C N, takieze P C N C N'.
Zatem rozszerzenie M C N’ jest pierwiastnikowe.

O]

Stwierdzenie 13. Niech K C L bedzie skoniczonym rozszerzeniem Galois
stopnia n. Niech Gal(L,K) = {1 = 01,09,...,0n}. Wowczas istnieje ele-
ment a € L dla ktdérego a,o2(a),...,on(a) jest bazq przestrzeni liniowej L
nad K.

Dowdd. Przypadek, gdy cialo K jest nieskoniczone.
Krok 1: Niech F € K[Xj,...,X,] bedzie takim wielomianem, ze dla
kazdego a € L F(a,o2(a),...,on(a)) =0, to F jest tozsamosciowo réwne 0.
Przez odwracalna (twierdzenie Dedekinda) zmiane zmiennych

n
Xi=) Yoia))
j=1

otrzymujemy wielomian, ktéry wyznacza zerowa funkcje wielomianowa. Dla
nieskonczonego ciala K oznacza to, ze wielomian g jest tozsamosciowo réwny
0.

Krok 2: Definiujemy macierz A, w ktérej na miejscu (i,7) stoi zloze-
nie o;0;. Teraz w miejsce (7,j) wstawiamy zmienna X jezeli o;0; = oy,

i rozpatrujemy wielomian n — zmiennych F(Xi,...,X,) = det A. Wielo-
mian ten nie jest zerowy, wiec istnieje a € L, ze F(a,02(a),...,on(a)) =
det(o;0;(a)) # 0. Pokazemy, ze elementy a,o2(a),...,on(a) sa liniowo nie-

zalezne nad K. Przypusémy przeciwnie:
n
Z:pmi(a) = 0 dla pewnych z; € K..
i=1

Rozpatrzmy obraz tej kombinacji liniowej przy wszystkich automorfizmach
grupy Galois. Dostajemy jednorodny uktad réwnan o wspétczynnikach w L.
Macierz tego ukladu, to o;o;(a) — z konstrukeji jest ona nieosobliwa, wiec
jedynym rozwigzaniem jest zerowe.



Przypadek, gdy cialo K jest skorniczone.

Wéwezas grupa Galois jest cykliczna i niech automorfizm o rzedu n be-
dzie jej generatorem. Rozpatrujemy o jako automorfizm przestrzeni liniowej
i niech F[X] bedzie jego wielomianem minimalnym. F(o) = 0. Poniewaz
o™ =id, to F | X™ — 1. Z twierdzenia Dedekinda wynika, ze automorfi-
zmy id,o,...,0" ! sa liniowo niezalezne, wiec F = X" — 1. Teraz mamy
do czynienia z zadaniem z GAL i musimy pokazaé, ze przestrzen liniowa L
nad K jest cykliczna wzgledem operatora o. Pozostawiam to zadanie z GAL
czytelnikom. Wrécimy do niego pézniej w innym kontekscie.

O]

2.4 Zadania

2.4.1. Znalezé Gal(f), jezeli f = X* 4+ 4X? +2 € Q[X] (resolvent
cubic:(X — 4)(X?% - 8))

2.4.2. Znalezé Gal(f), jezeli f = X% —10X? + 4 € Q[X] (resolvent
cubic:(X + 10)(X? — 16))

2.4.3. Znalezé Gal(f), jezeli f = X* — 2 € Q[X] (resolvent cubic:(X? +
8X))

2.4.4. Zmalezé Gal(f), jezeli f = X* —4X + 2 € Q[X]
2.4.5. Czy wielomian X% —2X?3—2 jest rozwigzywalny przez pierwiastniki?

2.4.6. Niech f € Q[X] bedzie rozkladalnym wielomianem stopnia 3. Poka-
za, ze jego cialem rozkladu jest Q(A(f)), gdzie A(f) = [];<;cj<3(ai —aj),
gdzie a1, a9, az sa pierwiastkami f w jego ciele rozktadu.

2.5 Test

2.5.1. Czy grupa Galois ciala rozkladu X3 — 7 jest izomorficzna z ¥37?

2.5.2. Czy ciata rozkladu wielomianéw X2 — 7 € Q[X] 1 X2 — 11 € Q[X]
sg izomorficzne?

2.5.3. Czy grupa Galois wielomianu X° — 2 € Q[X] jest przemienna?



2.5.4. Czy grupa Galois wielomianu X° — 2 € Q[X] jest rozwiazalna?

2.5.5. Czy grupa Galois wielomianu X° — 2 € Q(¢)[X], gdzie ¢ jest pier-
wiastkiem stopnia 5, jest przemienna?

2.5.6. Czy cialo rozktadu wielomianu X? —5 nad Q(v/7) zawiera podciato
L, takie ze Q(v/7) C L jest Galois o cyklicznej grupie Galois rzedu 37?

2.5.7. Czy cialo rozkladu wielomianu X? —5 nad Q(v/7) zawiera podciato
L, takie ze Q(v/7) C L jest Galois o grupie Galois rzedu 27

2.5.8. Czy istnieje rozszerzenie Galois K C M stopnia n i d|n, dla ktérego
nie istnieje ciato posrednie K C L C M, |L : K| = d?

2.5.9. Niech K C L bedzie rozszerzeniem Galois, niech K C M bedzie
rozszerzeniem rozdzielczym iniech LNM = K. Niech M bedzie domknigciem
Galois rozszerzenia K C M. Czy wynika z tego, ze M N L = K7

2.5.10. Niech K C M bedzie rozszerzeniem rozdzielczym i niech stopien
wielomianu minimalnego dowolnego elementu jest < n. Czy wynika z tego,
ze |M : K| <n?

2.5.11. Niech K C M bedzie rozszerzeniem algebraicznym i niech stopien
wielomianu minimalnego dowolnego elementu jest < n. Czy wynika z tego,
ze |M : K| <n?



Rozdziat 3

Elementy teorii kategorii

3.1 Kategorie, funktory, transformacje naturalne

Teorie kategorii zapoczatkowal artykut: Samuel Eilenberg, Saunders Mac

Lane General Theory of Mathematical Equivalences, Trans. of Mathematics
1945

Definicja 24. Kategoria C to:
o klasa obiektow ob C

o dla kaZdych dwdch obiektow X,Y € ob C dany jest zbidér morfizmow
Mor¢ (X, Y)

e dla kazdego obiektu X € ob C wyrdzniony jest morfizm idx € More(X,Y)

e dla kazdych trzech obiektow X,Y, Z € ob C dana jest funkcja (skladanie
morfizmow)

o: More(Y,Z) x More(X,Y) — More(X, Z2)
(9. f) — gof
taka, Ze
(hog)of=ho(gof)
idyof=foidx=f
Kategorie oznaczamy na ogét literami A, B,C a zbiory morfizméw miedzy
obiektami X,Y € ob (C) oznaczamy C(X,Y’) lub Mor¢(X,Y).

Dla kazdej kategorii C mozemy skonstruowaé kategorie przeciwng ”od-
wracajac” strzatki.

Definicja 25. Dlia kategorii C przez CP oznaczamy kategorie przeciwng do
kategorii C, czyli takq, ze ob CP = ob (C) a dla dowolnych A, B € ob C
definiujemy CP(A, B) := C(B, A) z oczywistq operacjq skladania.

37



Definicja 26. Morfizm f € More(X,Y) nazywamy izomorfizmem jezeli
istnieje morfizm g € More(Y, X), dla ktérego go f =idx i fog=idy.

Definicja 27. Kategoria C' jest podkategorig kategorii C, jezeli ob C' C ob C
oraz More/(X,Y) C More(X,Y) z tg samg co w C operacjg skladania i tymi
samymi wyrézninymi morfizmami identycznociowymi. Podkategoria C' C C
nazywa sie pelna, jezeli dla kazdych X,Y € C', More/(X,Y) = More(X,Y)

Definicja 28. Kategorie C nazywamy mala jesli klasa obiektow ob (C) jest
zbiorem.

Przyklady:

Set — kategoria zbioréw i ich dowolnych przeksztatcen,

Set, — kategoria zbioréw z wyréznionym punktem i przeksztalcen zachowu-
jacych te punkty,

Gr — kategoria grup i homomorfizméw; Ab C Gr pelna podkategoria grup
abelowych,

R1 — kategoria pierécieni przemiennych z 1 i homomorfizméw,
T — kategoria przestrzeni topologicznych i przeksztalcen ciagtych,

BG — jezeli G jest grupa, to przez BG oznaczaé bedziemy kategorie o jednym
obiekcie, w ktérej morfizmy odpowiadaja elementom grupy a ich sktadanie
jest wyznaczone przez dzialanie grupowe.

EG —jezeli G jest grupa, to przez £G oznaczaé¢ bedziemy kategorie, w ktorej
obiekty odpowiadajg elementom grupy G, i w ktérej jest doktadnie jeden
g1 — g2 wyznaczny przez element gag; ! Mamy oczywisty funktor EG —
BG.

C(X) — Jezeli X jest zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym, to mozemy trakto-
waé go jako kategorie, ktorej obiektami sa elementy tego zbioru, zas miedzy
obiektami x i y istnieje morfizm x — y jezeli x < y. Funktory miedzy takimi
kategoriami, to funkcje zachowujace porzadek. Kategoria taka oznaczamy
symbolem C(X).

Definicja 29. Funktor (kowariantny) F': C — D miedzy kategoriami C i D
jest zadany przez przyporzgdkowanie obiektom kategorii C obiektow kategorii
D:

F: ob(C) — ob(D)

oraz odwzorowania
FX,Y: MOTC(X? Y) — MOI‘D(F(X), F(Y))a
okreslone dla dowolnych obiektéw X,Y € ob (C) i takie, ze

Fx x(ix) =tpx)y  Fxz(gh) = Fyz(9)Fxy(h).



Funktor kowariantny F: C? — D nazywa sie funktorem kontrawariantnym
na C.

Definicja 30. Jesli dane sq¢ dwa funktory F;: C — D,i = 1,2 to ich
transformacja naturalng nazywamy przyporzgdkowanie kazdemu obiektowi
X € ob(C) morfizmu (w D) ®x: F1(X) — Fo(X) tak, Ze dla dowolnego
morfizmu f: X — Y w C nastepujgcy diagram w kategorii D jest przemien-
ny:

Fi(X) —X~ Fy(X)
Fi(f) Fa(f)
D
F(Y)——=F(Y)

Transformacja naturalna ® nazywa sie naturalng rownowaznoscia funktorow
jesli dla kazdego obiektu X € ob (C), morfizm ®x jest izomorfizmem.

Definicja 31. Funktor F': C — D jest réwnowaznosciq kategorii wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje funktor G : D — C oraz naturalne réwnowaznosci
funktorow F oG ~idp i Go F ~ ide.

Podamy znacznie wygodniejszy warunek na to, by funktor byl réwno-
waznoScia kategorii - nie wymagajacy konstruowania funktora odwrotnego.

Twierdzenie 34. Funktor F: C — D jest rownowainosciq kategorii wtedy
1 tylko wtedy, gdy

1. F: Mor¢(A,B) — Morp(F(A), F(B)) jest bijekcjg dla dowolnych
A,B € ob(C);

2. kazdy obiektY € ob (D) jest izomorficzny z obiektem F(A) dla pewnego
Aeob(C).

Doskonate wyjasnienie motywacji tych definicji, a w szczegdlnoéci trans-
formacji naturalnej znajduje sie we wstepie do oryginalnego artykutu Eilenberga-
MacLane’a, w ktorym zostaly wprowadzone do matematyki pojecia teorii
kategorii. Przytoczymy omawiany tam przyktad:

Przyktad 3. Zdefiniujemy kategori¢ skonczenie wymiarowych, rzeczywi-
stych przestrzeni wektorowych Vectﬁ;m. Jej obiektami sg skoniczenie wymia-
rowe rzeczywiste przestrzenie wektorowe. Dla dowolnych dwéch przestrzeni
V,W € ob (Vecty™), morfizmy to odwzorowania liniowe, czyli Mor(V, W) :=
Homg (V, W). Zlozenie morfizméw to zlozenie przeksztalcen liniowych a ele-
ment neutralny to przeksztalcenie identycznosciowe. Tak zdefiniowana Vectﬁ;m
spelnia oczywiscie aksjomaty kategorii Def. 24. Zauwazmy przy okazji, ze



kategoria Vectﬁ%m jest rébwnowazna swojej podkategorii, ktérej obiektami sg
przestrzenie wektorowe N := {R" |n =0,1,2,...} a morfizmami wszystkie
odworowania liniowe. Istotnie, wlozenie N' — C jest réwnowazno$cig kate-
gorii, bo kazda przestrzen skoniczenie wymiarowa jest izomorficzna z pewnag
przestrzeniag R".

Na kategorii Vect{ém rozpatrzymy dwa funktory, znane dobrze z Algebry
Liniowej:

o Funktor kontrawariantny przestrzeni sprzezonej *: (Vectﬂém)‘)p — Vectﬂém
przypisujacy przestrzeni V przestrzen sprzezona V* oraz odwzorowa-
niu liniowemu f: V — W przeksztalcenie liniowe f*: W* — V*.

 Funktor drugiej przestrzeni sprzezonej, czyli zlozenie funktora * ze so-
ba. Jest to funktor kowariantny **: Vect]{;m — Vect]{;m, ktory przypisu-
je przestrzeni wektorowej V' przestrzenn V** := (V*)* a homorfizmowi
f:V — W przeksztalcenie liniowe f**: V** — W**.

Dla kazdej przestrzeni liniowej V istnieje izomorfizm V ~ V* ale do
zdefiniowania go konieczny jest pewien wyboér np. bazy w V lub iloczynu
skalarnego w V.

Izomorfizm V ~ V** moze by¢ zdefiniowany kanonicznie tzn. wytacznie
w terminach przestrzeni V', bez odwolywania sie do dodatkowych struktur,
jak w poprzednim przypadku. Dla dowolnej przestrzeni V' zdefiniujmy prze-
ksztalcenie liniowe @y : V. — V** wzorem @y (v)(¢) := ¢(v). przeksztal-
cenie Py jest réznowartoéciowe, a wiec dla skonczenie wymiarowych prze-
strzeni wektorowych jest izomorfizmem, bowiem dim(V') = dim(V**). Znane
z Algebry Liniowej okreslenie ®y jako kanonicznego izomorfizmu znajdu-
je Sciste sformulowanie w postaci stwierdzenia, ze Py jest transformacja
naturalna (réwnowaznoscia) funktora identycznos$ciowego do funktora dru-
giej przestrzeni sprzezonej. Istotnie, dla dowolnego odwzorowania liniowego
f:V — W diagram przeksztalcen liniowych:

jest przemienny.

Zauwazmy, ze dla kazdej z kategorii 1.-9. istnieje funktor zapominania
F: C — Set prowadzacy do kategorii zbioréw, polegajacy na przyporzad-
kowaniu zbiorowi ze strukturg samego zbioru, a morfizmom odpowiednich
przeksztalcen zbioréw. Funktor zapominania jest oczywiscie réznowartoscio-
wy na zbiorach morfizmoéw, ale na ogot skleja klasy izomorfizmu obiektow



np. F': Gr — Set przeprowadza nieizomorficzne grupy Z4 i Zo @ Zs na izo-
morficzne zbiory czteroelementowe. Kategorie wyposazone w funktor zapo-
minania do kategorii zbioréw (ktéry mozna opisaé¢ aksjomatycznie) nazywaja
sie kategoriami konkretnymi. Moéwiac nieformalnie, sg to kategorie ktoérych
obiektami sg zbiory z wyrdzniona struktura (np. porzadkiem, dziataniem lub
topologia) a morfizmami przeksztalcenia zbioréw zachowujace te strukture.

Definicja 32. Kategorie C nazywamy mala jesli klasa obiektéw ob (C) jest
zbiorem.

Obiekty w malych kategoriach czesto oznaczamy matymi literami, a wiec
¢ € ob (C). Kategorie BG i EG sa przykladami malych kategorii, kategoria

Przyklad 4. Niech (5, <) bedzie zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym (po-
set). Zdefiniujemy kategorie Cg, w ktérej ob (Cg) := S oraz

(82,51) Jeéh S1 < S92

() w przeciwnym przypadku.

Mor(s1, s2) = {

Zlozenie zdefiniowane jest w oczywisty sposob: (ss, s2)(s2,s1) := (s3,51).

Male kategorie i funktory miedzy nimi tworza kategori¢ (bo funktory
miedzy malymi kategoriami tworza zbiér!) oznaczang Cat. Ostatnie przykta-
dy oznaczaja, ze kategoria grup i kategoria zbioréw cze$ciowo uporzadko-
wanych sa rownowazne pewnym podkategoriom w Cat. Jedynym wspdélnym
obiektem obu odpowiednich podkategorii jest zbior jednopunktowy.

3.2 Funktory reprezentowalne

Dowolny obiekt kategorii C wyznacza funktor kowariantny i funktor kontra-
wariantny do kategorii zbioréw.

Definicja 33. Dila X € ob C definiujemy funktory:

o Funktor kowariantny Rx : C — Set reprezentowany przez obiekt X :
— Rx(U) := Mor¢(X,U) dla U € ob(C)
— Rx(f)(g):=fogdlaf:U—-Vig:X—>U

e Funktor kontrawariantny RX: C — Set reprezentowany przez obickt

X.

— RX(U) := Mor¢(U, X) dla U € ob (C)
— RX(f)(g):=gofdlaf:U—=Vig:V—>X
Definicja 34. Funktor kontrawariantny F : C — Set nazywamy reprezen-

towalnym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje obiekt X € C oraz naturalna
réwnowaznosé funktorow RX — F. Analogicznie dla funktora kowariantne-

go.



3.3 Funktory sprzezone

Adjoint functors arise
everywhere.

Saunders Mac Lane

Pojecie funktoréw sprzezonych (dolaczonych - adjoint functors) nawia-
zuje do pojecia przeksztalcenia sprzezonego, znanego z algebry liniowej. Je-
sli (V,(—, —)v) oraz (W, (—, —)w) sa skoficzenie wymiarowymi rzeczywisty-
mi przestrzeniami liniowymi wyposazonymi w iloczyn skalarny, to dowolne-
mu przeksztalceniu liniowemu f: V' — W mozna przypisaé przeksztalcenie
sprzezone (lub dotaczone) f': W — V takie, ze dla dowolnych elementéw
v € V,w € W zachodzi ré6wnoéé: (v, f'(w))y = (f(v), w)w. Puszczajac nie-
co wodze matematycznej fantazji mozna mysle¢ o przyporzadkowaniu pa-
rze obiektéw kategorii zbioru morfizméw jako rodzaju “formy dwuliniowej”,
ktorej wartosciami sa zbiory. Ten punkt widzenia prowadzi naturalnie do
definicji funktoréw sprzezonych dotaczonych.

Definicja 35. Funktory F': C — D i G : D — C nazywamy sprzezonymi
(dolgczonymi), gdy istnieje naturalna réwnowaznosé funktoréw na kategorii
C°? x D o wartoSciach w Set

P: MOI‘C(- ) G( )) — MOI"D(F(' )7 : )
tzn. dla dowolnej pary morfizmow Co N C1 wC oraz Dy —h, Dy wD
diagram:

®cy,p4

MorC(Cl,G(Dl)) MOTD(F<01),D1) (31)

~

G(h) f* mF(f)

P
More(Cy, G(D3)) — 222> Morp (F(Cy), D)

~

jest przemienny. Mowimy, Ze funktor F jest lewo-sprzezony do funktora G,
a G jest prawo-sprzezony do funktora F.

Przykltad 5. Zbiér morfizméw w kategorii zbioréw oznaczamy Map (—, —).
Dla trzech zbioréw X, Y, Z € ob (Set) istnieje naturalna réwnowaznosé funk-
torow

®(xv,z): Map (X xY,Z) ~Map (X,Map (Y, 2))

dana wzorem ®(x y,z)(f)(z)(y) := f(z,y). Ustalajac zbiér Y otrzymujemy,
ze funktor Ry (Z) = Map (Y, Z) posiada funktor lewo-dolaczony F(X) :=
X xY.

Bardzo waznymi przykladami funktoréw dolaczonych sa funktory dota-
czone do funktoréw zapominania.



3.4 Produkty i koprodukty, granice i kogranice

Definicja 36. Produktem (kartezjariskim) obiektow X i Y w kategorii C
nazywamy obiekt P wraz z morfizmami P — pxX ¢ P — pyY, ktory
ma nastepujgeg wlasnosé uniwersalnosci: dla dowolnych morfizméw W —
fX i W — gY istnieje dokladnie jeden morfizm W — hP, dla ktérego

pxoh=fipyoh=g.

¢ (3.2)
f h PX
N
y<2 _p

Definicja 37. Koproduktem obiektow X ¢ Y w kategorii C nazywamy obiekt
S wraz z morfizmami X — ixS i Y — iy S, ktory ma nastepujgoca wia-
snosé uniwersalnosci: dla dowolnych morfizmow X — fW iY — gW ist-
nieje dokladnie jeden morfizm S — hW, dla ktérego hoix = f i hoiy = g.

iy h lf
RN
y —L W

Uwaga. Koprodukt obiektéw X i Y w kategorii C jest produktem w kategorii
cop.

3.4.1. Podaé definicje produktu i koproduktu dowolnej rodziny obiektow
{X;j}jes-

Produkt (odpowiednio koprodukt) rodziny obiektéw {X;},cs oznacza-

my:
Produkt: H X Koprodukt : H X;
jeJ jeJ

Produkt rodziny obiektow nazywamy czasem produktem kartezjarnskim a
koprodukt sumg prostq.

Zdefiniujemy teraz ogdlniejsza konstrukcje granicy (zwanej tez granica
odwrotna) i kogranicy (zwanej tez granica prosta) diagramu modelowanego
na malej kategorii.

Definicja 38. Niech T bedzie malq kategorig. Diagramem w kategorii C
modelowanym na T nazywamy dowolny funktor F' : T — C. Powiemy, Ze
rodzina morfizmow {f;j : W — F(j)}jez jest zgodna jezeli dla kazdego oj :
i — j morfizmu wZ, F(oyj;)o fi = fj.



Definicja 39. Granica (lub granicg odwrotng) diagramu F : T — C nazy-
wamy obiekt L w kategorii C (oznaczamy go lim 7 F') wraz ze zgodng rodzing
morfizmow {pj : L = F(j)}jeob 7, ktory posiada nastepujoce wilasnosé uni-
wersalnosci: dla kazdego obiektu W i zgodnej rodziny {f; : W — F(j)}jeob 1
istnieje doktadnie jeden morfizm g : W — L, dla ktérego pj o g = f; dla
kazdego j € ob T.

Jezeli odwrécimy strzaltki dostaniemy dualne pojecie granicy prostej (zwanej
tez kogranica) diagramu.

Definicja 40. Kogranica (lub granicq prosta) diagramu F : T — C nazywa-
my obiekt C w kategorii C (oznaczamy go colim 7F') wraz ze zgodng rodzing
morfizmow {s; : F(j) = C}jeob 7, ktory posiada nastepujgcq wilasnosé uni-
wersalnosci: dla kazdego obiektu W i zgodnej rodziny { f; : F'(j) = W}jcob 1
istnieje doktadnie jeden morfizm g : C — W, dla ktérego go s; = f; dla
kazdego j € ob T.

Stwierdzenie 14. Granica i kogranica diagramu, o ile istnieje, to tylko
jedna z doktadnoscig do izomorfizmu.

Przyklad 6. Granica (odp. kogranica) diagramu modelowanego na katego-
rii dyskretnej (tzn. w ktérej istnieja tylko morfizmy identycznosciowe) jest
izomorficzna z produktem (odp. koproduktem) rodziny obiektéw.

Definicja 41. Obiekt ig € ob C nazywa sie poczgtkowy, jezeli dla kazdego
obiektu c € ob C istnieje dokiadnie jeden morfizm ig — c. Obiekt i € ob C
nazywa sie koricowy jezeli jest obiektem poczgtkowym w COP.

Przyktad 7. Opiszemy bardzo wazine konstrukcje granicy i kogranicy dia-
gramu zbioréw. Niech F: 71T — Set bedzie diagramem w kategorii zbiorow.

Granica diagramu F jest podzbiorem zdefiniowanym nastepujgco:

limz Fo={{z;} € [ FG) | Va:isy Fle) (i) = x;}
i€ob T

Morfizmy p;: limz F' — F(i) to obciecia rzutowan z iloczynu kartezjariskiego
na czynniki.

Kogranice diagramu definiujemy dualnie, jako zbior ilorazowy sumy rozlgcz-
nej.
colimz F:= ( [[ F())/ ~
i€ob T

gdzie ~ jest najmniejszq relacjq zawierajgcq utozsamienia (/i) ~ (2", 7)
jesli istniejg morfizmy «;: i — k oraz aj: j — k takie, ze F(a;)(2') =
F(aj)(2"). Morfizmy s;: F(i) — colim7 F' sq zdefiniowane przez wlozenia
w koprodukt.



Stwierdzenie 15. Niech F: T — C bedzie dowolnym diagramem. Obiekt
C € ob(C) z morfizmami strukturalnymi {C' — F(i)}icon () Jest grani-
cqg odwrotng diagramu F wtedy i tylko wtedy, gdy reprezentuje funktor
Gp: C — Set dany wzorem Gp(X) = limz More(X, F(—)) ( gdzie lim jest
obiektem w kategorii Set) a morfizmy strukturalne odpowiadajq elementowi
id € Gp(C).

Definicja 42. Granice diagramu modelowanego na kategorii 0 = 1 (czyli
dwdch morfizmdéw miedzy tymi samymi obiektami) nazywamy ekwalizatorem
tych morfizméw (takze jadrem rézinicowym) i oznaczamy Eq , a kogranice
ich koekwalizatorem (takze kojgderem réznicowym) i oznaczamy Coeq.

Przyktad 8. Niech f,g: V = W bedg dwoma odwzorowaniami liniowyms.
Wtedy Eq(f,g) = ker(f — g) a Coeq(f,g) = coker(f — g). W szczegolnosci
jesli g = 0, to jedro réznicowe jest po prostu jedrem przeksztalcenia f, a
kojgdro réznicowe, jego kojgdrem.

Stwierdzenie 16. Jesli w kategorii C istniejg ekwalizatory dla dowolnej pary
morfizmoéw (odp. koekwalizatory) oraz produkty (odp. koprodukty) dowolnej
(skoticzonej) rodziny obiektow , to istniejg w niej granice (odp. kogranice)
dowolnych (skoriczonych) diagramow.

Stwierdzenie 17. Niech F' : T — C bedzie dowolnym diagramem. Niech
G : C — (' bedzie funktorem.

a) Jezeli w kategoriach C i C' istniejg granice i funktor G posiada funktor
lewo-dolgczony H : C' — C, to istnieje naturalny izomorfizm

limz(Go F) = Golimz F

b) Jezeli w kategoriach C i C' istniejq kogranice i funktor G posiada funktor
prawo-dotgczony H : C' — C, to istnieje naturalny izomorfizm

colimz(Go F) = Gocolimz F

Dowdd. Udowodnimy punkt a), dow6d b) jest analogiczny.

Istnieje naturalny morfizm w kategorii C’; G olimz F — lim7(G o F).
Pokazemy, ze jest on izomorfizmem. Dla dowolnego obiektu Y € C’ mamy
cigg izomorfizmow:

More/(Y,Golimz F) =  More(H(Y),limz F

=~  limgz Morc(H(Y),
= limzMore/(Y,Go F

1%

)
F)
)
More/(Y,limz(G o F)

7 tego wynika juz teza wobec natepujacego lematu. O



Lemat 8. Jezeli w kategorii C morfizm f : X — Y indukuje izomorfizm
funktorow More(-, X) — More(+,Y) (lub More(Y,:) — More(X,)), to f
jest izomorfizmem.

Dowdd. Dowdd pozostawiamy czytelnikowi. O

3.5 Kategorie addytywne

Zauwazmy, ze w kategorii np. grup abelowych, przestrzeni liniowych skoin-
czony produkt i skoriczona suma to jest to samo. W tych kategoriach mozemy
tez mowi¢ o morfizmach zerowych. Wspélnym jezykiem dla tych pojeé jest
kategoria addytywna.

Definicja 43. Obiektem zerowym kategorii C nazywamy obiekt, ktory jest
jednoczesnie poczgtkowy i koncowy.

Definicja 44. Kategorie C nazywamy addytywng, jezeli :

a) dla dowolnych obiektéw X,Y € obC, Morc(X,Y') jest grupg przemienng;
b) skladanie morfizmow jest dwuliniowe;

c) w kategorii C istnieje obiekt zerowy;

d) w kategorii C istniejqg skoriczone produkty;

e) w kategorii C istniejg skoniczone koprodukty

Pokazemy, ze dwa ostatnie warunki ( przy spelnieniu pierwszych trzech)
sg rOwnowazne i sa réwnowazne nastepujacemu:

Stwierdzenie 18. Niech C bedzie kategorig spelniajgcqg warunki a), b), c).
Rozwazmy nastepujgcy warunek:

f): Dla dowolnych dwéch obiektow X,Y € obC istnieje obiekt Z € obC oraz
morfizmy ix : X = Z, px : Z = X, iy Y = Z, py : Z = Y, ktore
spetniaja nastepujace warunki:

Pxix = idx pxiy =0
pyty = idy pyix =0
ixpx +iypy =idy

Wowczas warunki d),e),f) sq réwnowazne oraz suma i produkt obiektéow X,Y
jest izomorficzna obiektowi Z. Obiekt ten bedziemy oznaczac symbolem X Y
1 nazywaé sumg prostq.



Dowdd. Pokazemy, ze warunki d) i f) sa réwnowazne. Niech X x Y bedzie
produktem. Pokazemy, ze spelnia on warunek f), tak wiec obiekt o poza-
danych wlasnodciach istnieje. Morfizmy px = mx i py = 7y niech beda
rzutowaniami. Niech ix bedzie zdefiniowany przez warunki pxix = idx
oraz pytx = 0, analogicznie dla iy. Wystarczy sprawdzié, ze

ixpx +iypy = idxxy-
W tym celu liczymy zlozenia:
px o (ixpx +iypy) = pxixpx + pxiypy = idxpx + Opy = px
i analogicznie
py (ixpx +iypy) = py.
Zatem z definicji produktu wnosimy, ze
ixpx +iypy = idxxy.

Niech Z spelnia warunek f). Pokazemy, ze (Z, px,py) spelnia warunek uni-
wersalny definiujacy produkt. Niech g : W — X i h: W — Y beda dowol-
nymi morfizmami. Definiujemy morfizm ixg + iyh : W — Z. Spetnia on
px(ixg + iyh) = g oraz py(ixg + iyh) = h. Ponadto, jezeli k : W — Z
spelnia pxk = g i pyk = h, to k = (ixpx + iypy)k = ixpxk + iypyk =
ixg + iyh, co konczy dowdd. Réwnowaznoéé warunkéw e) i f) dowodzi sie
analogicznie, trzeba tylko odwrécié strzaltki. O

Definicja 45. Niech C i D bedg kategoriami addytywnymi. Powiemy, Ze
funktor F : C — D jest addytywny, jezeli

F : Mor¢(X,Y) — Morp(F(X), F(Y))
jest homomorfizmem grup.

Stwierdzenie 19. Niech C i D bedg kategoriami addytywnymi. Funktor
F :C — D jest addytywny wtedy 1 tylko wtedy, gdy

F0)=0
1 dla dowolnych obiektéow a,b € obC,
Fla®b) = F(a)® F(b).
W definicji kategorii addytywnej nie zakladamy istnienia granic i kogra-
nic. Natomiast jesli istnieje granica (ekwalizator) diagramu x?y, to

nazywamy ja jadrem morfizmu f i mamy

kerfi—>a::>>y.



Analogicznie kogranica (koekwalizator), o ile istnieje, nazywa sie kojadrem
morfizmu, jest oznaczana symbolem coker i mamy

J
r —Zy——>coker f.

Zakladajac istnienie odpowiednich jader i kojader mamy dalej: Koobra-
zem, oznaczanym symbolem coim, morfizmu f : x — y nazywamy koja-
dro ker f — z, czyli mamy xz — coim f. Definiujemy takze im f jako jadro
y — coker f, czyli dostajemy morfizm im f — y.

Lemat 9. Niech f : x — y bedzie morfizmem w addytywnej kategorii C, dla
ktorego istniejg ker f, coker f, coim f oraz im f. Wowczas morfizm f moze
by¢ jednoznacznie przedstawiony jako zloZenie:

S . u . v
r——coimf ——imf——=y.
Dowdd. Rozwazmy diagram:

ker f X ! Y k. coker f

e
S // v

coim f - >im f

Istnieje dokladnie jeden morfizm f : coim f — y, bo ker f — = — y
jest morfizmem zerowym, a coim f koekwalizatorem. Rozwazmy teraz ho-
momorfizm kf : X — coker f. Istnieje z definicji koekwalizatora homomor-
fizm coim f — coker f i jest nim & f . Ale homomorfizm zerowy takze czyni
odpowiedni diagram przemiennym, wiec k f jest zerowy z jednoznacznoSci.
Zatem z definicji jadra u istnieje. Wszystkie konstruowane morfizmy byty
jedyne, a zatem ich zlozenie jest réwne f. O

3.6 Kategorie abelowe

Definicja 46. Kategoria addytywna C nazywa sie abelowa, jezeli
a) kazdy morfizm w C ma jgdro i kojgdro;

b) dla morfizmu f : x — y naturalny morfizm u : coim f — im f jest
izomorfizmem.

3.7 Zadania

Transformacje naturalne, r6wnowaznos¢ kategorii.



3.7.1. Udowodnié twierdzenie 34

3.7.2. Niech fy, fi: G — H beda dwoma homomorfizmami grup. Udowod-
nié, ze istnieje bijekcja zbioru transformacji naturalnych miedzy wyznaczo-
nymi przez nie funktorami Fy, Fy: BG — BH a elementami h € H takimi,
ze dla kazdego g € G, f1(g) = hfo(g)h™!, cayli f1 = cpfo gdzie ¢p,: H — H

jest automorfizmem wewnetrznym wyznaczonym przez element h € H.

3.7.3. Niech fp, f1: S — T beda dwoma morfizmami posetéw (odwzo-
rowaniami zachowujacymi porzadek). Udowodnié, ze istnieje transforma-
cja naturalna (dokladnie jedna) miedzy definiowanymi przez nie funktorami
Fy, F1: Cs — Cr wtedy i tylko wtedy gdy fo(s) < fi(s) dla kazdego s € S.

3.7.4. Mala kategoria C w ktérej dla dowolnych dwdch obiektow
¢,d € ob(C) istnieje co najwyzej jeden morfizm ¢ — ¢ jest réwnowazna
(ale nie identycznal) z kategoria definiowana przez poset (zbidr czesciowo
uporzadkowany).

3.7.5. Jesli w malej kategorii kazdy morfizm jest izomorfizmem oraz mie-
dzy kazdymi dwoma obiektami istnieje morfizm, to ta kategoria jest réwno-
wazna kategorii BG definiowanej przez pewna grupe G. Podaj (nietrywialne)
przyklady takich kategorii. Wyznacz grupe G taka,ze EH = BG, dla dowol-
nej grupy H.

3.7.6. Pokazac,ze jezeli grupy G i H sg izomorficzne, to kategorie BG i
BH sg réwnowazne. Czy prawdziwe jest twierdzenie odwrotne?

3.7.1 Funktory sprzezone

3.7.7. Pokazaé, ze funktor sprzezony do danego funktora, o ile istnieje, to
jest wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscig do naturalnej réwnowaznoéci
funktorow.

3.7.8. Pokazaé, ze jezeli funktor F' : C — D jest réwnowaznoécia kategorii,
to istnieje funktor G : D — C sprzezony do F' zaréwno z prawej jak i lewej
strony.



3.7.9. Pokazad, ze istnieje funktor prawo sprzezony do funktora F' : C — D,
wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego obiektu Y € D funktor
Morp(F(+),Y) : C — Set jest reprezentowalny.

3.7.10. Niech Set, bedzie kategoria zbioréw z wyrdznionym punktem.
Skonstruowac funktor lewo-dotaczony do funktora RY : Set, — Set,, gdzie
punktem wyréznionym w R (Z) := Map (X, Z) jest przeksztalcenie stale
w punkt wyrézniony w Z.

3.7.11. Wykazaé, ze funktory F':C — D i G : D — C sa sprzezone wte-
dy i tylko wtedy gdy istnieja transformacje naturalne 7: id¢ — F'G oraz
e: GF — idp takie, ze zlozenia

F— InFGF — e¢GF oraz G — nRGFG — GeG

sg identycznosciami.

3.7.12. Skonstruuj funktory lewo-dotaczone do funktoréw zapominania:
a) Set, — Set;

b) Gr — Set oraz Gr — Set, (punkt wyrdézniony w zbiorze na ktérym
okreslona jest struktura grupowa to element neutralny);

c) Ab C Gr, gdzie Ab podkategoria grup abelowych;
d) Ab — Set,;

e) Setg — Sety — gdzie G jest grupa, a Setg oznacza kategorie, ktérej
obiektami sa G—zbiory a morfizmami G-przeksztalcenia, za$ dla podgru-
py H C G funktor Setg — Sety jest funktorem zapominania (obciecia
dziatania) do podgrupy H.

3.7.13. Czy jedli dla funktora F' : C — D istnieje funktor G : D — C
sprzezony do F' zaréwno z prawej jak i lewej strony, to F' jest rownowaznoscig
kategorii?

Granice i kogranice



3.7.14. Zbadaé istnienie colim (nazywa si¢ go push- outem) diagramu

e ——>0

|

oraz lim (nazywa si¢ go pull - backiem) diagramu

|

w kategoriach Set, Gr i Ab

3.7.15. & Udowodnié¢ stwierdzenie 16.
Dowdd. Niech C bedzie granicg diagramu

S

C HiEobC F(Z) T> Hi—>jEMorC F(]) )

w ktérym S jest zdefiniowane przez warunek p;,;S = F(i — j)p; za$ T
przez warunek p;,;T" = p;. Latwo sprawdzi¢, ze C = lim 7 F.
O

3.7.16. & Jesli kategoria Z ma obiekt poczatkowy ig € ob Z (odpowiednio
konicowy io € ob Z), to dla dowolnego diagramu F' : Z — C istnieje jego
granica i jest ona réwna limz F' = F(iy) (odpowiednio istnieje kogranica i
jest ona réowna colimz F' = F(i)).

Dowdd. Poniewaz istnieje doktadnie jeden morfizm i; : ig — j dla dowo-
inego obiektu j € obZ, to F(i;) : F(ip) — F(j) jest odwzorowaniem w
diagram. Pokazemy, ze to jest granica. Dla obiektu W i zgodnej rodziny
{fi W = F(j)}jeop z morfizm f;; : W — F(ig) spelnia f;, F(i;) = fj, ze
zgodno$ci rodziny {f;}. Ponadto, jezeli g : W — F(ip) jest innym morfi-
zmem, to gF(i;) = f; wiec w szczegdlnosci dla j = ig, gF (i5,) = fiy, Ale
F(i;,) = id, stad teza. Dla kogranic dowdd jest blizniaczy. O

3.7.17. & Niech C(N) bedzie mala kategoria wyznaczona przez porzadek
w zbiorze liczb naturalnych, tzn. n - m <= n <m.

a) Niech F' : C(N) — Ab, F'(n) = Z/p"Z, F(n — m) : Z/p"Z — Z/p™Z,
F(n — m)(z) = p™ "z. Pokaza¢, ze colim F' = { . € Q, n € N}/Z.



b) Niech F': C(N)? — Ab, F(n) = Z/p"Z, F(m — n) : Z/p™Z — Z/p"Z,
jest naturalnym epimorfizmem . lim F' := Z, nazywa si¢ pierscieniem
liczb catkowitych p — adycznych.(referacik)

3.7.18. & Niech [ bedzie zbiorem liczb naturalnych uporzadkowanych
przez podzielnosé n < m <= n | m. Niech C(I) bedzie wyznaczona przez
ten porzadek kategorig.

a) Niech F': C(I) — Ab, F(n) = Z/nZ, F(n — m)(xz) = Zz. Pokazaé, ze
colim F = Q/Z.

b) Niech F': C(I)? — Ab, F(n) = Z/nZ, F(m — n) : Z/mZ — Z/nZ, jest

naturalnym epimorfizmem. Pokazaé, ze lim F' = Hp 2y, gdzie produkt
jest wziety po zbiorze wszystkich liczb pierwszych.

3.7.19. Opisz ekwalizator i koekwalizator dowolnej pary morfizméw w
kategorii Set, Setx, Gr, Ab (zbadaj istnienie).

Kategorie addytywne

3.7.20. & Niech C i D beda kategoriami addytywnymi, ' : C — D
funktorem, dla ktérego F(a @ b) = F(a) ® F(b) dla dowolnych obiektéw
a,b € obC i F(0) = 0. Pokazaé, ze F jest funktorem addytywnym.

3.7.21.

Definicja 47. Niech V bedzie przestrzenig wektorowq nad ciatem k. Jej
filtracjqg (malejgca) nazywamy cigg podprzestrzeni {F™(V)}nez, taki ze

VoD FYV)D F"T (V) .. .0.

Rozwazmy kategorie Vectf w ktérej obiektami sa przestrzenie liniowe
nad k z filtracja, a morfizmami przeksztaltcenia liniowe zachowujace filtracje.
Pokazad, ze jest to kategoria addytywna. Czy spelnione sg zalozenia lematu
? Rozwazmy dwie filtracje przestrzeni liniowej V:

Fl(V) _ V'jéie‘li'i <0 FZ(V) _ V.je‘Ze?i'i <0
Ojezelii >0 0jezelii >0

Pokaza¢, ze idy : (V,F) — (V, F ) jest morfizmem i sprawdzié, czy jest
izomorfizmem w kategorii Vect}: (a tego wymagaloby stwierdzenie,ze u jest
izomorfizmem).



Rozdziatl 4

Teoria modulow

4.1 Definicja i podstawowe wtasnosci

Niech R bedzie pierscieniem z 1, niekoniecznie przemiennym.

Definicja lewego (prawego) modutu. Przyklady (pierscien grupowy). Kate-
goria moduléw nad ustalonym pierécieniem jest abelowa. Moduly wolne,
moduly skoriczenie generowane, moduly noetherowskie.

Stwierdzenie 20. Jezeli R jest pierscieniem przemiennym, to dowolne dwie
bazy modulu wolnego sq réownoliczne.

4.2  Funktor Hom(-,-). Moduly projektywne i in-
jektywne.

Twierdzenie 35. Nastepujgce warunki sa réwnowazne:
1. modut P jest projektywny;
2. kaZdy cigg dokladny 0 — N — M — P — 0 rozszczepia sie;
3. P jest skltadnikiem prostym modutu wolnego.
Twierdzenie 36. Jezeli R jest DIG, to modul projektywny jest wolny.

Twierdzenie 37. Dla kazdego modutu M istnieje jego rezolwenta projek-
tywna, tzn cigg dokladny --- — P, - P — Py - M — 0, gdzie P; sq
projektywne.

Stwierdzenie 21. Dowolna suma moduléw projektywnych jest modulem
projektywnym. Skoriczony produkt modulow projektywnych jest modulem
projektywnym.

Twierdzenie 38. Modul E jest injektywny wtedy @ tylko wtedy, gdy cigg
doktadny 0 - E — M — N — 0 rozszczepia sie.
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Stwierdzenie 22. Produkt dowolnej rodziny moduléow injektywnych jest
modulem injektywnym. Skonczona suma modulow injektywnych jest modu-
lem injektywnym.

Twierdzenie 39. (Kryterium Baera) R modul E jest injektywny jezeli
dla dowolnego ideatu I < R i dowolny homomorfizm modutéw f : I — E
rozszerza sie do f : R — E:

)

.

fT \f
OHI*;R

Stwierdzenie 23. Pierscien ulamkow dziedziny catkowitosci jest moduiem
njektywnym.

Stwierdzenie 24. Jezeli R jest dziedzing catkowitosci, to modul injektywny
jest podzielny.

Twierdzenie 40. Jezeli R jest DIG, to modul jest injektywny wtedy i tylko
wtedy, gdy jest podzielny.

Stwierdzenie 25. KazZda grupa przemienna jest podgrupg grupy podzielnej.

Powyzsze stwierdzenie jest prawdziwe dla moduléw nad dowolnym pier-
Scieniem i jego dowdd w ogdlnym przypadku korzystal z dotaczenia iloczynu
tensorowego i faktu, ze dla dowolnego pierscienia R i podzielnej grupy prze-
miennej D, Homyz(R, D) jest injektywnym R modulem.

Twierdzenie 41. Kazdy modul M jest podmodutem modutu injektywnego.
Zatem dla kazdego modulu istnieje jego rezolwenta injektywna:

0—-M—FEy—FE — FEy— ...,

gdzie E; sq injektywne.

4.3 Iloczyn tensorowy moduléw

Kategorie prawych R moduléw oznaczamy przez Modgr a lewych przez

rMod.

Definicja 48. JeZeli M jest prawym R moduliem, a N lewym R modutem
za$ G grupg abelowq, to funkcje f: M x N — G nazywamy biaddytywng,
jezeli
f(m+m,an) = f(m,n) +f(m/7n)
f(m7n+n/) = f(mvn) +f(m’n,)
f(mr,n) = f(m,rn)



dla dowolnych m € M, n e N, r € R.
Jezeli R jest piericieniem przemiennym, a K R-modutem, to funkcje
biaddytywng f : M x N — K nazywamy dwuliniowq, jezeli ponadto

fmr,n) = f(m,rn) = rf(m,n)
dla dowolnych m € M, n € N, r € R.

Przyklady: M, N prawe R — moduly, to Homgr(M,N) jest lewym R
modulem i ewaluacja e : M x Hompr(M, N) — N jest biaddytywna.

Definicja 49. lloczynem tensorowym N € Modgr i M €gr Mod nazywamy
grupe abelowg M ® N wraz z biaddytywng funkcjg M x N — M ® N. takg, ze
dla dowolnej biaddytywnej funkcji f: M x N — G istnieje dokladnie jeden
homomorfizm f M ® N — G, dla ktérego diagram

MXxXN—M®N
if 7
ot !
jest przemienny.
Twierdzenie 42. Istnieje funktor @ : Modr Xgr Mod — Ab, ktory jest

tloczynem tensorowym. Ponadto jezeli pierscien jest przemienny, to funktor
ten przyjmuje wartosci w kategorii R modutow.

Stwierdzenie 26. Przy ustaleniu jednej ze wspétrzednych funktor iloczynu
tensorowego jest addytywny.

Definicja 50. Grupe przemienng M nazywamy (R, S) bimodulem, jezeli M
jest lewym R modulem i prawym S modulem przy czym (rm)s = r(ms) dla
dowolnych m,r, s.

Kategorie bimodutéw oznaczamy gpModg.

Lemat 10. Jezeli N €3 Modr i M €r Mod to N @ M jest lewym S
modulem: s(n ® m) = sn ® m. Analogicznie dla N € Modr i M €g Modg
to N @ M jest prawym S modulem

Stwierdzenie 27. Jezeli R jest pierscieniem przemiennym, to
M®N=N®M.

Przyktad: Rozszerzanie skalaréow. Jezeli S < R jest podpierscieniem,
M egMod, to R®g M €rMod.

Bardzo wazne twierdzenie o tym, ze iloczyn tensorowy jest funktorem
dotaczonym do Hom.



Twierdzenie 43. Dia M € Modr, N egModg, K € Mods homomorfizm
TN,k : Homg(M ® N, K) — Homp(M, Homg(N, K))
zadany wzorem

Nk (f) =[5 fF(m)(n) = f(m®n)
definiuje naturalny izomorfizm funktorow.

Méwimy, ze funktor iloczynu tensorowego jest lewo — dotaczony do funk-
tora Hom.

Twierdzenie 44. Funktor mnoZenia tensorowego przez ustalony modul jest
prawodokiadny, tzn. dla modutu M € Modg dokladnego ciggu lewych R
moduiéw

N - N-—=N"—0

doktadny jest cigg grup abelowych
Me&N - Me&N— MaN' —0.
Analogiczne twierdzenie jest prawdziwe dla mnoZenia przez lewy R modul.

Dowdd twierdzenia korzysta z lewodokladnosci funktora Hom i dotacze-
nia, a takze lematu:

Lemat 11. Niech R bedzie pierscieniem przemiennym, zas N' — N — N”
ctggiem R moduléw, takim Ze dla dowolnego R modutu M dokladny jest cigg

0 — Hom(N", M) — Hom(N, M) — Hom(N', M).

Wowczas cigg
N —- N —=N"—=0

jest doktadny.

Definicja 51. Jezeli funktor mnozenia tensorowego przez R modut M jest
dokiadny, to mowimy, ze modut M jest plaski.

Stwierdzenie 28. Kazdy modul projektywny jest plaski.

4.4 Klasyfikacja skonczenia generowanych modu-
6w nad dziedzinami ideatéw gléwnych

Niech R bedzie pier$cieniem przemiennym.
Definicja 52. Niech M bedzie R modulem i niech x € M.

ann(z) ={r € R:re =0} <R



Definicja 53. Dia R modulu M niech
tM = {z € M: ann(x) # 0}.

Jezeli R jest dziedzina catkowito$ci, to tM < M jest podmodulem i nazywamy
go podmodutem torsyjnym modulu M.

Stwierdzenie 29. Jezeli R jest dziedzing calkowitosci, to przyporzedkowa-
nie M ~» tM jest funktorem.

Wynika z tego w szczegdlnosci, ze jezeli M = M’', to tM = tM’ i
M/tM = M/tM'. Od tej pory zakladamy, ze M jest dziedzing cal-
kowitosci.

Definicja 54. Modut nazywa torsyjny jezeli tM = M a beztorsyjny jezeli
tM = 0.

Stwierdzenie 30. Modul M /tM jest beztorsyjny.

Twierdzenie 45. Jezeli R jest DIG, a M jest skoriczenie generowanym R
modulem to :

a) jezeli M jest beztorsyjny, to M jest wolny;

b) jezeli M jest wolny i N < M jest podmodutem, to N jest wolny irank N <
rank M ;

c) jezeli M jest projektywny, to M jest wolny;
d) M =tM & F, gdzie F jest skoriczenie generowanym modulem wolnym;

e) jezeli M' jest skoriczenie generowany, to M = M’ wtedy i tylko wtedy gdy
tM = tM’ i rank M /tM = rank M’ /t M’

Uwaga:stwierdzenia a), b), c¢) sa prawdziwe takze dla moduléw nieko-
niecznie skonczenie generowanych.(to nieobowiazkowe)

Whniosek 4. Jezeli R jest DIG, to M jest skonczenie generowany R modul
jest plaski wtedy © tylko wtedy, gdy jest beztorsyjny.

Uwaga: Tutaj takze zalozenie skoniczonej generowalnosci mozna pominaé
(to nieobowiazkowe)

Zajmiemy sie klasyfikacja modutéow torsyjnych. Odtad, do konca pa-
ragrafu zakladamy, ze R jest DIG.

Definicja 55. Niech I = (p) < R bedzie idealem pierwszym. Jezeli M jest R
modutem, to podmodul

Mp) ={z € M: Fpen p"x = 0}

nazywa sie (p) prymarnym sktadnikiem modulu M.



Twierdzenie 46. Kazdy modul torsyjny jest sumq prostg modulow prymar-
nych.

Dowdd. Przedstawié generator d anihilatora dowolnego elementu z € M
jako iloczyn poteg elementéw pierwszych d = pi* ... p*. Zauwazmy, ze rix €
My, gdzie rip;t = d oraz istnieja s; € R, takie ze Y s;r; = 1. Zatem z =
> si(riw) €< |J M(p) >. Wystarczy sprawdzi¢, ze to jest suma prosta. [

Stwierdzenie 31. Dia idealu pierwszego (p) przyporzqadkowanie M ~~ tMy)
jest funktorem. Dwa moduly torsyjne M i M’ sq izomorficzne wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kaZdego idealu pierwszego (p), M, = M(’p).

W dalszym kroku modul prymarny przedstawiamy jako sume prosta
moduléw cyklicznych (tzn generowanych przez jeden element), po to by
otrzymagc:

Twierdzenie 47. Jezeli M jest skoriczenie generowanym modutem nad R
DIG, to M jest sumq prostg modutéw cyklicznych, przy czym kazdy sktadnik
cykliczny jest bgdZ izomorficzny z R, bgdZ jest prymarny.

Dowod. Wystarczy rozlozy¢ na cykliczne modut prymarny. Dowdd przez
indukcje ze wzgledu na liczbe generatoréw. Niech M, (p) prymarny, M =<
Tl,..., Ty >, pPax; = 0. Zalézmy, ze dla kazdego i, e, > e; i rozpatrzmy
modul cykliczny < z, >. Mamy ciag doktadny:

0—=><ap>>>M-—->M/<zy,>>0

i wystarczy pokazaé, ze jest rozszczepialny. W tym celu pokazemy, ze <
ZTpn > jest R modulem injektywnym. Zauwazmy, ze caly ciag mozemy trak-
towaé jako ciag R/(p°") moduléw. Wéwezas z kryterium Baera < x, >
jest R/(p®*) modultem injektywnym i ciag rozszczepia sie jako ciag R/(p)
modultéw. Ale to rozszczepienie jest takze rozszczepieniem R modutéw. [

Cykliczne sktadniki modutu prymarnego nie sg wyznaczone jednoznacz-
nie, ale jednoznaczne sa anihilatory tych skladnikéw. Jezeli (p) < R jest ide-
alem pierwszym to dla dowolnego modutu M, modul ilorazowy M /pM jest
przestrzenia liniowa nad cialem R/(p). Definiujemy:

d(M) = dim(M /pM).
Definicja 56. Dila modulu (p) prymarnego M niech
Ugpy(n, M) = d(p" M) — d(p" " M).

Twierdzenie 48. Jezeli (p) < R jest idealem pierwszym, a M modulem (p)
prymarnym, to kazdy rozklad modutu M na sume prostg modulow cyklicz-
nych ma Uy (n, M) skladnikéw o anihilatorze (p"*).



Whiosek 5. Jezeli M i M’ sq (p) prymarnymi modulami, to sq one izomr-
ficzne wtedy i tylko wtedy gdy dl kazdego n € N U {0}, Uyy(n,M) =
Ugp) (n, M)

Definicja 57. Jezeli (p) < R jest idealem pierwszym, a M modulem (p)
prymarnym, to ideaty (p"*1) kaidy liczony U (n, M) razy nazywajg sie
dzielnikami elementarnymi modulu M.

D)

Reasumujac mamy twierdzenie klasyfikacyjne

Twierdzenie 49. Jezeli M, M’ sq skoriczenie generowanymi modulamsi
nad DIG, to M i M’ sq izomorficzne wtedy i tylko wtedy gdy ich czesci
wolne sq tej samej rangi, za$ czesci torsyjne majg ten sam zestaw dzielnikow
elementarnych.

Mozna sktadniki proste pogrupowaé inaczej:

Twierdzenie 50. Kazdy skoriczenie generowany modut M nad DIG mozna
przedstawic w postaci sumy prostej

M = R/(x1) ® R/(22) ©--- & R/(x)

gdzie
xi|xa| ... xp_1|TE.

Uwaga: W oznaczeniach z powyzszego twierdzenia, annM = (xy).

Definicja 58. Idealy (x1) ... (xx) nazywajq sie niezmienniczymi dzielnikami
modutu M.

4.4.1 Zastosowanie do algebry liniowej

Jezeli V jest skonczenie wymiarows przestrzeniag liniowa nad cialem k i dany
jest endomorfizm f : V — V, to V ma strukture skoriczenie generowanego
modutu nad pierécieniem wielomianéw k[X].

Rozklad V' na sume prosta k[X]| moduléw cyklicznych wyznaczonych przez
dzielniki niezmiennicze odpowiada przedstawieni V jako sumy prostej nie-
zmienniczych podprzestrzeni cyklicznych. Rozklad na moduty cykliczne od-
powiadajace dzielnikom elementarnym ( o ile wielomian charakterystyczny
rozklada si¢ w ciele k na czynniki liniowe) odpowiada rozkladowi na klatki
Jordana.

Ostatni dzial po$wiecony modutom nad pierscieniami nieprzemiennymi,
ze szczegdlnym uwzglednieniem moduléw nad pierscieniem grupowym k[G],
byt juz "rzutem na tasme” i egzamin nie bedzie go obejmowat.
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