
(Rzeczywisty) iloczyn skalarny:

v i w - wektory

v ◦ w - liczba rzeczywista (skalar)

Inne oznaczenia:

〈v, w〉 v·w v.w (v, w)

v ◦ w = |v||w| cos α

v = [v1, v2, v3]

w = [w1, w2, w3]

v ◦ w = v1w1 + v2w2 + v3w3

W lasności:

symetria: v ◦ w = w ◦ v

dwuliniowość: (av + bv′) ◦ (cw + dw′) =

ac(v ◦ w) + ad(v ◦ w′) + bc(v′ ◦ w) + bd(v′ ◦ w′)

dla a, b, c, d ∈ IR i wektorów v, v′, w, w′

nieujemność: v ◦ v ≥ 0,

przy czym v ◦ v = 0 ⇐⇒ v = 0



Przestrzeń wektorowa (liniowa):

zbiór V, którego elementy nazywamy

wektorami, wraz z określonymi na nim

dzia laniami (których wynikiem sa̧ znów

wektory) dodawania wektorów i mnożenia

wektorów przez liczby rzeczywiste:

+ : V × V −→ V ; (v, w) 7→ v + w

· : IR× V −→ V ; (a, v) 7→ a · v

Aby zbiór V wyposażony w dzia lania

+ i · można by lo nazwać przestrzenia̧

wektorowa̧, musza̧ one ponadto spe lniać

pewne naturalne warunki, np. powinien

w V istnieć wektor zerowy 0 taki, że

0 + v = v dla każdego v ∈ V itd.



 la̧czność: (v + w) + z = v + (w + z)

oraz

przemienność dodawania: v+w = w+v

rozdzielność: a·(v+w) = (a·v)+(a·w),

a także (a + b) · v = (a · v) + (b · v)

zgodność mnożenia: (ab) · v = a · (b · v),

a przy tym 0 · v = 0 i 1 · v = v

Wniosek: Dla każdego v ∈ V istnieje

(−v) ∈ V taki, że (−v) + v = 0.

Dowód: Istotnie, ((−1) · v) + (1 · v) =

= ((−1) + 1) · v = 0 · v = 0.



Przyk lady przestrzeni wektorowych:

IR (ze zwyk lymi dzia laniami + i ·)

liczby zespolone

IRn z dzia laniami zadanymi wzorami

[v1, . . . , vn]+[w1, . . . , wn] = [v1+w1, . . . , vn+wn]

i a[v1, v2, . . . , vn] = [av1, av2, . . . , avn]

IR[x] - wielomiany o wspó lczynnikach

rzeczywistych

C([0, 1]) - funkcje cia̧g le o wartościach

rzeczywistych na przedziale [0, 1],

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (a · f)(x) = af(x)



Przyk lady iloczynów skalarnych:

V = IR, v ◦ w = 3vw

V = IR2, [v1, v2] ◦ [w1, w2] = v1w1 + 2v2w2

V = IR3,

[v1, v2, v3] ◦ [w1, w2, w3] =

= (v1 − 2v2 + v3)(w1 − 2w2 + w3)

Uwaga: w tym przypadku v ◦ v = 0
dla v 6= 0, np. dla v = [−1, 0, 1]

V = IR[x], P ◦Q = P (1)Q(1) + 2P ′′(0)Q′′(0)

Uwaga: j.w.

V = C([0, 1]), f ◦ g =
∫ 1

0
f(x)g(x) dx



Norma zadana przez iloczyn skalarny

Iloczyn skalarny ◦ w przestrzeni wek-

torowej V wyznacza normȩ euklidesowa̧

| | : V −→ [0,∞), zadana̧ wzorem

|v| =
√

v ◦ v.

Euklidesowa odleg lość (wzglȩdem ◦)

miȩdzy dwoma punktami v, w ∈ V to

d(v, w) = |v − w| =
√

(v − w) ◦ (v − w).

W szczególności |v| = 0 ⇐⇒ v = 0

i d(v, w) = 0 ⇐⇒ v = w, o ile ◦
jest niezdegenerowany (ścísle dodatnio

określony). W przeciwnym razie, | |
nazywamy pó lnorma̧ (seminorma̧).



Przyk lad: Standardowy iloczyn skalarny

na IRn, zdefiniowany wzorem

v.w = v1w1 + . . . + vnwn,

wyznacza normȩ |v| =
√

v2
1 + . . . + v2

n.

Inne normy

Norma na przestrzeni wektorowej V to

funkcja ‖ ‖ : V −→ [0,∞) spe lniaja̧ca

nastȩpuja̧ce warunki:

jednorodność: ‖a·v‖ = |a|·‖v‖ (a ∈ IR)

nierówność trójka̧ta: ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖

niezdegenerowanie: ‖v‖ = 0 ⇐⇒ v = 0



Kula jednostkowa

Kula̧ jednostkowa̧ w przestrzeni

wektorowej V z norma̧ ‖ ‖ jest

zbiór B = {v ∈ V : ‖v‖ ≤ 1}.
B = {v ∈ V : |v| ≤ 1} nazywamy elipsoida̧.

W lasności:

środkowa symetria wzglȩdem 0:

v ∈ B ⇐⇒ −v ∈ B

wypuk lość: jeśli v, w ∈ B, a t ∈ [0, 1],

to tv + (1− t)w ∈ B

domkniȩtość i niepuste wnȩtrze

Fakt: Gdy V = IRn, to dla każdego zbioru B

spe lniaja̧cego te warunki istnieje norma na V,

dla której jest on kula̧ jednostkowa̧.



Przyk lady norm:

V = IRn, ‖[v1, . . . , vn]‖∞ = max(|v1|, . . . , |vn|)

V = IRn, ‖[v1, . . . , vn]‖1 = |v1|+ . . . + |vn|

V = IRn, ‖[v1, . . . , vn]‖p = (|v1|p + . . .+ |vn|p)1/p

dla p ≥ 1 (nierówność Minkowskiego)

V = IR[x], ‖P‖ = |P (0)|+ max
t∈[0,1]

|P ′(t)|

Twierdzenie Johna: Jeśli ‖ ‖ jest norma̧

na n-wymiarowej przestrzeni wektorowej

V (np. V = IRn), to istnieje iloczyn

skalarny ◦ na V taki, że wyznaczona

przez niego norma | | spe lnia nierówności

|v| ≤ ‖v‖ ≤
√

n · |v|

dla każdego wektora v ∈ V.



Uwaga: Każda norma pochodza̧ca od

iloczynu skalarnego spe lnia nierówność

trójka̧ta.

Nierówność Schwarza: |v◦w| ≤ |v|·|w|
Dowód: Trójmian kwadratowy (t ∈ IR)

P (t) = |v|2 · t2 + 2(v ◦ w) · t + |w|2 =

= (v ◦ v)t2 + 2(v ◦ w)t + (w ◦ w) =

= (tv◦tv)+(tv◦w)+(w◦tv)+(w◦w) =

= (tv + w) ◦ (tv + w) ≥ 0

ma niedodatni wyróżnik

0 ≥ ∆ = 4(v ◦ w)2 − 4|v|2|w|2.



Wniosek: Dla dowolnych v, w ∈ V \{0}

v ◦ w

|v| · |w|
∈ [−1, 1],

a wiȩc istnieje dok ladnie jedna liczba
α ∈ [0, π] taka, że v ◦w = |v| · |w| · cos α.
Tȩ liczbȩ α nazywamy miara̧ ka̧ta miȩdzy
wektorami v i w. Zależy ona od wyboru
iloczynu skalarnego (nie tylko od v i w).
Jeśli v◦w = 0, to α = π/2 i mówimy, że
wektory v i w sa̧ ortogonalne (prostopad le).

Dowód nierówności trójka̧ta:

|v + w|2 = (v + w) ◦ (v + w) =

= (v ◦ v) + 2(v ◦ w) + (w ◦ w) =

= |v|2 + 2(v ◦ w) + |w|2 ≤

≤ |v|2 + 2|v| · |w|+ |w|2 = (|v|+ |w|)2,

a wiȩc |v+w| ≤ |v|+|w| dla dowolnych v, w ∈ V.



Tożsamość równoleg loboku:

|v + w|2 + |v − w|2 = 2(|v|2 + |w|2)

Dowód: |v + w|2 + |v − w|2 =

= (v + w)◦ (v + w) + (v−w)◦ (v−w) =

= v◦v+2v◦w+w◦w+v◦v−2v◦w+w◦w =

= 2(v ◦ v + w ◦ w) = 2(|v|2 + |w|2)

Twierdzenie: Jeśli ‖ ‖ jest norma̧

na przestrzeni wektorowej V taka̧, że

‖v + w‖2 + ‖v − w‖2 = 2(‖v‖2 + ‖w‖2)

dla dowolnych v, w ∈ V, to na V istnieje

iloczyn skalarny ◦, dla którego | | =‖ ‖.



Dowód: Dla v, w ∈ V po lóżmy

v ◦ w = (‖v + w‖2 − ‖v − w‖2)/4.

Oczywíscie mamy także

w ◦ v = (‖v + w‖2 − ‖w − v‖2)/4,

wiȩc v ◦ w = w ◦ v, ponieważ

‖w − v‖ = ‖(−1) · (v − w)‖ =

= |(−1)| · ‖v − w‖ = ‖v − w‖.
Ponadto, dla dowolnego v ∈ V, mamy

4(v ◦ v) = ‖v + v‖2 − ‖v − v‖2 =

= ‖2v‖2−‖0‖2 = (2‖v‖)2−02 = 4‖v‖2,

zatem v ◦ v ≥ 0 i v ◦ v = 0 ⇐⇒ v = 0.

Poza tym |v| =
√

v ◦ v = ‖v‖. Trzeba

już tylko wykazać dwuliniowość ◦.
Wpierw udowodnimy, że dla v, w, z ∈ V

v ◦ (w + z) = (v ◦ w) + (v ◦ z), a wiȩc i

(w + z) ◦ v = (w ◦ v) + (z ◦ v).



Dodajmy stronami cztery tożsamości

równoleg loboku (dla normy ‖ ‖):

‖w + (v − z)‖2+‖w−(v−z)‖2 =2‖w‖2+2‖v−z‖2

2‖v+z‖2+2‖w‖2 = ‖(v+z)+w‖2+‖(v + z)− w‖2

‖z + (v − w)‖2+‖z−(v−w)‖2 =2‖z‖2+2‖v−w‖2

2‖v+w‖2+2‖z‖2 = ‖(v+w)+z‖2+‖(v + w)− z‖2

Po uproszczeniu dostajemy

2‖−v+w+z‖2+2‖v+z‖2+2‖v+w‖2 =

2‖v + w + z‖2 + 2‖v − z‖2 + 2‖v − w‖2,

a zatem, po dalszym uproszczeniu,

(‖v + z‖2 −‖v− z‖2) + (‖v + w‖2 −‖v−w‖2) =

‖(w + z) + v‖2 − ‖(w + z)− v)‖2, czyli

4(v ◦ z) + 4(v ◦ w) = 4((w + z) ◦ v),

tzn. (v ◦ w) + (v ◦ z) = v ◦ (w + z)

(symetriȩ ◦ wykazalísmy już wcześniej).



Indukcyjnie  latwo dowodzimy, że

v◦(w(1)+. . .+w(k)) = (v◦w(1))+. . .+(v◦w(k))

dla k ∈ IN i dowolnych v, w(1), . . . , w(k) ∈ V.

Gdy w(1) = . . . = w(k) = w, mamy

v ◦ (kw) = k(v ◦ w) dla v, w ∈ V.

K lada̧c 1
kw zamiast w, dostajemy

1
k(v ◦ w) = v ◦ (1

kw) dla v, w ∈ V.

Zatem dla k, l ∈ IN oraz dowolnych

wektorów v, w ∈ V mamy

v ◦ (k
l w) = v ◦ (1

l · kw) = 1
l (v ◦ kw) =

= 1
l (k · (v ◦ w)) = k

l (v ◦ w),

czyli v ◦ (qw) = q(v ◦ w) dla dowolnej

dodatniej liczby wymiernej q.



Dla dowolnych v, w ∈ V mamy

v◦(−w) = (‖v+(−w)‖2−‖v−(−w)‖2)/4 =

= (‖v − w‖2 − ‖v + w‖2)/4 =

−(‖v + w‖2 − ‖v − w‖2)/4 = −(v ◦ w),

wiȩc dla każdej liczby wymiernej q > 0

v ◦((−q)w) = v ◦(−qw) = −(v ◦(qw)) =

= −q(v ◦ w) = (−q)(v ◦ w).

Wykazalísmy, że v ◦ (rw) = r(v ◦ w)

dla wszystkich r wymiernych. Na mocy

udowodnionych dota̧d w lasności ◦ mamy,

dla dowolnych liczb wymiernych a, b, c, d

i dowolnych wektorów v, v′, w, w′ ∈ V,

(av + bv′) ◦ (cw + dw′) =

= ac(v ◦w) + ad(v ◦w′) + bc(v′ ◦w) + bd(v′ ◦w′).

Ale (a, b, c, d) 7→ (av + bv′) ◦ (cw + dw′)

jest cia̧g la̧ funkcja̧ rzeczywista̧ na IR4.



Istotnie, na mocy definicji ◦ mamy

(av + bv′) ◦ (cw + dw′) =

(‖av+bv′+cw+dw′‖2−‖av+bv′−cw−dw′‖2)/4,

wystarczy wiȩc udowodnić cia̧g lość

(a, b, c, d) 7→ ‖av + bv′ + cw + dw′‖
oraz (a, b, c, d) 7→ ‖av + bv′ − cw − dw′‖,
ta zaś wynika z wypuk lości normy.

Przybliżaja̧c liczbami wymiernymi liczby

rzeczywiste, dostajemy dwuliniowość ◦.

Uwaga: Jeśli o ‖ ‖ za lożymy jedynie

‖rv‖ = |r| · ‖v‖ dla r wymiernych (a nie

dla wszystkich r ∈ IR), to analogiczne

twierdzenie nie jest prawdziwe.



Np. dla V = IR i ‖x‖ =
√

x2 + ϕ(x)2,

gdzie ϕ jest ”dzikim” (Hamelowskim)

rozwia̧zaniem równania funkcyjnego

ϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y) dla x, y ∈ IR.

Wniosek: Jeżeli bry la wypuk la ma środek
symetrii i każdy dwuwymiarowy przekrój
tej bry ly p laszczyzna̧ przechodza̧ca̧ przez
środek symetrii jest elipsa̧, to bry la owa
jest elipsoida̧.

Twierdzenie Dvoretzky’ego:

Każda n wymiarowa środkowo-symetryczna bry la

wypuk la ma przekrój środkowy wymiaru c(ε) log n

ε-prawie elipsoidalny: |v| ≤ ‖v‖ ≤ (1 + ε)|v|

na podprzestrzeni tego przekroju dla pewnej

normy euklidesowej | |.



Dla v(1), . . . , v(k) ∈ V niech

Ak = 2−k
∑

s1∈{−1,1}
. . .

∑
sk∈{−1,1}

‖s1v(1)+. . .+skv(k)‖2,

zaś Bk = ‖v(1)‖2 + . . . + ‖v(k)‖2.

Jeśli ‖ ‖ jest euklidesowa, to Ak = Bk.

Jeśli ‖ ‖ jest ε-prawie euklidesowa, to

(1−ε)2Bk ≤ Ak ≤ (1+ε)2Bk, niezależnie

od k i wyboru wektorów.

Twierdzenie Kwapienia: (b > a > 0)

Jeśli a · Bk ≤ Ak ≤ b · Bk, niezależnie

od k i wyboru wektorów, to ‖ ‖ jest

ε(a, b)-prawie euklidesowa, przy czym

sta la ε(a, b) nie zależy od wymiaru V.



Co dalej?

analiza funkcjonalna: przestrzeń Hilberta

analiza harmoniczna:

uk lady ortonormalne

algebra: algebry macierzy i operatorów

analiza:

gradient a pochodne kierunkowe

analiza: macierze nieujemnie określone

rachunek prawdopodobieństwa:

kowariancja


