(Rzeczywisty) iloczyn skalarny:
v I w - wektory

vow - liczba rzeczywista (skalar)
Inne oznaczenia.

(v,w) vw vaw (v,w)

vow = |v||w|Ccosa
v = [vy,v2,v3]
w = [wy, wo, w3]

vow = viwi + vowo + vzwsy
WHasnosci:
symetria: vow = wow

dwuliniowos¢: (av + bv") o (cw 4 dw') =
ac(v o w) + ad(v o w') 4+ be(v' o w) + bd(v' o w')
dla a,b,c,d € IR i wektorow v, v, w, w’
nieujemnosc: vowv > 0,

przy czymvov =0 <— v =20



Przestrzen wektorowa (liniowa):
zbior V, ktdorego elementy nazywamy
wektorami, wraz z okreslonymi na nim
dziataniami (ktoérych wynikiem sa znow
wektory) dodawania wektorow i mnozenia
wektorow przez liczby rzeczywiste:
+:VxV—V:, (ww)—v4+w

- IRxV —V: (a,v)—~a-v

Aby zbior V wyposazony w dziatania
+ 1 - mozna byto nazwacC przestrzenia
wektorowa, musza one ponadto spetniac
pewne naturalne warunki, np. powinien
w V istnieC wektor zerowy 0 taki, ze
0+ v =wv dla kazdego v € V itd.



tacznosé: (w4t w)+z=v+ (w—+ 2)

oraz

przemiennosSC dodawania: v+w = w—+v

rozdzielnosé: a-(v+w) = (a-v)+ (a-w),
a takze (a+b)-v=(a-v)+ (b-v)

zgodnosS€ mnozenia: (ab)-v =a-(b-v),

aprzytymO.-v=011-v=w

WwWhniosek: Dla kazdego v € V istnieje
(—v) € V taki, ze (—v) +v =0.

Dowod: Istotnie, ((—=1)-v)+(1-v) =
=((-1)+1)-v=0-v=0.



Przyktady przestrzeni wektorowych:
IR (ze zwyktymi dziataniami + i -)
liczby zespolone

IR™ 7z dziataniami zadanymi wzorami
[v1, - vn]+[we, ... wn] = [viHwy, .., vnwn]

i alvy,vo,...,vn] = [avy, avo, ..., avy]

IR[x] - wielomiany o wspoétczynnikach
rzeczywistych

C([0,1]) - funkcje ciagte o wartosciach
rzeczywistych na przedziale [0, 1],

(f +9)(@) = flz) +g(z), (a-f)(z)=af(z)



Przyktady iloczynow skalarnych:
V=IR, vow = 3vw

V = IR? [v1,vs] o [wy, wy] = viwy + 2vpws

V=IR3
[v1, v2,v3] 0 [wy, wo, w3] =
= (v1 — 2vp + v3) (w1 — 2wy + w3)

Uwaga: w tym przypadku vov =20
dla v %0, np. dla v=[-1,0, 1]

V = R[z], PoQ = P(1)Q(1) +2P"(0)Q"(0)
Uwaga: j.w.

V=0C(0.1]). fog= [ f(x)g(x)da



Norma zadana przez iloczyn skalarny
Iloczyn skalarny o w przestrzeni wek-
torowej V wyznacza norme euklidesowa

| | : V — [0,00), zadana wzorem

|
lv| = v ow.

Euklidesowa odlegtos¢ (wzgledem o)

miedzy dwoma punktami v, w € V to
d(v,w) = |v—w| = \/(v—w)o(v—w).

W szczegdlnosci |v] =0 <= v=20
i d(v,w)
jest niezdegenerowany (Scisle dodatnio

O <— v = w, O ile o

okreslony). W przeciwnym razie, | |

nazywamy potnorma (seminorma).



Przyktad: Standardowy iloczyn skalarny
na IR"™, zdefiniowany wzorem

VW = viwi + ...+ vpwn,

wyznacza norme |v| = Jv$ + ...+ v2.

Inne normy

Norma na przestrzeni wektorowej V' to
funkcja || || : V — [0,00) spetniajaca
nastepujace warunki:

jednorodnos¢: ||a-v|| = |a|-||v|] (a € IR)

nierownosC trojkata: |jv+ wl| < ||v]|| + ||w]|

niezdegenerowanie: ||[v]| =0 «— v =20




Kula jednostkowa

Kula jednostkowa w przestrzeni
wektorowej V z norma || || jest
zbior B={v eV :|v| <1}
B={veV:|v] <1} nazywamy elipsoida.

WHasnosci:
Srodkowa symetria wzgledem O:

veEB <— —wveRB

wypuktos¢: jesli v,w € B, a t € [0, 1],
totv+ (1 —-t)weB

domknietosC i niepuste wnetrze

Fakt: Gdy V = IR", to dla kazdego zbioru B
spetniajacego te warunki istnieje norma na V,

dla ktorej jest on kula jednostkowa.



Przykiady norm:
V:Rna ||['U1’“_7'Un]||oozmaX(|’U]_|,---,|'Un|)

V:Rn, ||[’U1,...,’Un]||]_ — |'Ul| +...+ |U77/|

V=mR" |[vt,..,vnlllp = (o1[P ...+ [on|P) /P
dla p > 1 (nierownos¢ Minkowskiego)

V = R[z], |P|| = |P(0)| + max |P'(t)]

te[0,1]

Twierdzenie Johna: Jesli || || jest norma
na n-wymiarowej przestrzeni wektorowe]j
V (np. V = IR"™), to istnieje iloczyn
skalarny o na V taki, ze wyznaczona
przez niego norma | | spetnia nieréwnosci

o] < vl < V- vl

dla kazdego wektora v € V.



Uwaga: Kazda norma pochodzaca od
iloczynu skalarnego spetnia nierownosc
trojkata.

NierownoscC Schwarza: |vow| < |v|-|w]
Dowod: Trojmian kwadratowy (¢ € IR)

P(t) = |v[*- t? + 2(vow) - t + Jw|* =
= (vov)t2 + 2(vow)t + (wow) =
= (tvotv) + (tvow) + (wotv) + (wow) =
= (tv+w)o(tv+w) >0

ma niedodatni wyrdznik

0> A =4(vow)? — 4v]?|w|?



Whniosek: Dla dowolnych v,w € V\ {0}

VO W

c[-1,1],

o] - Jw]

a wiec istnieje doktadnie jedna liczba
o € [0, 7] taka, ze vow = |v| - |w|- COS a.
Teliczbe o nazywamy miara kata miedzy
wektorami v 1 w. Zalezy ona od wyboru
iloczynu skalarnego (nie tylko od v i w).
Jesli vow = 0, to a = 7/2 i mowimy, ze
wektory v 1 w sa ortogonalne (prostopadte).
Dowod nierownosci trojkata:

v+ w2 =+ w)o(vtw) =

= (vov)+2Wwow) +(wow) =

= [v|? 4+ 2(v o w) + |w|? <
< o] 4+ 2Jv| - Jw| + |w|* = (Jv] + |[w])?,

a wiec |v+w| < |v|4|w| dla dowolnych v, w € V.



TozsamosC rownolegtoboku:

v+ wl? + v — w|* = 2(|v]* + |w|?)

Dowod: v+ w|? + |v — w|? =

= (wtw)o(w+w)+(w-—w)o(v—-—w) =

— vov+2vow-+twow—+vov—2vow+twow =
=2(wov 4 wow) = 2(|v|? + |w|?)

Twierdzenie: Jesli || || jest norma
na przestrzeni wektorowej V taka, ze

v+ wl[| + [0 = w||* = 2([|v]|* + [Jw]|*)

dla dowolnych v,w € V, to na V istnigje
iloczyn skalarny o, dla ktorego | | =|| ||



Dowod: Dla v, w € V potdzmy

vow = (luo+wl? - [lv—-wl])/4
Oczywiscie mamy takze

wov = (luv+wl® - flw—v|*)/4,

wiec vow = w o v, poniewaz

jw—v|| =[(=1) - (v —w)| =

= |(=D)][lv —w| = [[v —w].

Ponadto, dla dowolnego v € V, mamy
4(wow) = [lv+vl|* = lv—v[|* =

= [120]I2 = [|0]|* = (2||v[)? — 0% = 4]|v||4
zatem vov >0 ilvov=0 < v=0.
Poza tym |v| = yvowv = ||v||. Trzeba
juz tylko wykazacC dwuliniowoscC o.
Wpierw udowodnimy, ze dla v,w,z €¢ V
vo(w+z2) =(vow)+ (voz), awiecC i

(w+2)ov=(wowv) + (z0v).




Dodajmy stronami cztery tozsamosci
rownolegtoboku (dla normy || ||):

lw 4 (v — 2)[|2+[|w—(v—2) ||? = 2||w]|*+-2||v—=z]|?
2||v+z[2+2)lw||? = [|(v+2)Fw|?+][(v + 2) — w]|?
Iz 4+ (v — w) |2 +|z— (v—w) | = 2| | z]|*+ 2] v—w]|?
2|jv+w|?4212)12 = || (v+w)+2[ 24| (v + w) — z||?
Po uproszczeniu dostajemy

2| —vtwz[2+2[lv+2|2+2[lv+w||* =
2v +w + z[|* + 2|Jv — 2[|* + 2[lv — w|]?,
a zatem, po dalszym uproszczeniu,
(o422 = v —21%) + (v + w||? = lv —w]||?) =
I(w =+ 2) + 0|2 = [(w + 2) —v)||%, czyli
4(voz)+4(vow) =4((w—+ 2) ov),

tzn. (vow)+ (voz) =vo(w—+ 2)
(symetrie o wykazaliSmy juz wczesnigj).




Indukcyjnie tatwo dowodzimy, ze
vo(wW 4. . . +wk)) = (vow)) 4. . 4 (vow(k))
dla k € IN i dowolnych v, w®), ... wk) c V.
Gdy w(l) = ... = wk) = w, mamy
vo(kw)=k(vow) dla v,w € V.

Ktadac %w zamiast w, dostajemy
%(vow) —=vo (%w) dla v,w € V.

Zatem dla k,l € IN oraz dowolnych
wektorow v, w € V.mamy

vo(bw) =vo (7 kw) = F(vokw) =
=}k (vow)) = f(vow),

czyli v o (qw) = g(v ow) dla dowolne]

dodatniej liczby wymiernej q.



Dla dowolnych v,w € V mamy

vo(—w) = (|lv+(—w)[[*—[[v—(—w)[?) /4 =

= (Jlv = w||* = [lo + w[|*) /4 =

—(llv + w[|* = lo — w[|*) /4 = = (vow),

wiec dla kazdej liczby wymiernej g > 0O

vo((—q)w) =vo(—qw) = —(vo(qw)) =

= —q(vow) = (—¢)(vow).

Wykazalismy, ze v o (rw) = r(v o w)

dla wszystkich »r wymiernych. Na mocy

udowodnionych dotad wtasnosci o mamy,

dla dowolnych liczb wymiernych a, b, c, d

i dowolnych wektorow v, v, w,w’ €V,
(av + bv") o (cw 4+ dw') =

= ac(vow) 4+ ad(vow") + be(v' ow) + bd(v' o w').

Ale (a,b,c,d) — (av + bv'") o (cw + dw')

jest ciagta funkcja rzeczywista na IR*.



Istotnie, na mocy definicji o mamy

(av 4+ bv') o (cw + dw') =
(|lav+bv' + cw~+dw'||? — ||av+bv' — cw — dw’||?) /4,

wystarczy wiec udowodniC ciagtoscC
(a,b,c,d) — |lav + bv' 4+ cw + du’||

oraz (a,b,c,d) — |lav + bv' — cw — du'||,
ta zas wynika z wypuktosSci normy.
Przyblizajac liczbami wymiernymi liczby

rzeczywiste, dostajemy dwuliniowosc o.

Uwaga: Jesli o || || zatozymy jedynie
|rv|| = |r| - ||v|| dla » wymiernych (a nie
dla wszystkich r € IR), to analogiczne

twierdzenie nie jest prawdziwe.



Np. dlaV=Ril|z| = \/:I;Q—I—go(x)z,
gdzie ¢ jest "dzikim"” (Hamelowskim)

rozwiazaniem rownania funkcyjnego
p(z+y) = ¢(z) + ¢(y) dla z,y € R.

Whniosek: Jezeli bryta wypukta ma srodek
symetrii i kazdy dwuwymiarowy przekrgj
te) bryty ptaszczyzna przechodzaca przez
Srodek symetrii jest elipsa, to bryta owa
jest elipsoida.

Twierdzenie Dvoretzky’ego:

Kazda n wymiarowa srodkowo-symetryczna bryta
wypukta ma przekrdj sSrodkowy wymiaru c(e) logn
e-prawie elipsoidalny: |v| < ||v]| < (1 + &)
na podprzestrzeni tego przekroju dla pewnej

normy euklidesowej | |.



Dla »(1) ... »(%) ¢ V niech

Ap=2""% .. % spoM 4 s
s1€{—1,1} se{—1,1}

zas B, = [[vD]|2 + ... 4 [[o(®))2.
Jesli || || jest euklidesowa, to A, = By..

Jesli || || jest e-prawie euklidesowa, to
(1—€)2B;, < A, < (14¢)2B;, niezaleznie
od k£ i wyboru wektorow.

Twierdzenie Kwapienia: (b > a > 0)
Jesli a- B < Ap < b- By, niezaleznie
od k i wyboru wektorow, to || || jest
e(a,b)-prawie euklidesowa, przy czym

stata (a,b) nie zalezy od wymiaru V.



Co dalej??

analiza funkcjonalna: przestrzen Hilberta

analiza harmoniczna:

uktady ortonormalne

algebra: algebry macierzy i operatorow

analiza:

gradient a pochodne kierunkowe

analiza: macierze nieujemnie okreslone

rachunek prawdopodobienstwa:

kowariancja



