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Przedstawiana praca dotyczy zachowania sie ptynu barotropowego. Jest ona tworzona przez Tomasza Piaseckiego
(UW) i Piotra Muche (UW). Doktadnie rzecz biorac interesuje nas przepltyw $cisliwego plynu barotropowego w obszarze
ograniczonym. Jest on opisany za pomoca nastepujacego uktadu Naviera-Stokesa:

o(vVv) —divT = of,
T = 2uD(v) + vdivel — pl, (1)
div(ov) = 0.

Niewiadomymi funkcjami opisujacymi przeptyw sa pole predkosci v i gestosé p. Pierwsze réwnania to prawo zachowania

pedu, drugie to zachowanie masy. Warunki brzegowe doprecyzujemy za chwile. Interesuje nas istnienie regularnych
rozwiazan, bliskich szczegélnemu rozwiazaniu
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Rysunek 1: Przeptyw plynu przez brzeg badanego obszaru

Przez regularne rozwigzania rozumiemy tu funkcje, ktorych stabe pochodne spelniaja uktad prawie wszedzie. W
najprostszym ujeciu rozwigzan mozemy poszukiwaé¢ w przestrzeni v € Wg, pE Wpl.
Problem (1) rozwazany byt dotychczas gtownie z warunkami brzegowymi typu Dirichleta. Znacznie stabiej zbadane
sa warunki brzegowe typu Naviera:
nT (v, m)T 4+ B(vT) = b,
n-v=d#0, (2)
0

Tin = Qin

gdzie d > 0 w przypadku wplywu i d < 0 w przypadku wyptywu, a I' = I';;,, U T, to brzeg badanego obszaru.
Dopuszczenie przeptywu przez brzeg obszaru wymusza zadanie gestosci na czesei brzegu z wpltywem (warunek (23).
Warunek taki nazywaé¢ bedziemy warunkiem wplywu. Napotykamy woéwczas problem z rozwiazaniem réwnania cia-
glosci w otoczeniu punktéow, gdzie jego charakterystyki staja sie styczne do brzegu. Punkty te nazywaé bedziemy
punktami osobliwymi. Przy naszych zalozeniech na ksztalt obszaru mamy dwa punkty osobliwe, oznaczmy je ., x*.
W otoczeniu z,, £* mamy xo = xa(x1),

Uktad (1) z warunkiem wplywu (dla niejednorodnych warunkéw Dirichleta na predkos$é¢ v|r = vg) rozwazany by
po raz pierwszy w pracy [Valli, Zajaczkowski 1986], w podejsciu Lo. Pierwszym wynikem w podejsciu L, byla praca
[Beirao da Veiga 1987] dla jednorodnych warunkéw brzegowych. Podejscie L, z warunkiem wplywu, co jest najbar-
dziej interesujace z naszego punktu widzenia, zastosowane zostato w pracach [Kweon, Kellogg 1996] oraz [Plotnikow,
Sokolowski 2005,2006].

Pokazano istnienie silnego rozwiazania

veW2 0eW,,2<p<3.



przy pewnych ograniczeniach na brzeg obszaru w otoczeniu punktow osobliwych. Co ciekawe, w obydwu cytowanych
pracach ograniczenie na brzeg jest takie samo i sprowadza sie do warunku:

3 (1) # 0. 3)

Jest to silne zalozenie, wykluczajace np. funkcje takie jak xo = |z1|? dla ¢ > 2. Naszym celem jest pozbycie
sie/ztagodzenie warunku (3). W tym celu poszukiwaé bedziemy gestosci nie w przestrzeni Wz}’ lecz w pewnej przestrzeni
utamkowej. Dokladnie interesowaé nas bedzie rozwiazanie

2
veWZ 0eWi1>s> =
p

Przy tych zalozeniach na s tw. Sobolewa o zanurzeniu daje p € L™.

Lemat 1. Zatozmy ze brzeg Q w otoczeniu punktow osobliwych spetnia
|22 (21) = 22(y1)| = Clay — M (4)
dla pewnych C >0, N € N. Niech w spetnia réwnanie

W4 Wy, = H,
w|rin = 0' (5)
Wowczas istniejg p, sx zalezne od M takie zZe s* > % i jezeli H € W7, sx > s> % to

lwllws < ClIH |lw; (6)

Jest mozliwe wykorzystanie tego lematu w rozwiazywaniu naszego oryginalnego problemu. Réwnanie 5 mozemy
bowiem otrzymaé z réwnania ciaglosci przez analize rotacji réwnania momentu i zastosowanie rozktadu Helmholtza
pola predkosci.

Aby udowodni¢ (6) przypomnijmy, ze norma WS w R? dla 0 < s <1 to:

Te definicje mozemy w oczywisty sposob przenies¢ na dostatecznie regularny zbior Q2 C
R2

W r@F Y
1w 2y = (/R /[0 ; /(@ +h|2+spf<x)' dhdm) 1l
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|f(z+h)— f(2)|” .
W = dhd.
w0 </]R2 /(0,5(1-))2 |h[?Fep = | Tz,

gdzie d(x) oznacza warto$¢ w otoczeniu .
Dwuwymiarowa norme W mozemy zastapi¢ jednowymiarowymi normami po wspolrzednych, dokladnie mamy

Lemat 2. Nastepujgca norma jest rownowazna powyzszej:

// |f(x1+h,x2)—f($1,$2)pdhdx1+// |f(x1’m2+h)_f(xl’x2)|pdhdx2+||f||Lp
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Szkic dowodu (6). Zauwazmy, ze w + w,, = e~ **0,, (e**w. Ponadto, jesli n jest dostatecznie regularna funkcja to

Cillfllwy <lInfllwy < Callfllw;-

Dlatego wystarczy udowodnié (6) dla w,, = H. Mamy

x1 1

H(t, s+ h) dt — / H(t, 22) dt
z1(x2+h)

'LU(xl,xQ + h) - w(‘rth) = /
z1(x2+h)

1 7(z2)
- / (H(t, s + h) — H(t,z2)] dt + Hit, o+ h)dt = I + I
z1(z2+h) 1 (z2+h)

Zatem |w(x1,x2 + h) — w(xy, 22)P ~ |I1|P + |I2|P. Szacujemy Io:
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zy (22)

/d /d / dh|:v1 w2) — wa(w + AP o (wath) [H (22 + H)[P d
X1 i)

|h|1+sp
IH|I7 |21 (22) — z1(z2 + H)[P
< /dl‘1 /dl‘g/o dh ‘h|1+sp ’
Z warunku (4) dostajemy
21 (x2) — 21 (22 + h) < C|A[ (7)

dla pewnego € > 0. Dostajemy

d d gL dh < ||H|/” d d ' p|~1tp(e=s)
X1 T2 0 ‘h|1+sp —|| ||Loo T1 ) 0 ‘ | .

Ostatnia catka jest skonczona dla s < e. Podobnie szacujemy I, tym razem nie dostajemy ograniczenn na ksztalt
brzegu. Dostajemy

lwl[z,ws < ClH||L,ws (8)

7 pomoca analogicznych rachunkéw wykazujemy bezposrednio oszacowanie na ||w||WP L, o koriczy dowod. [
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