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1. Oznaczenia i definicje

Definicja

Niech x € R", u:R" — R, niech G bedzie grupa Liego przeksztatcen
gtadkiej rozmaitosci M ze wspétrzednymi (x, u) oraz niech G oznacza
przedtuzenie dziatania grupy G na przestrzen zetéw odwzorowania u,
czyli (x, u, Uy ooy g).

a) Funkcje F(x, u) nazywamy niezmiennikiem grupy G gdy:

v<,a€G F(‘:O(X’ u)) = F(Xv u)'

b) Funkcje F(x, u, u..., u) nazywamy niezmiennikiem rézniczkowym
(rzedu m) grupy G jesli:
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Definicja, c.d.

c) Niech X = ¢/(x, u, Uy ooy )0y, + n(x, u, Uy ooy u)d, oznacza pole
wektorowe,
X oznacza przedtuzenie m — tego rzedu pola X na przestrzen zetéw

(x, u, U U, ..., g) i jest zadane formuta:
m . .
= USERREL
X X+p§:jl< Quy
gdzie wspétczynniki (- s3 zdefiniowane nastepujaco:

i1yeesip k
Cll = Dl'17...,fp(77) - qul""’XfP’Xik ° Di17...,ip(§ )?

sumowanie jest wzgledem k; (i, f,...,im) S3 ustalone,
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Majac generator infinitezymalny X grupy Liego G mozna korzystac
z infinitezymalnego kryterium niezmienniczosci:

XF(x,u,u,...;u) =0.

1 m

d) X nazywamy operatorem symetrii réwnania rézniczkowego
L(x, u, [ u) =0, jezeli zachodzi réwnosé
m

)m<L’L:0 =0
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Majac generator infinitezymalny X grupy Liego G mozna korzystac
z infinitezymalnego kryterium niezmienniczosci:

XF(x,u,u,...;u) =0.

1

d) X nazywamy operatorem symetrii réwnania rézniczkowego
L(x, u, [ u) =0, jezeli zachodzi réwnosé
m

)m<L’L:0 =0

Uwaga

Zbiér operatoréw symetrii danego rownania rézniczkowego tworzy algebre
Liego z mnozeniem zadanym przez komutator.
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a) Maksymalny (wzgledem ilosci elementéw) zbiér funkcjonalnie

niezaleznych niezmiennikéw rzedu r < m danej grupy Liego G nazywamy
baza niezmiennikéw rzedu m grupy G,

b) @ nazywamy operatorem niezmienniczego rézniczkowania, jesli
dla kazdego niezmiennika rézniczkowego F grupy G wyrazenie QF tez
jest niezmiennikiem rézniczkowym grupy G.

c) Ogdlnym niezmiennikiem rézniczkowym rzedu s grupy Liego G
nazywamy zbiér wszystkich jej niezmiennikéw rézniczkowych od rzedu
zero do rzedu s wiacznie.
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Twierdzenie (Tresse, 1894)

Dla danej r—wymiarowej grupy Liego transformacji G (r < +o00),
dziatajacej w przestrzeni (x,u), x € V CR", u: V — R istnieje
skonczona baza funkcjonalnie niezaleznych niezmiennikéw oraz istnieja
operatory niezmienniczego rézniczkowania @ takie, ze dowolny
niezmiennik skoniczonego rzedu grupy G moze by¢ otrzymany w
skonczonej ilosci operacji funkcjonalnych oraz niezmienniczych
rézniczkowan niezmiennikéw bazowych.
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Catkowalno$¢ réwnan rézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu, dopuszczajacych

dwuwymiarowe algebry Liego symetrii punktowej

Rozwazmy réwnanie rézniczkowe zwyczajne drugiego rzedu w postaci
normalnej

y'=f0xy.y), (1)
gdzie f jest dowolna, gtadka funkcjg swoich argumentéw.

Twierdzenie

Maksymalny wymiar algebry Liego grupy Liego symetrii przeksztatcen
punktowych réwnania rézniczkowego (1) wynosi 8.
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Catkowalno$¢ réwnan rézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu, dopuszczajacych

dwuwymiarowe algebry Liego symetrii punktowej

Rozwazmy réwnanie rézniczkowe zwyczajne drugiego rzedu w postaci
normalnej
y'=f(xy,y"), (1)

gdzie f jest dowolna, gtadka funkcjg swoich argumentéw.

Twierdzenie

Maksymalny wymiar algebry Liego grupy Liego symetrii przeksztatcen
punktowych réwnania rézniczkowego (1) wynosi 8.

Pokazemy, ze réwnanie rézniczkowe zwyczajne drugiego rzedu postaci (1)
dopuszczajace dwuwymiarowa grupe Liego symetrii punktowej jest
catkowalne w kwadraturach.
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Lemat

Dowolna dwuwymiarowa algebra Liego pdl wektorowych grupy Liego
przeksztatcen punktowych przez odpowiedni wybér bazy moze byc¢
sprowadzona do jednego z czterech ponizszych typéw:

1) [Xl,XQ] = 0, rank(Xl,Xg) =2

2) [Xl,XQ] = 0, rank(Xth) =1

3) [Xl,Xg] = )(17 rank(Xl, X2) =2

4) [Xl,Xz] = le rank(Xl,Xz) =1

gdzie rank(X1, Xp) oznacza rzad macierzy wspétczynnikéw pél
wektorowych X1, X.
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Niech réwnanie rézniczkowe (1) dopuszcza dwuwymiarowa algebre Liego
symetrii punktowej z baza Xi, X>.

Dokonujac ewentualnej zamiany zmiennych i korzystajac z powyzszego
lematu zapisujemy pola wektorowe X1, X, w mozliwie najprostszej postaci
w zmiennych x, y. Wtedy réwnanie (1) zapisze sie w niezmienniczej

postaci:
’ Nr \ Realizacja \ Niezmienniki \ Postaé niezmienniczego réwnania
1 O, Oy Y,y y' =y
2 0y, x0, x, y" y" :?(X)
1~
3 ay7 Xax"’yay y/a Xy” y/lsz(y/)
X
y// _
4 Oy, y0, X, — y" = f(x)y’
y
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Niech réwnanie rézniczkowe (1) dopuszcza dwuwymiarowa algebre Liego
symetrii punktowej z baza Xi, X>.

Dokonujac ewentualnej zamiany zmiennych i korzystajac z powyzszego
lematu zapisujemy pola wektorowe X1, X, w mozliwie najprostszej postaci
w zmiennych x, y. Wtedy réwnanie (1) zapisze sie w niezmienniczej

postaci:
’ Nr \ Realizacja \ Niezmienniki \ Postaé niezmienniczego réwnania
1 O, Oy Y,y y' =y
2 0y, x0, x, y" y" :?(X)
1~
3 ay7 Xax"’yay y/a Xy” y/lsz(y/)
X
y// _
4 Oy, y0, X, — y" = f(x)y’
y

Dla kazdej z powyzszych postaci réwnan rézniczkowych drugiego rzedu
mozna fatwo podaé metode ich catkowania w kwadraturach.
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2. Algebraiczne kryteria linearyzacji réwnan rézniczkowych czastkowych drugiego

rzedu

Rozwazmy réwnanie rézniczkowe czastkowe drugiego rzedu o dwéch
zmiennych niezaleznych (x,y) € R? w ogélnej postaci :

¢(X7Y7 u, UXauyyumexyaUyy) =0 (2)

oraz w postaci

W (Uxx, Uxy, tyy) = 0 (3)




2. Algebraiczne kryteria linearyzacji réwnan rézniczkowych czastkowych drugiego

rzedu

Rozwazmy réwnanie rézniczkowe czastkowe drugiego rzedu o dwéch
zmiennych niezaleznych (x,y) € R? w ogélnej postaci :

¢(X7y7 U, UXauy7Ux><7ny,Uyy) :0 (2)

oraz w postaci
V(s Uy, Uy ) =0 (3)

Wiadomo, ze réwnanie rézniczkowe czastkowe w postaci (3) lub

w postaci rbwnowaznej
U = F(uxy, uyy) (4)

jest linearyzowalne.
I. Tsyfra Non-local ansatze for nonlinear heat and wave equations.

J.Phys. A 30 (1997), no. 6, 22512262,
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Pokazano, ze warunkiem wystarczajacym linearyzowalnosci réwnania
czastkowego drugiego rzedu o dwéch zmiennych niezaleznych jest
posiadanie pewnej realizacji algebry Liego As. 4 jako podalgebry symetrii z
relacjami komutacyjnymi:

[elv e4] = €3, [e27 e5] = €3,

Pokazano, ze warunkiem wystarczajacym linearyzowalnosci réwnania
czastkowego drugiego rzedu o dwéch zmiennych niezaleznych jest
posiadanie jako podalgebry symetrii pewnej realizacji algebry As 19 (1,1),
zawierajacej tréjwymiarowa abelowa podalgebre rzedu 3 z relacjami
komutacyjnymi:

le1,ea] = €3, [er,e6] = €1, [e2,66] =€, [e3,66] =263, [es,66] =64

(w pozostatych przypadkach [e;, j] = 0).
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Powyzsze podejScie mozna uogdlni¢ na réwnania z trzema zmiennymi
niezaleznymi

(D(tvx,y, u, ug, Uy, Uy, Utt, Utxy Uxx, Uty> nya Uyy) = 0

Pokazano, ze wtedy warunkiem wystarczajagcym catkowalnosci réwnania
czastkowego drugiego rzedu o trzech zmiennych niezaleznych jest
posiadanie jako podalgebry symetrii pewnej realizacji siedmiowymiarowej
algebry Liego, w ktérej istnieje czterowymiarowa abelowa podalgebra
rzedu 4.
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3. Przeksztatcenia réwnowaznosci i nieliniowe réwnanie Schrodingera

Przyktad

Rozwazmy nastepujaca rodzing réwnan rézniczkowych

Uy + a(x, y)ux + b(x, y)u, + c(x,y)u =0. (5)

Transformacja réwnowaznosci tej rodziny réwnan nazwiemy
nieosobliwa zamiane zaleznych i niezaleznych zmiennych, zachowujaca te
rodzine, tzn. przeksztafcajaca kazde réwnanie postaci (5) w pewne
réwnanie _

T + 3(%, 7 + b(%,7)T; + E(%, 7)) = 0 (6)

z tej rodziny, by¢ moze z innymi wspétczynnikami a, b, c.




3. Przeksztatcenia réwnowaznosci i nieliniowe réwnanie Schrodingera

Przyktad
Rozwazmy nastepujaca rodzing réwnan rézniczkowych
Uyy + a(x, y)ux + b(x, y)u, + c(x,y)u = 0. (5)

Transformacja réwnowaznosci tej rodziny réwnan nazwiemy
nieosobliwa zamiane zaleznych i niezaleznych zmiennych, zachowujaca te
rodzine, tzn. przeksztafcajaca kazde réwnanie postaci (5) w pewne
réwnanie _

T + 3(%, 7 + b(%,7)T; + E(%, 7)) = 0 (6)

z tej rodziny, by¢ moze z innymi wspétczynnikami a, b, c.

Dwa réwnania z tej rodziny nazywamy réwnowaznymi, gdy istnieje
transformacja réwnowaznosci przeksztatcajaca jedno réwnanie w drugie.
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Uwaga

Transformacje réwnowaznosci danej rodziny réwnan rézniczkowych
tworza grupe, nazywana grupa réwnowaznosci. Z tej grupy mozna
wydZzieli¢ ciagta podgrupe, ktéra da sie zapisac przy pomocy generatora
infinitezymalnego.
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Uwaga

Transformacje réownowaznosci danej rodziny réwnan rézniczkowych
tworza grupe, nazywana grupa réwnowaznosci. Z tej grupy mozna
wydzieli¢ ciagta podgrupe, ktéra da sie zapisac przy pomocy generatora
infinitezymalnego.

Przyktad, c.d.

Algebra Liego grupy Liego przeksztatcen réwnowaznosci rodziny réwnan
(5) jest generowana przez operatory postaci:

_ 02 9 9 10 5,0 30
Y—&(X)ax+n(y)8y+0(x,y)u6u+u 55 TH 55 T B

gdzie

T. Czyzycki
Algebraiczne kryteria linearyzacji [3pt] oraz réwnowazno$é réwnah rézniczkowych




Dla réwnania postaci (5) definiujemy tzw. niezmienniki Laplace’a:
=a,+ab—c, k=b,+ab—c

Sa one niezmiennikami grupy réwnowaznosci tych réwnan a warunki

h =0 lub k = 0 wystarczaja do ich catkowalnosci w kwadraturach. Stad
pojawita sie idea wykorzystania niezmiennikéw do badan réwnowaznosci,
catkowalnosci i linearyzacji réwnan czastkowych.
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Dla réwnania postaci (5) definiujemy tzw. niezmienniki Laplace’a:
h=a,+ab—c, k=b,+ab—c

Sa one niezmiennikami grupy réwnowaznosci tych réwnan a warunki

h =0 lub k = 0 wystarczaja do ich catkowalnosci w kwadraturach. Stad
pojawita sie idea wykorzystania niezmiennikéw do badan réwnowaznosci,
catkowalnosci i linearyzacji réwnan czastkowych.

Rzeczywiscie, jezeli h = 0, to réwnanie (5) mozna sfaktoryzowaé i zapisac

w postaci
0 ou
(f))<+b) (ax—&-au> =0

nastepnie podstawiajac v = u, + au sprowadzi¢ je do réwnania | rzedu i
scatkowaé. Rozwiagzanie ogélne ma wtedy postac:

u= {A(XH / B(y)el ady“"’*dy} e~ J o

gdzie A(x), B(y) sa dowolnymi, gtadkimi funkcjami.
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Algebra Liego grupy Liego przeksztatcen réwnowaznosci réwnan
Schrodingera

Rozwazmy réwnania Schrodingera postaci

.0y -
Algebra Liego grupy rownowaznosci tych réwnan jest nieskonczenie
wymiarowa i ma bazowe elementy postaci:

v _ 9
6xb q& (9Xa ’

Jab = X3

"y o9 a8\ 1. 0
Qa:U()6Xa+ UX3<1/}(9,(/}_¢ (91/)*>+2U3X37

0
OXc

+ AXC + AXcXc (¢ - 1[}

1... 0

T. Cayzycki

Algebraiczne kryteria linearyzacji [3pt] oraz réwnowazno$é réwnah rézniczkowych



. 0 .0\, 50 R
QB:IB(t)<w%—1/) 8’(/)*>+BW’ Zl—qzzjawa Zz—?/J 8’(/)*7

gdzie U,(t), A(t), B(t) sa dowolnymi, gtadkimi funkcjami argumentu t,

wzgledem c jest sumowanie od 1 do n.
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Transformacje grupowe generowane przez operator Q4 sa postaci:

t' = A7Y(2a + A(t))

8A(t)

=
Il
<
/N
2>
B
~
[¢]
pad
o
~/

i%2 (At') — A(t)))

8A(t)

<
*

Il
<
*
N
2>
| ~+
vv
~—__
IS

o
X
o

(—f%z (A(t) —A(t))>
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Sktadajac transformacje potencjatu generowane przez petna grupe
réwnowaznosci réwnan (7) otrzymujemy ogdlng postaé nowego
potencjatu:

W' =32 a1(t) + xc - Be(t) + aa(t) + az(t) - W,

gdzie «;, O sa dowolnymi gtadkimi funkcjami zaleznymi od ¢.

T. Czyzycki

Algebraiczne kryteria linearyzacji [3pt] oraz réwnowazno$é réwnah rézniczkowych



Generowanie nowych rozwiagzan i potencjatéw

Jezeli 1p(x) spetnia réwnanie stacjonarne:
— A — V() = Entb

to

me  [o AR (AN —ix? (A(t') — A1)
V(t) = e '¢<X' A(t))(A(t)) p( BA(?) )

spetnia réwnanie niestacjonarne z potencjatem:

[ A(t) At
W(t,x) = V0] ./A(s).A(s)ds+ A0 vV (x- AT )

t
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4. Przeksztatcenia rownowaznosci i catkowalno$é liniowych réwnan rézniczkowych

zwyczajnych drugiego rzedu

Rozwazmy rodzine réwnan rézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu:
y"'+alx)y’ + b(x)y =0 (8)

Algebra Liego grupy Liego przeksztatcen réwnowaznosci tej rodziny
réwnan jest generowana przez operatory

X = &(x)0x + n(x)ydy, + (&' — a&’ — 21")0, — (2b&" + 0" + an') O
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4. Przeksztatcenia rownowaznosci i catkowalno$é liniowych réwnan rézniczkowych

zwyczajnych drugiego rzedu

Rozwazmy rodzine réwnan rézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu:
y"'+alx)y’ + b(x)y =0 (8)

Algebra Liego grupy Liego przeksztatcen réwnowaznosci tej rodziny
réwnan jest generowana przez operatory

X = &(x)0x + n(x)ydy, + (&' — a&’ — 21")0, — (2b&" + 0" + an') O

Mozna wyznaczy¢ niezmienniki przeksztatcen generowanych przez
operatory Xi przy n =0

Xy = &§(x)0x + (§" — at’)d, — 2b¢'0s (9)
oraz X5 przy £ =0
Xo = n(x)y8y —21'0s — (0" + an')Op. (10)
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Niezmiennikami operatora Xj s3 funkgje:

a2 ab’ b2

wio =y, wii = af — &, wip = bE%, w3 = — —
0=y, wn=a—§, wp=Db8% wis= 1+ 5+ s
Operatorem niezmienniczego rézniczkowania podgrupy generowanej przez
X1 jest
1
Q= —F—=Dx

|b]
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Niezmiennikami operatora Xj s3 funkgje:

a2 ab’ b2

wio =y, wii = af — &, wip = bE%, w3 = — —
0=y, wn=a—§, wp=Db8% wis= 1+ 5+ s
Operatorem niezmienniczego rézniczkowania podgrupy generowanej przez
X1 jest
1
Q=——D

VIBl
Niezmiennikami operatora X; s3 funkgje:

2 i
Wop = X, Wy = az—4b+—/, Wop :a+2n—|ny, wos = a° —4b+23.
n n

Operatorem niezmienniczego rézniczkowania podgrupy generowanej przez
X5 jest
QZ = Dx

Za ich pomocg mozna sformutowaé warunek konieczny sprowadzenia
jednego réwnania w drugie za pomoca punktowej zamiany zmiennych.
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Twierdzenie

Niech wi,wy, ..., wn,, gdzie w; = wi(x, a, b,a’, b, ...,ak), p(¥)) dla
pewnego k € N, beda niezmiennikami rézniczkowymi grupy Liego
generowanej przez operator (10).

Zatézmy, ze réwnanie (8) gdzie a = a;(x), b = by(x) moze by¢
przeksztatcone zamiang zmiennych z tej grupy Liego w réwnanie (8)
gdzie a = ax(x), b = by(x) i niech

a—a(x) = A = const.,
b=by ()

H(w1, wo, ...ywp)

dla pewnej gtadkiej funkcji H.
Wtedy
H(wl,WQ, ...,w,,)

) = A
b=by(x)
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Przyktad

Rozwazmy réwnania

V') 2y () + () = 0

oraz
Z'(t) +4e3z(t) = 0.

Zbadamy, czy réwnania te s3 rownowazne oraz, jezeli s3 rbwnowazne,
wyznaczymy przeksztatcenia réwnowaznosci sprowadzajacy jedno
réwnanie w drugie.
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Przyktad

Rozwazmy réwnania

V') 2y () + () = 0

oraz
Z'(t) +4e3z(t) = 0.

Zbadamy, czy réwnania te s3 rownowazne oraz, jezeli s3 rbwnowazne,
wyznaczymy przeksztatcenia réwnowaznosci sprowadzajacy jedno
réwnanie w drugie.

Niezmienniki operatora X; odpowiadajace pierwszemu réwnaniu maja

postac
9 27

W13 = -3

16x37 “1 7 32x4/x

Niezmiennikami odpowiadajacymi drugiemu réwnaniu s3 funkcje

9 27 o
Wog = T6€3t7 : 3t
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Przyktad c.d.

Stad otrzymujemy niezmiennicze kombinacje

43

13

Hi(wi3,wia) = —5= =1,
w,

43

23

H2(w23,w24) =5 = 1
Woy

i stwierdzamy, ze badane réwnania s3 réwnowazne wzgledem
przeksztatcen generowanych przez Xj.
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Przyktad c.d.

Stad otrzymujemy niezmiennicze kombinacje

43

13

Hi(wi3,wia) = —5= =1,
w,

3
H2((U23,w24) = 4L223 =1

Wy
i stwierdzamy, ze badane réwnania s3 réwnowazne wzgledem
przeksztatcen generowanych przez Xj.
Nastepnie mozemy wyznaczy¢ przeksztatcenia réwnowaznosci poprzez
poréwnanie wi3 oraz wps, co daje x = e~ . tatwo sprawdzié, ze zamiana
zmiennych

x=et

y=2z

sprowadza jedno réwnanie w drugie.
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Przeksztatcenia réwnowaznosci rodziny réwnan Riccatiego

Rozwazmy rodzine réwnan rézniczkowych Riccatiego ze zmiennymi
wspbétczynnikami a(x), b(x), c(x):

y' = a(x)y? + b(x)y + c(x). (11)

Przeksztatceniem réwnowaznosci rodziny réwnan Riccatiego (11)
nazywamy nieosobliwg zamiane zmiennych

x=a(x,y), ¥y = B(x,y), (12)
zachowujaca zbidr

Qr = {y' = a(x)y® + b(x)y + c(x) : y,a,b,c:V - R, VCR}, (13)

tzn. przeksztatcajaca kazde réwnanie y’ = a(x)y? + b(x)y + c(x) € Qr
w réwnanie ) oy T ey

y'=a(x)y* + b(x)y +¢(x) € Qg, (14)
gdzie funkcje 3, E,E moga by¢ rézne od a, b, c.

T. Czyzycki
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Twierdzenie

Algebra Liego A grupy Liego Gr ma bazowe elementy postaci
X = A(x)0x + (B(x)y? = C(x)y + D(x))d,+
+((C(x) — A'(x))a+ B(x)b+ B'(x)) 0.+
+(2B(x)c — 2D(x)a — A'(x)b — C'(x))Op+
+(D'(x) = D(x)b — (A'(x) + C(x))c) e,

gdzie A(x), B(x), C(x), D(x) sa dowolnymi gtadkimi funkcjami zmiennej
X.

T. Czyzycki
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Twierdzenie

Algebra Liego A grupy Liego Gr ma bazowe elementy postaci
X = A(x)0x + (B(x)y? = C(x)y + D(x))d,+
+((C(x) — A'(x))a+ B(x)b+ B'(x)) 0.+
+(2B(x)c — 2D(x)a — A'(x)b — C'(x))Op+
+(D'(x) = D(x)b — (A'(x) + C(x))c) e,

gdzie A(x), B(x), C(x), D(x) sa dowolnymi gtadkimi funkcjami zmiennej
X.

Przeksztatcenia grupowe, generowane przez
Xa=A0—Aad,—Abd,— Acd.dla B=C =D =0 s3 postaci

{; = A1e + A(x)) = a(x),

y=y,

T. Czyzycki
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Dla Xg = By?d, + (Bb+ B')d, + 2Bc 9y, (A= C = D = 0) mamy

X = X,
-y
1—eB(x)y’

<

Dla X¢ = —Cy0, + Cad, — C'0p — Cc O, (A= B = D = 0) mamy

T. Czyzycki
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Niezmienniki przeksztatcen réwnowaznosci rodziny réwnan Riccatiego

Ze wzgledu na to, ze niezmienniki catej grupy Gg nie istnieja,
wyznaczamy niezmienniki pewnych podgrup grupy Gg.
W szczegdlnosci podgrup generowanych przez operatory Xa, Xg, Xc, Xp.

Algebraiczne kryteria [3pt] oraz réwnowaznos
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Baza Bazowe niezmienniki Niezmiennicze
podalgebry || ze zmienng y [ ze zmiennymi a, b, ¢ (bez x, y) rézniczkowanie
X y b ¢ 1p,
a’ a a
7
Xz b1 ¢, 2ac — Sb? — b + b D,
2c y 2 c
U
Xc ay ac, % +b Dy
1 p i
Xp 5oy a, 2ac— b2+ b — b Dy
a 2 a
b 1 2a  b°  bc—bc’ 1
Xa, X, 24z 2,2 bemoe 2D,
(Xa, Xg) 2c y c 22 c3 c
2 / /
ay 1 a c 1
(Xa, Xc) & ( - < b> D,
c VAL NG |ac|
b c b ba—bd 1
Xa, X 242 pE 2D,
(Xa, Xo) a ey a 2a + ad a
2 ! , 1’ 72 !
(Xe, Xc) | = +b— = | B —sac+2b 25— 435 _obe D,
y c c c c
/ /7 72 U
(X, Xo) || 2ay + b+ 2L | B2 —sac—2b —22 132 402 Dy
a a2 a
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Przyktad - badanie réwnowaznosci réwnan Riccatiego

Zbadamy réwnowazno$¢ nastepujacych réwnan
Y =y =22y +x* +2x+ 4, 72/ =3t22% —6t°z + 3t + 61° + 1212

W tym celu poréwnujemy niezmienniki poszczegdlnych podgrup grupy
Ggr, poczynajac od transformacji zawierajacych jedng dowolna funkgcje.
Poniewaz funkcje a,c, ac nie s3 niezmiennikami wnioskujemy, ze w tym
przypadku nie wystarcza przeksztatcenia generowane przez Xg, Xc, Xp.
Nastepnie badamy niezmienniki przeksztatcen generowanych przez Xu
oraz ich niezmiennicze kombinacje dla pierwszego réwnania.

by a
wip=— = -2x2, wp=—=x"4+2x+4.
ai ai

Niezmienniki powyzsze zaleza od x, wiec wyznaczamy ich niezmiennicze
kombinacje.
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Przyktad cd.

2
oraz wyp = < 42 “j—g + 4, wiec

Poniewaz x = ‘%

niezmiennicza kombinacja jest funkcja

&1 (w11, wi2) = wip — —= —

Z drugiego réwnania otrzymujemy semi—niezmienniki

@
w21:@:—2t6, wp=—==t2+4+2:3+4
az a2

oraz niezmiennicza kombinacje

¢2(w21,w22) =Wy — —— =t 423 44— t1? - 216 = 4.

. Czyzycki
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Przyktad cd.

Niezmiennicze kombinacje zbudowane z bazowych niezmiennikéw tej
podgrupy s3 identyczne. Ponadto przeksztatcenia réwnowaznosci
badanych réwnan zadaje pewna zamiana zmiennej niezaleznej, ktéra
wyznaczymy przy uzyciu niezmiennikdéw zawierajacych te zmienna.

Bezposrednim rachunkiem przekonujemy sig, ze taka zamiana zmiennej x
przeksztatca jedno réwnanie w drugie.
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5. Niezmiennicze potencjaty dla grupy symetrii rbwnania Schrodingera z dwoma

dyskretnymi parametrami

Wezmy réwnanie Schrodingera postaci:

iwt + wxlxl +7/}xzxz + W(ta )?, Wf\)?ﬁ = O

Mozna wyznaczy¢ zmienna kanoniczng i niezmienniki oraz skonstruowac
niezmiennicze potencjaty dla dwuwymiarowej podalgebry symetrii

D = 2t0; + Xcaxc —2Wow i Jip = X28X1 = x18X2.

X2
11 =Iny/x2 + x3 — arctg =
X1

Ogodlna postaé niezmienniczego potencjatu to:

1 t
= -G s ], .
T (x%+x§ i ”)
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Uwaga

W podanym przyktadzie rozwazana podalgebra algebry Liego jest
abelowa. Jednak przemiennos¢ nie jest warunkiem koniecznym istnienia
zmiennej kanonicznej dla takiej podalgebry. Na przyktad dla
dwuwymiarowej algebry Liego pd6l wektorowych z elementami bazowymi

Q1 =0y, Q= (1—¢€)0 + €0,
oraz komutatorem [Q, @] = @ — @1, istnieje zmienna kanoniczna
Y= X1+ Xo.

tatwo sprawdzié, ze spetnia ona warunki Qv =1, i =1,2.
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6. Podsumowanie

Metody teoriogrupowe stanowig wazne narzedzie badania réwnan
rézniczkowych. Przy ich uzyciu mozna uzyska¢ m.in. nastepujace wyniki:
Niezmienniczo$¢ wzgledem pewnych, skonczenie wymiarowych
algebr gwarantuje linearyzacje réwnan rézniczkowych czastkowych
drugiego rzedu o dwéch zmiennych niezaleznych. Wyniki te mozna
uogdlni¢ na przypadek réwnan drugiego rzedu o trzech zmiennych
niezaleznych
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Metody teoriogrupowe stanowig wazne narzedzie badania réwnan
rézniczkowych. Przy ich uzyciu mozna uzyska¢ m.in. nastepujace wyniki:
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drugiego rzedu o dwéch zmiennych niezaleznych. Wyniki te mozna
uogdlni¢ na przypadek réwnan drugiego rzedu o trzech zmiennych
niezaleznych

Za pomoca niezmiennikéw i niezmiennikéw rézniczkowych algebry
réwnowaznosci mozna sformutowac warunek konieczny
réwnowaznosci réwnan rézniczkowych oraz badac ich catkowalno$é
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6. Podsumowanie

Metody teoriogrupowe stanowig wazne narzedzie badania réwnan
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Za pomoca niezmiennikéw i niezmiennikéw rézniczkowych algebry
réwnowaznosci mozna sformutowac warunek konieczny
réwnowaznosci réwnan rézniczkowych oraz badac ich catkowalno$é
Generowanie nowych réwnan i ich rozwiazan ze znanych réwnan i
rozwigzan, w szczegdélnosci rozwigzan dla réwnan opisujacych
niejednorodne Srodowiska z rozwigzan dla jednorodnego Srodowiska
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6. Podsumowanie

Metody teoriogrupowe stanowig wazne narzedzie badania réwnan
rézniczkowych. Przy ich uzyciu mozna uzyska¢ m.in. nastepujace wyniki:
Niezmienniczo$¢ wzgledem pewnych, skonczenie wymiarowych
algebr gwarantuje linearyzacje réwnan rézniczkowych czastkowych
drugiego rzedu o dwéch zmiennych niezaleznych. Wyniki te mozna
uogdlni¢ na przypadek réwnan drugiego rzedu o trzech zmiennych
niezaleznych
Za pomoca niezmiennikéw i niezmiennikéw rézniczkowych algebry
réwnowaznosci mozna sformutowac warunek konieczny
réwnowaznosci réwnan rézniczkowych oraz badac ich catkowalno$é
Generowanie nowych réwnan i ich rozwiazan ze znanych réwnan i
rozwigzan, w szczegdélnosci rozwigzan dla réwnan opisujacych
niejednorodne Srodowiska z rozwigzan dla jednorodnego Srodowiska
Rozszerzenie klasy réwnan niezmienniczych wzgledem danej grupy
przez wprowadzenie przeksztatcen z dyskretnym parametrem
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