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m Rozwazmy najprostsza reakcje chemiczna
A+C— B,

zachodzaca w osrodku, ktéry oznaczamy jako D.

W przypadku reakcji spalania D oznaczatoby rozpuszczalnik, A-paliwo,
C-utleniacz, natomiast B bytoby produktem spalania.

m Zatézmy, ze utleniacza i rozpuszczalnika jes nieporéwnywalnie wiecej niz
paliwa i produktéw, wtedy reakcja zachodzi wedtug schematu

A — B.

= W koncu, wyobrazmy sobie, ze jest to reakcja odwracalna, mamy zatem

A= B.



Ponizsze réwnania opisuja prawa zachowania: masy, pedu, energii oraz bilans
masowy dla sktadnika A:

Oro + div(pu) = 0,
0:(ou) + div(ou ® u) — div (2uD(u) + v divul) + Vp =0,
Ot(0E) + div(oEu) + div(pu) + divQ — div ((2uD(u) + v divul) - u) =0,
Ot(oYa) + div(oYau) + div(Fa) = owa.

Przez E oznaczamy catkowita energie, tzn. sume energii wewnetrznej i
kinetycznej uktadu

1
E(,Q,U,’L9, YA) = §|U|2 + 6(97 197 YA)7

zas Ya = %“‘ oznacza koncentracje sktadnika A,

Ya+ Ys =1.



m Cisnienie p(o,?, Ya) = pe(0) + pm(o, 9, Ya), dokfadniej

Y
pe=0", v>1, pu= > p=Rov| > -

mg
ke{A,B} ke{A,B}

m Energia wewnetrzna e(p, 9, Ya) = ee + em + Zke{A B} Yeelr gdzie efr
oznacza energie formacji kazdego ze sktadnikéw (stata), ponadto

1 _
€ = jg’y 17 em = 9 Z Ckak7
v ke{A,B}

m Entropia s(g, 9, Ya), "zadana jest”, z doktadnoscia do statej poprzez
formute Gibbsa

9Ds = De 4+ pD (l> — Z gDY,
0 ke{A,B}

z funkcjami Gibbsa gk = hx — Isk, gdzie czastkowe entalpie i entropie
zaleza od o,4, Ya w nastepujacy sposéb

Pk
pfor ’

r r R
he = BT + ok, sk = sPr 4+ Cok InY — — log
K

ciepta wtasciwe cop = cui + m%.
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Réwnanie entropii

Catkowita entropia uktadu spetnia réwnanie
Deos) +diviosw) +div [ L= 3 &g | =4
v 9 )
ke{A,B}

gdzie Q oznacza strumien ciepta (dyfuzja sktadnikéw + prawo Fouriera)

Q= Z hiFx — V9.

ke{A,B}

Zgodnie z Il zasada termodynamikii, produkcja entopii

2uD(u) : D(u) + v|divul?
uD(u) (;) v|divul® o Z g

g =
ke{A,B}

QV19 ZFkV()

ke{A,B}

jest nieujemna dla wszystkich mozliwych proceséw. W szczegélnosci

F
- > —~-V(logp) > 0.
my

ke{A,B}



Cisnienie zalezne od koncentracji sktadnikéw

Biorac:
n Yk
pM(g7197 Y17Yﬂ):RQ19 § -

), Fk:—DkVYk, k:].,...,n
k=1

my

mamy problem z okresleniem znaku wyrazenia typu Vo - V Yk.
Ogolna posta¢ dyfuzji k-tego sktadnika mieszaniny:

“ pi P o
Fr=— Cud;, d=V|(—|+|——-=]|VI .
e e (2) (5 )
Zatem, w przypadku dwéch sktadnikéw, A i B, mozemy przyjaé
Fa=-D (V <p—A) + (p—A — YA> VlogpM)
Pm pm
FB = _FA7

woéwczas

F D 1 [V 2
- Z mka('ogpk):%yy (ﬁ—&‘Vlngm) > 0.
ke{AB} K ¢ Ya¥s \ pm e



Podstawowy problem

Ruch mieszaniny dwéch gazéw reagujacych chemicznie w statej temperaturze,
moze by¢ opisany uktadem:

Oro + div(ou) =0
O¢(ou) + div(ou ® u) — div(2uD(u)) — V(v divu) + Vp =0 w (0, T)xQ.
af(QYA) + diV(QYAU) + dIV(FA) = ow

Szybkos¢ reakcji opisana jest przez w = w(Ya, Yg)
—w<w(Ya, Ye) <@, dla 0<Ya Ys<lL.
Dodatkowo, zaktadamy, ze reakcja jest odwracalna, to tez
w(Ya,Yg) >0 dla Ya=0.

Ale .
Fam —D(Vpa— YaVpu) # Vé,

Vpr (4~ %) VieYa) + 32,

ma

czyli potrzebna jest wieksza regularnos¢ o!!!



Zarowanie sie lepkosci w prézni.

Niech u = u(o), v = v(0) beda dwiema funkcjami klasy C2(0, c0)
spetniajagcymi

v(e) = 20/ (e) — 21(0),
[patrz Bresch-Desjardins].

Dodatkowo (cho¢ niekoniecznie) niech r € (0,1) bedzie staty, dla ktérej

#'(e) >r, p(0)>0,
lv'(0)| < 21/ (0),
ru(e) < 2u(e) + 3v(e) < Fu(o)-

Wtedy, kosztem zwartosci po przestrzeni predkosci mozemy uzyskaé informacje
o wyzszej regularnosci gestosci.



Stabe rozwiazania

Minimalna regularno$¢ rozwigzan:

0 € L¥(0, T; L' N L7(Q)),
VO € L>(0, T; H(Q)),
Vou € L=(0, T; L*(Q)),
u(0)D(u) € L2(0, T; (Wl"x’(Q));C), v(o)divu € L2(0, T; (Wl"x’(Q));c),
0>0, 0<Ya<1l pww(0,T)xQ,
V(eYa) € L2(0, T; (WH™=(Q)),..):

Tréjke funkcji (o, u, Y) nazwiemy stabym rozwigzaniem jezeli:
m Réwnanie ciggtosci spetnione jest w sensie dystrybucyjnym

{ Oro + div(\/0,/ou) = 0,
2(0,x) = ¢°(x).



m Staba posta¢ réwnania pedu spetniona jest dla kazdej funkgji ¢(t, x)
gtadkiej o zwartym nosniku takiej, ze ¢(T,-) =0

-
/m°-¢>(o,x) dx-l-//(\/E(\/éu)~8t¢+\/§u®\/§u:v¢) dx dt
Q 0JQ

T T T
+/0/Qp(g,Y)d|v¢dxdt—/0 (2u(0)D(u), Vo) dt—/o ((0) divu, divg) dt = 0.

Dwa ostatnie wyrazy powinny by¢ rozumiane w "bardzo stabym sensie”, to
znaczy:

(2u(0)D(u), V) = “f)fu, 0105 ax-2 | 11(0)/Bwy0r/2010;

/ fu Ojij dx — 2 / '(0)\/0uij+/00id; dx,

oraz

(v(0) divu,dive) = / vie) Vouij¢j dx — 2/ V' (0)+/0ui0i~/00;¢; dx.



m Stabe sformutowanie bilansu masowego sktadnika A spetnione jest dla
kazdej funkcji gtadkiej ¥(t, x) o zwartym nosniku takiej, ze ¢(T,-) =0

-
/Qg-¢(0,x) dx+// (vVeYav/ou -0ty + y/oYay/ou - Vip) dx dt
Q 0/Q

+/0T(FA,V1/J> dt:/;xgww dx dt.

Gdzie, podobnie jak poprzednio, ostatni czton ma sens jezeli rozumiemy go
jako:

1 2
(Fa, Vi) = /QQYAAw dx+m—A/\/§YAv\/§-vw

ma
1 1 1 1

+(———)/ﬂ¢gij¢§-vw dx—%(———)/ﬂ@YEMJ dx.

ma mp ma mp



Staba ciggowa stabilnos¢

Niech (¢n, un, Ya,n)nen Oznacza ciag rozwigzan spetniajacych oszacowania
energetyczno-entropijne. Przy odpowiednich zatozeniach na regularnos¢ danych
poczatkowych mozemy wybra¢ taki podciag (on, \/0nUn, Ya,n), ktéry zbiega do
stabego rozwigzania w nastepujacy sposéb:
3
on— o silniew C°(0, T; L2 _(Q)),
\/Onn — \Jou silnie w L*(0, T; L},.()),
M, = gnlls — ou silnie w L2(0, T; L, .(Q)),
11(en)D(un) — u(e)D(u) w D((0, T) x Q),
v(on)div(u,) — v(o)div(u) w D'((0, T) x Q),
Yan — Ya silniew LP(0, T; LY, _(£2)),

dla kazdego p skonczonego oraz T > 0.



Oszacowania a priori

Dla kazdego gtadkiego rozwigzania mamy:
1. Staba zsade maksimum:

YA, YB ZO na Q x (07 T),

dodatkowo
Ya+ Y =1.

2. Oszacowanie energetyczne:

d 1, 1, 1 )
= = = o — ol 2,(0)|D
It Q<2QIUI +7_19 oty ogg> der/Q 1(0)[D(u)|” dx

1

+ / v(o)(divu)? dx — / oYa (— — i) divu dx = 0.
Q Q ma mp



3. Oszacowanie entropijne:

d 1 2 1, 1
dt/ﬂ<29|u+v¢(9)| tooqe EQ'Ogg) dx

1
+/V¢(9) -Vp(o, Y) dx + E/M(Q)W“ - VTul? dx
Q Q
—/QYA (i — i) divu dx =0,
Q ma mp
; _ (v
[dla ¢ w postaci Vé(o) = =4~-].

4. Oszacowanie gradientu koncentracji sktadnika A:

d 1 5 9ma — mg / 2
— [ ZoYad e Yal© d
dt/ﬂ 29 A dx 8mamg QQ|V A| X

2
g/g|w(v)\dx+%<i—i>/@dx.
Q ma mp o @



5. Dodatkowe oszacowanie na pole predkosci:

S L Set G+ uP) et £ [ o)1+ In(1 4 PP dx

2—§

=c </Q (%) dX) 2 ([ aa s ot o)

+C / 1(0)|Vul? dx
Q

[mnozymy réwnanie pedu przez (1 + In(1 + |u]?))u].

Ostatecznie, dysponujemy nastepujacym zbiorem oszacowan

llonlle o, Ty < C, llenllioe o, 7.7 (@) < C,
llonua | (0,7 L1og L(2)) < C, | Yalloo (0, 1x) < C,
IVy/@nllieeo,7502(2)) < C, IvenVunlliz0, ;120 < C,

ol
venV Yall 20, 7:02(0) < C, IV 03 |I32(0,7.12() < C.



Konstrukcja rozwigzan przyblizonych

Ogdlnie jest to nadal problem otwarty.

Pomysty:
m dodatkowa sifa tarcia
~ elulu,
= modyfikacja cisnienia w obszarach matej gestosci:

Pe(0) ~ —0 >

Ten ostatni wydaje sie lepszy, gdyz ostatecznie chcielibysmy bada¢ ptyny
przewodzace ciepto.



g,m,0,n iinne...

Przy zatozeniu, u(o) = o, v(0) = 0 uktad przyblizony przybiera posta¢:
Oto + div(ou) —eAp =0,
Ot (ou) + div(ou ® u) — 2div(eD(u))
+Vp(e, Ya) — 60V (A25+1p) 4 nA2u+ £(Ve- V)u =0,

+ + +
Oroa — eDoa + div(pau) — Ddiv <("B + Q—A) Voa — (‘-’—A) w)
€1 €1

emp emp emp

ol (),

+ + +
O:op — eApg + div(opu) — D div ((QA + ‘-’—B) Vo — (‘-’—B) w)
€1 €1

emp oempa ema

= e« ().,

Istnienie rozwiagzan dla takiego ukfadu jest konsekwencja klasycznej teorii dla réwnan
parabolicznych (O.A. Ladyzenskaja, V.A. Solonnikov, N.N. Uralceva).



« Pierwsze oszacowanie energetyczne:

1 0 o2s
00 [ (Geluf + 517" P + on@) ) ax-+ [ 20D ax
Q Q

0a , 20— 0h
—|—n/ |Auf? dx—|—5s/ |A o dx < / (—A + 7’4) divu dx,
Q Q Q

ma mp

gdzie 7'(s) = pe(s)/s?. Stad dostajemy nastepujace oszacowania, niezalezne
od nye,n,d oraz T

Vou € L=(0, T; L*(Q)), VoVu € L2(0, T; L3(Q)),
VAu € L*(0, T; L*()), VedAs o € 12(0, T; L2(Q)),

VAV, e L>=(0, T; L2(Q)), Be(o) € L=(0, T; LY(R)).



+ Dodatkowo, z nieréwnoséci Soboleva
o (@ < (1 + ol ) (1 + llo iz )

dla s > 5/4. Czyli dla zmodyfikowanego cisnienia

-3
N _J -0 foro<1,
pe(e) = { o7  forpo>1,

mozemy wykazac istnienie statej zaleznej jedynie od § takiej, ze
llollLos (0, Tyxa) = & > 0.

« Oszacowania na odpowiednie normy masy skfadnika A dostaje sie identycznie
jak w poprzednim przypadku:

0a(x,t) = 0h(x,t) € L°((0, T) x Q), Voac L*((0,T) x Q).



« Z pierwszego oszacowania energetycznego wynika,ze po przejsciu z n do
granicy nadal mozemy testowa¢ réwnanie momentu funkcja

2
V¢ = 2% € L[2(H>**') oraz réwnanie ciagtosci przez %, zatem

d 1 é .
L (Gelus Dot + 319240 + 0n()) ax-+ [ V(o) - Vbl 0a) ax

1
+26/ |AstLg)? dx—|—5s/ |AST1p12 dx + 7/ o|Vu—vTul? dx+77/ |Aul? dx

2
_a/ Vo-Vu-V¢ dx+a/ Ap ¢| dx— a/ div(ou)d’(0)Ap dx— 17/ Au-VAH(p) dx.

« Dzieki temu mozemy poprawi¢ dotychczasowe oszacowania:
Ve € L=(0, T; L2(Q)) ViAo e L2(0, T; L2(Q))

oraz
VE(o) 2 € L2((0, T) x Q), Vo2 € L2((0, T) x 2),

gdzie £ jest gtadka funkcja taka,ze {(y) =y dlay <1/2oraz §(y) =0dla y > 1.



Zwarto$¢ ciggu ug

Dzieki oszacowaniom gradientu zmodyfikowanego cissnienia mamy:

IVulleo, T;La(0)) < C(R) (1 + ”v§(9)73/2||L2((0,T)><Q)) IveVull 2o, Tyx )

gdzie
1 1 1 1
e - ==
p 22322 q 2

zatem z nieréwnosci Soboleva

[ay

1

6322

ue L¥20, T; L°?(Q)).

Dlatego, dla 0 < ¢ < 1/2 mozemy oszacowac

1/2—¢ 1-2¢
”\/@'”Lp’(o,T;Lq’(g)) < ”Q”LéO(O’T;L’Y )”\[u”Loo 0,T:L2(Q)) ||u||L3/z(07-,—;,_o/z(Q))a
dla p’, g’ spetniajacych:
1 1-—2 1 1/2—6 2¢  1-—2¢

P32 ¢ ¥ 2927

Biorac € > 1/8 otrzymujemy p’,q’ > 2.




