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Chemia

Rozważmy najprostszą reakcję chemiczną

A + C → B,

zachodzącą w ośrodku, który oznaczamy jako D.

W przypadku reakcji spalania D oznaczałoby rozpuszczalnik, A-paliwo,
C -utleniacz, natomiast B byłoby produktem spalania.

Załóżmy, że utleniacza i rozpuszczalnika jes nieporównywalnie więcej niż
paliwa i produktów, wtedy reakcja zachodzi według schematu

A→ B.

W końcu, wyobraźmy sobie, że jest to reakcja odwracalna, mamy zatem

A 
 B.



Fizyka

Poniższe równania opisują prawa zachowania: masy, pędu, energii oraz bilans
masowy dla składnika A:

∂t%+ div(%u) = 0,

∂t(%u) + div(%u⊗ u)− div (2µD(u) + ν div uI) +∇p = 0,

∂t(%E) + div(%Eu) + div(pu) + divQ− div ((2µD(u) + ν div uI) · u) = 0,

∂t(%YA) + div(%YAu) + div(FA) = %ωA.

Przez E oznaczamy całkowitą energię, tzn. sumę energii wewnętrznej i
kinetycznej układu

E(%, u, ϑ,YA) =
1
2
|u|2 + e(%, ϑ,YA),

zaś YA = %A
%

oznacza koncentrację składnika A,

YA + YB = 1.



Ciśnienie p(%, ϑ,YA) = pE (%) + pM(%, ϑ,YA), dokładniej

pE = %γ , γ > 1, pM =
∑

k∈{A,B}

pk = R%ϑ

 ∑
k∈{A,B}

Yk

mk

.
Energia wewnętrzna e(%, ϑ,YA) = eE + eM +

∑
k∈{A,B} Ykefor

k , gdzie efor
k

oznacza energię formacji każdego ze składników (stała), ponadto

eE =
1

γ − 1
%γ−1, eM = ϑ

∑
k∈{A,B}

cvkYk ,

Entropia s(%, ϑ,YA), ”zadana jest”, z dokładnością do stałej poprzez
formułę Gibbsa

ϑDs = De + pD
(
1
%

)
−

∑
k∈{A,B}

gkDYk ,

z funkcjami Gibbsa gk = hk − ϑsk , gdzie cząstkowe entalpie i entropie
zależą od %, ϑ,YA w następujący sposób

hk = hfor
k + cpkϑ, sk = s for

k + cpk lnϑ−
R
mk

log
pk

pfor ,

ciepła właściwe cpk = cvk + R
mk

.
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Równanie entropii

Całkowita entropia układu spełnia równanie

∂t(%s) + div(%su) + div

Q
ϑ
−

∑
k∈{A,B}

gk

ϑ
Fk

 = σ,

gdzie Q oznacza strumień ciepła (dyfuzja składników + prawo Fouriera)

Q =
∑

k∈{A,B}

hkFk − κ∇ϑ.

Zgodnie z II zasadą termodynamikii, produkcja entopii

σ =
2µD(u) : D(u) + ν| div u|2

ϑ
− %

ϑ

∑
k∈{A,B}

gkωk

− Q · ∇ϑ
ϑ2 −

∑
k∈{A,B}

Fk · ∇
(gk

ϑ

)
,

jest nieujemna dla wszystkich możliwych procesów. W szczególności

−
∑

k∈{A,B}

Fk

mk
· ∇ (log pk) ≥ 0.



Ciśnienie zależne od koncentracji składników

Biorąc:

pM(%, ϑ,Y1, ...Yn) = R%ϑ

(
n∑

k=1

Yk

mk

)
, Fk = −Dk∇Yk , k = 1, . . . , n

mamy problem z określeniem znaku wyrażenia typu ∇% · ∇Yk .
Ogólna postać dyfuzji k-tego składnika mieszaniny:

Fk = −
n∑

l=1

Ckldl , dl = ∇
(

pl

pM

)
+

(
pl

pM
− %l

%

)
∇ log pM .

Zatem, w przypadku dwóch składników, A i B, możemy przyjąć

FA = −D
(
∇
(
pA

pM

)
+

(
pA

pM
− YA

)
∇ log pM

)
FB = −FA,

wówczas

−
∑

k∈{A,B}

Fk

mk
· ∇ (log pk) =

DpM

ϑ%

1
YAYB

(
∇pA

pM
− %A

%
∇ log pM

)2

≥ 0.



Podstawowy problem

Ruch mieszaniny dwóch gazów reagujących chemicznie w stałej temperaturze,
może być opisany układem:

∂t%+ div(%u) = 0

∂t(%u) + div(%u⊗ u)− div(2µD(u))−∇(ν div u) +∇p = 0

∂t(%YA) + div(%YAu) + div(FA) = %ω

 w (0,T )×Ω.

Szybkość reakcji opisana jest przez ω = ω(YA,YB)

−ω ≤ ω(YA,YB) ≤ ω, dla 0 ≤ YA,YB ≤ 1.

Dodatkowo, zakładamy, że reakcja jest odwracalna, to też

ω(YA,YB) ≥ 0 dla YA = 0.

Ale
FA ≈ −D̃ (∇pA − YA∇pM) 6= ∇φ,

∇p ≈
(

1
mA
− 1

mB

)
∇ (%YA) + ∇%

mB
,

czyli potrzebna jest większa regularność %!!!



Zarowanie się lepkości w próżni.

Niech µ = µ(%), ν = ν(%) będą dwiema funkcjami klasy C 2(0,∞)
spełniającymi

ν(%) = 2%µ′(%)− 2µ(%),

[patrz Bresch-Desjardins].

Dodatkowo (choć niekoniecznie) niech r ∈ (0, 1) będzie stałą, dla której

µ′(%) ≥ r , µ(0) ≥ 0,
|ν′(%)| ≤ 1

r µ
′(%),

rµ(%) ≤ 2µ(%) + 3ν(%) ≤ 1
r µ(%).

Wtedy, kosztem zwartości po przestrzeni prędkości możemy uzyskać informację
o wyższej regularności gęstości.



Słabe rozwiązania

Minimalna regularność rozwiązań:

% ∈ L∞(0,T ; L1 ∩ Lγ(Ω)),√
% ∈ L∞(0,T ;H1(Ω)),√
%u ∈ L∞(0,T ; L2(Ω)),

µ(%)D(u) ∈ L2(0,T ;
(
W 1,∞(Ω)

)∗
loc), ν(%) div u ∈ L2(0,T ;

(
W 1,∞(Ω)

)∗
loc),

% ≥ 0, 0 ≤ YA ≤ 1, p.w. w (0,T )× Ω,
∇(%YA) ∈ L2(0,T ;

(
W 1,∞(Ω)

)∗
loc).

Trójkę funkcji (%, u,Y ) nazwiemy słabym rozwiązaniem jeżeli:

Równanie ciągłości spełnione jest w sensie dystrybucyjnym{
∂t%+ div(

√
%
√
%u) = 0,

%(0, x) = %0(x).



Słaba postać równania pędu spełniona jest dla każdej funkcji φ(t, x)
gładkiej o zwartym nośniku takiej, że φ(T , ·) = 0∫

Ω
m0 · φ(0, x) dx +

∫ T

0

∫
Ω

(
√
%(
√
%u) · ∂tφ+

√
%u⊗√%u : ∇φ) dx dt

+

∫ T

0

∫
Ω

p(%,Y ) div φ dx dt−
∫ T

0
〈2µ(%)D(u),∇φ〉 dt−

∫ T

0
〈ν(%) div u, div φ〉 dt = 0.

Dwa ostatnie wyrazy powinny być rozumiane w ”bardzo słabym sensie”, to
znaczy:

〈2µ(%)D(u),∇φ〉 = −
∫

Ω

µ(%)
√
%

√
%uj∂iiφj dx−2

∫
Ω

µ′(%)
√
%uj∂i

√
%∂iφj dx

−
∫

Ω

µ(%)
√
%

√
%ui∂jiφj dx − 2

∫
Ω

µ′(%)
√
%ui∂j

√
%∂iφj dx ,

oraz

〈ν(%) div u, div φ〉 = −
∫

Ω

ν(%)
√
%

√
%ui∂ijφj dx−2

∫
Ω

ν′(%)
√
%ui∂i

√
%∂jφj dx .



Słabe sformułowanie bilansu masowego składnika A spełnione jest dla
każdej funkcji gładkiej ψ(t, x) o zwartym nośniku takiej, że ψ(T , ·) = 0∫

Ω
%0
A · ψ(0, x) dx +

∫ T

0

∫
Ω

(
√
%YA
√
%u · ∂tψ +

√
%YA
√
%u · ∇ψ) dx dt

+

∫ T

0
〈FA,∇ψ〉 dt =

∫ T

0

∫
Ω
%ωψ dx dt.

Gdzie, podobnie jak poprzednio, ostatni człon ma sens jeżeli rozumiemy go
jako:

〈FA,∇ψ〉 =
1

mA

∫
Ω
%YA∆ψ dx +

2
mA

∫
√
%YA∇

√
% · ∇ψ

+

(
1

mA
−

1
mB

)∫
Ω

√
%Y 2

A∇
√
% · ∇ψ dx −

1
2

(
1

mA
−

1
mB

)∫
Ω
%Y 2

A∆ψ dx .



Słaba ciągowa stabilność

Niech (%n, un,YA,n)n∈N oznacza ciąg rozwiązań spełniających oszacowania
energetyczno-entropijne. Przy odpowiednich założeniach na regularność danych
początkowych możemy wybrać taki podciąg (%n,

√
%nun,YA,n), który zbiega do

słabego rozwiązania w następujący sposób:

%n → % silnie w C 0(0,T ; L
3
2
loc(Ω)),

√
%nun →

√
%u silnie w L2(0,T ; L2

loc(Ω)),

mn = %nun → %u silnie w L2(0,T ; L1
loc(Ω)),

µ(%n)D(un)→ µ(%)D(u) w D′((0,T )× Ω),

ν(%n) div(un)→ ν(%) div(u) w D′((0,T )× Ω),

YA,n → YA silnie w Lp(0,T ; Lp
loc(Ω)),

dla każdego p skończonego oraz T > 0.



Oszacowania a priori

Dla każdego gładkiego rozwiązania mamy:
1. Słabą zsadę maksimum:

YA,YB ≥ 0 na Ω× (0,T ),

dodatkowo
YA + YB = 1.

2. Oszacowanie energetyczne:

d
dt

∫
Ω

(
1
2
%|u|2 +

1
γ − 1

%γ − 1
mB

% log %
)

dx +

∫
Ω

2µ(%)|D(u)|2 dx

+

∫
Ω

ν(%)(div u)2 dx −
∫

Ω

%YA

(
1
mA
− 1

mB

)
div u dx = 0.



3. Oszacowanie entropijne:

d
dt

∫
Ω

(
1
2
%|u +∇φ(%)|2 +

1
γ − 1

%γ − 1
mB

% log %
)

dx

+

∫
Ω

∇φ(%) · ∇p(%,Y ) dx +
1
2

∫
Ω

µ(%)|∇u−∇Tu|2 dx

−
∫

Ω

%YA

(
1
mA
− 1

mB

)
div u dx = 0,

[dla φ w postaci ∇φ(%) = µ′(%)∇%
%

].

4. Oszacowanie gradientu koncentracji składnika A:

d
dt

∫
Ω

1
2
%Y 2

A dx +
9mA −mB

8mAmB

∫
Ω

%|∇YA|2 dx

≤
∫

Ω

%|ω(Y )| dx +
1
8

(
1
mA
− 1

mB

)∫
Ω

|∇%|2

%
dx .



5. Dodatkowe oszacowanie na pole prędkości:

d
dt

∫
Ω

1
2
%(1 + |u|2) ln(1 + |u|2) dx +

r
2

∫
Ω
µ(%)(1 + ln(1 + |u|2))|D(u)|2 dx

≤ C

∫
Ω

(
p(%,Y )2%−

δ
2

µ(%)

) 2
2−δ

dx


2−δ

2 (∫
Ω
%(2 + ln(1 + |u|2))

2
δ dx

) δ
2

+ C
∫

Ω
µ(%)|∇u|2 dx

[mnożymy równanie pędu przez (1 + ln(1 + |u|2))u].

Ostatecznie, dysponujemy następującym zbiorem oszacowań

‖%n‖L∞(0,T ;L1(Ω)) ≤ C , ‖%n‖L∞(0,T ;Lγ (Ω)) ≤ C ,

‖%nu2
n‖L∞(0,T ;L log L(Ω)) ≤ C , ‖Yn‖L∞((0,T )×Ω) ≤ C ,

‖∇√%n‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ C , ‖√%n∇un‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C ,

‖√%n∇Yn‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C , ‖∇%
γ
2
n ‖2L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C .



Konstrukcja rozwiązań przybliżonych

Ogólnie jest to nadal problem otwarty.

Pomysły:

dodatkowa siła tarcia
∼ %|u|u,

modyfikacja ciśnienia w obszarach małej gęstości:

p̃E (%) ∼ −%−3.

Ten ostatni wydaje się lepszy, gdyż ostatecznie chcielibyśmy badać płyny
przewodzące ciepło.



ε, η, δ, n i inne...

Przy założeniu, µ(%) = %, ν(%) = 0 układ przybliżony przybiera postać:

∂t%+ div(%u)− ε∆% = 0,

∂t(%u) + div(%u⊗ u)− 2 div(%D(u))

+∇p̃(%,YA)− δ%∇
(
∆2s+1%

)
+ η∆2u + ε(∇% · ∇)u = 0,

∂t%A − ε∆%A + div(%Au)− D div

((
%+
B

%mA
+

%+
A

%mB

)
ε1

∇%A −
(

%+
A

%mB

)
ε1

∇%
)

= %
(
ω
(
%A
%

))
ε2
,

∂t%B − ε∆%B + div(%Bu)− D div

((
%+
A

%mB
+

%+
B

%mA

)
ε1

∇%B −
(

%+
B

%mA

)
ε1

∇%
)

= −%
(
ω
(
%A
%

))
ε2
.

Istnienie rozwiązań dla takiego układu jest konsekwencją klasycznej teorii dla równań
parabolicznych (O.A. Ladyzenskaja, V.A. Solonnikov, N.N. Uralceva).



∗ Pierwsze oszacowanie energetyczne:

∂t

∫
Ω

(
1
2
%|u|2 +

δ

2
|∇2s+1%|2 + %π(%)

)
dx +

∫
Ω

2%|D(u)|2 dx

+ η

∫
Ω

|∆u|2 dx + δε

∫
Ω

|∆s+1%|2 dx ≤
∫

Ω

(
%+

A

mA
+
%− %+

A

mB

)
div u dx ,

gdzie π′(s) = p̃E (s)/s2. Stąd dostajemy następujące oszacowania, niezależne
od n, ε, η, δ oraz T

√
%u ∈ L∞(0,T ; L2(Ω)),

√
%∇u ∈ L2(0,T ; L2(Ω)),√

η∆u ∈ L2(0,T ; L2(Ω)),
√
εδ∆s+1% ∈ L2(0,T ; L2(Ω)),√

δ∇2s+1% ∈ L∞(0,T ; L2(Ω)), p̃E (%) ∈ L∞(0,T ; L1(Ω)).



∗ Dodatkowo, z nierówności Soboleva

‖%−1‖L∞(Ω) ≤ (1 + ‖%‖H2s+1(Ω))
2(1 + ‖%−1‖L3(Ω))

3

dla s > 5/4. Czyli dla zmodyfikowanego ciśnienia

p̃E (%) =

{
−%−3 for % ≤ 1,
%γ for % > 1,

możemy wykazać istnienie stałej zależnej jedynie od δ takiej, że

‖%‖L∞((0,T )×Ω) ≥ δ > 0.

∗ Oszacowania na odpowiednie normy masy składnika A dostaje się identycznie
jak w poprzednim przypadku:

%A(x , t) = %+
A(x , t) ∈ L∞((0,T )× Ω), ∇%A ∈ L2((0,T )× Ω).



∗ Z pierwszego oszacowania energetycznego wynika,że po przejściu z n do
granicy nadal możemy testować równanie momentu funkcją
∇φ = 2∇%

%
∈ L2(H2s+1) oraz równanie ciągłości przez |∇φ(%)|2

2 , zatem

d
dt

∫
Ω

(
1
2
%|u +∇φ(%)|2 +

δ

2
|∇2s+1%|2 + %π(%)

)
dx +

∫
Ω
∇φ(%) · ∇p̃(%, %A) dx

+ 2δ
∫

Ω
|∆s+1%|2 dx + δε

∫
Ω
|∆s+1%|2 dx +

1
2

∫
Ω
%|∇u−∇Tu|2 dx + η

∫
Ω
|∆u|2 dx

= ε

∫
Ω
∇%·∇u·∇φ dx+ε

∫
Ω

∆%
|∇φ|2

2
dx−ε

∫
Ω

div(%u)φ′(%)∆% dx−η
∫

Ω
∆u·∇∆φ(%) dx .

∗ Dzięki temu możemy poprawić dotychczasowe oszacowania:

∇√% ∈ L∞(0,T ; L2(Ω))
√
δ∆s+1% ∈ L2(0,T ; L2(Ω))

oraz
∇ξ(%)−3/2 ∈ L2((0,T )× Ω), ∇%γ/2 ∈ L2((0,T )× Ω2),

gdzie ξ jest gładką funkcją taką,że ξ(y) = y dla y ≤ 1/2 oraz ξ(y) = 0 dla y > 1.



Zwartość ciągu uδ

Dzięki oszacowaniom gradientu zmodyfikowanego cisśnienia mamy:

‖∇u‖Lp(0,T ;Lq (Ω)) ≤ C(Ω)
(
1 + ‖∇ξ(%)−3/2‖L2((0,T )×Ω)

)
‖√%∇u‖L2((0,T )×Ω),

gdzie
1
p

=
1
2

+
1

2 · 3/2 · 2 ,
1
q

=
1
2

+
1

6 · 3/2 · 2 ,

zatem z nierówności Soboleva

u ∈ L3/2(0,T ; L9/2(Ω)).

Dlatego, dla 0 ≤ ε ≤ 1/2 możemy oszacować

‖√%u‖Lp′ (0,T ;Lq′ (Ω)) ≤ ‖%‖
1/2−ε
L∞(0,T ;Lγ (Ω))‖

√
%u‖2εL∞(0,T ;L2(Ω))‖u‖

1−2ε
L3/2(0,T ;L9/2(Ω))

,

dla p′, q′ spełniających:

1
p′

=
1− 2ε
3/2

,
1
q′

=
1/2− ε
γ

+
2ε
2

+
1− 2ε
9/2

.

Biorąc ε > 1/8 otrzymujemy p′, q′ > 2.


