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Streszczenie

W pracy badane s etyczne aspekty zachowa (sprawiedliwo , uczciwo
bezkonfliktowo ) r6 nych typow sieci Petriego. Podstawowym narz dziem
stosowanym w pracy jest teoria ladow, przede wszystkim laddw niesko czonych.

Definiujemy relacj niezale no ci indukowan przez dowolny system tranzycyjny,
tworz ¢ w ten sposob wspo bie ny system tranzycyjny. Wprowadzamy poj cie
systeméw o zachowaniu ladowym i badamy pewne problemy decyzyjne, zwi zane z
obliczaniem relacji zale no ci i rozstrzyganiem, czy danasie ma zachowanie ladowe.
Pokazujemy, e oba te problemy s rozstrzygane dla sieci elementarnych i
markowanych, a nierozstrzygalne w rozszerzeniach sieci markowanych.

Poniewa rozszerzenia sieci powoduj wyst powanie zjawisk nie spotykanych
w sieciach klasycznych (elementarnych i markowanych), np. nie mg one w asno Ci
diamentu, zaproponowana zostaa roéwnie bardzigj precyzyjna definicja konfliktu.
Nast pnie badamy wyst pienia konfliktow oraz istnienie bezkonfliktowych oblicze
w rozszerzeniach sieci elementarnych. Okazuje si , e ka de sprawiedliwe obliczenie,
zaczyng) ce s od stanu konfliktowego, musi zawiera konfliktowy krok. Pozwala to
na skonstruowanie agorytmu, wybierg cego tylko bezkonfliktowe obliczenia
sprawiedliwe spo rod wszystkich oblicze sieci.

Gdéwnacz pracy to przeniesienie hierarchii uczciwo ci dlaoblicze sekwencyj-
nych na obliczenia wspd bie ne (procesy). W pracy zostaje dok adnie przebadana ta
hierarchia, najpierw ogolnie, potem konkretnie dla podstawowych klas sieci Petriego —
elementarnych i markowanych. Sformu owane zostgy te nieprzeplotowe definicje
uczciwo ci  procesdw i porOwnane z wcze nigiszymi. Poniewa egzystencjalna
uczciwo nie zawsze oznacza uniwersaln , okre lone te zostg kryteria, ktore musz
by spenione, aby w danym systemie sko czenie stanowym wszystkie procesy by y
stabilne ze wzgl du nauczciwo

" Praca wspé finansowana przez Ministersswo Nauki i Szkolnictwa Wy szego z grantu
promotorskiego N N206 2149 33.
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Abstract

This thesis deals with ethical aspects of computations (justice, fairness, conflict-
freeness) of various kinds of Petri nets. The basic tool used in the thesis is trace theory,
especially infinite traces.

We define the independency relation induced by arbitrary transition system,
forming this way an asynchronous transition system. We introduce the notion of
traceability of transition systems and study some decision problems, related to
computing independency and deciding traceability for basic classes of Petri nets. We
show that both problems are decidable for elementary and place/transition nets and
undecidable in broader classes of nets— inhibitor, reset and transfer nets.

Since extensions of nets admit phenomena unknown in traditional nets (elementary
and place/transition), for instance they have not diamond property, we propose a more
precise definition of conflict. We study occurrences of conflicts and existence of
conflict-free computations in extensions of elementary nets. We show that any just
computation starting from a conflict state contains a conflict step. This result allows to
construct an agorithm, selecting only conflict-free just computations from among all
computations of a given net.

The main part of the thesis generalizes the well-known fairness hierarchy for
sequential computations to that of traces (concurrent processes). The fairness hierarchy
for traces is similar, but more involved than for sequences. We study this hierarchy, first
in general, abstracting from concrete concurrent system, then for basic classes of Petri
nets — elementary and place/transition nets. We define aso the fairness notions in a non-
interleaving way and compare them with the former ones. Since existential fairness is
not always equal to universal, we formulate conditions that have to be met by a
transition system (with finite number of states) to ensure that all processes of a system
are stable as regards fairness.

" This PhD thesis has been partially supported by Ministry of Science and Higher Education of
Poland, grant N N206 2149 33.
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1 Wstep

Tematyka rozprawy

Sieci Petriego zaproponowane przez C. A. Petriego [40] w roku 1962 (t umaczenie
angielskie w 1966) stanowi obecnie jedno z nabardzig uniwersalnych graficznych
narz dzi matematycznych modeluj cych dzia ania systeméw dynamicznych. Stanowi
niejako pomost pomi dzy praktyk ateori . Wykorzystujesi jew ré nych dziedzinach
—sie mo emodelowa zaréwno programy komputerowe, jak i reakcje chemiczne, ruch
uliczny czy ycie komorki. Szczegblnie przydatne s w badaniu systemow
wspo bie nych, gdzie potrzebne jest okre lenie wzagemnych relacji pomi dzy
poszczegblnymi elementami  systemu, przewidywanie przysz ego zachowania,
wykrywanie niegpo danych cie ek wykonaniaitp.

Ka dasie Petriego sk adas z akgji (tranzycji) oraz migjsc, w ktorych przecho-
wywane s zasoby umo liwig ce wykonanie poszczegélnych akcji, jak rownie
powstg ce w wyniku wykonania tych e akcji. Migjsca mog by te rozumiane jako
warunki, ktére musz by spenione, aby akcja mogas wykona . Wykonanie akcji
powoduje zmian stanu Sieci: pewne zasoby zostgi skonsumowane, nowe —
wyprodukowane (zmienigj si warunki). Zachowanie sieci nie jest z gory okre lone; w
ka dym stanie sieci mo e by umo liwionych wiele akcji i w zwi zku z tym jest wiele
mo liwych drog dzia ania (oblicze ) sieci.

Sieci s analizowane pod r6 nymi wzgl dami — bada si zaréwno jg zachowanie
(wasno ci dynamiczne), jak 1 struktur (wasno ci statyczne). Do w asno ci
dynamicznych nale y mi dzy innymi rozstrzyganie, czy pewien z gory zadany stan jest
oS gany przez jakie obliczenie sieci. Jest to tzw. problem os galno ci, jeden z
najtrudniejszych probleméw zwi zanych z sieciami Petriego. Problem ten pozostawa
otwarty przez kilkana cie lat, rozstrzygni ty zosta pozytywnie przez Mayra [31] w
1981 roku i Kosargju [26] w 1982 roku. Blisko zwi zany z tym problemem jest problem
osi gano ci stanu pustego (réwnowa ny osi gano c¢i stanu dowolnego) i problem
os gano ci stanu z ustalonym warunkiem pustym. Innym znanym problemem,
aczkolwiek du o atwigszym, jest problem pokrywalno ci (tzn. osi galno ci stanu
pokrywaj cego zadany). Jego rozstrzygalno pokazanazostaaju w pierwszych latach
rozwoju teorii sieci przez Karpa/Millera [25] w 1969 roku za pomoc tzw. grafu
pokrywalno ci.

Powy sze problemy dotycz sieci jako cao ci, ale rozwaa S te w asno ci
zwi zane z poszczegélnymi obliczeniami sieci. Ma to du e znaczenie praktyczne,
poniewa dobry projekt systemu cz sto wymaga, aby obliczenia modeluj cg go sieci
spe niay pewne za o enia. Zbidér takich dobrych w asno c¢i (norm dzia ania) nazywamy
etyk oblicze . Do tych wasno ci nade y przede wszystkim uczciwo , ktéra ma
zapobiega ,zag odzeniu” (tzn. wy czeniu z pracy) jedng z akcji (b d wi kszego
fragmentu) systemu. Badania uczciwo ci dziaania systemOw wspo bieznych
zapocz tkowa synny przyk ad pi ciu filozofow Dijkstry [14] z 1971 roku. Poj cie
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etyki obliczeniowegj sformalizowali (i tak nazwali) Lehman/Pnueli/Stavi [29] w 1981
roku. W zale no ci od potrzeb (stopnia umo liwienia zag odzong akcji) definiuje s
ré ne poziomy uczciwo Ci; hawa nigsze to sprawiedliwo , uczciwo [
superuczciwo . Tak klasyfikacj stopni uczciwo ci (a nawet bardzig) rozbudowan |,
niesko czon ) zaproponowa Best [3] w 1984 roku.

Jedn z sytuacji, ktore mog prowadzi do nieuczciwo ci, jest konflikt. Jest to taki
stan sieci, w ktérym ka da z dwéch (lub wi cg) akcji mawystarczg) ¢ ilo  zasobdw,
aby s wykona , ale zasoby te s wystarczag] cetylko dlajedng z nich. Je li obliczenie
maby uczciwe, powinnaby wykonanataakcja, ktéradot d wykonywaas rzadzig.
Innym rozwi zaniem jest omini cie konfliktu — takie projektowanie systemow, aby
sytuacje konfliktowe nie wyst poway. Dlatego etyk oblicze b dziemy rozumie
szerzej —to nietylko r6 nerodzaje uczciwo ci, aete i bezkonfliktowo .

W rozprawie bada b dziemy jednak nie tyle obliczenia sieci, co procesy, czyli zbiory
oblicze rownowa nych w sensie zamienno ci niektorych akcji (niezale nych, czyli
mog cych s wykonywa wspo bie nie). Do badania procesow sieci u yjemy teorii
ladow.

Poj cie ladu (trace) zaproponowane zostao przez Mazurkiewicza [32] w 1977
roku do badania zachowania systemow wspo bie nych. lady to elementy monoidu
ilorazowego — zwanego monoidem laddw — otrzymanego jako iloraz monoidu wolnego
przez kongruencj wyznaczon przez relacj niezale no ci (wspd bie no ci) akcji.
Monoidy ladéw okazay si niezwykle ciekawym obiektem matematycznym, o ¢z sto
zaskakuj cych w a ciwo ciach. Teoria ladow, dobrze ju opisanai ustabilizowana, jest
nadal aktualna i stale rozwijana. Wszechstronn monografi teorii ladow jest ksi  ka
[13].

Systemy komputerowe, a réwnie wiele systemow rzeczywistych, oparte s na
pracy w czasie nieograniczonym. Model owanie dzia ania takich systemoéw prowadzi do
poj cia oblicze niesko czonych; w przypadku systemow wspo bie nych —
niesko czonych procesdw wspoé bie nych. Model em takich procesow, zastosowanym w
ninigszg rozprawie, s lady niesko czone (Mazurkiewicz [33], obszerna monografia
Gastin/Petit [20]).

Zawartosé rozprawy

Rozprawa sk adasi z sze ciu rozdzia 6w, z ktérych pierwszy jest ninigiszym wst pem,
zawierg) cym ogolne streszczenie pracy i jg wynikow.

W rozdziale 2 przedstawiam podstawowe poj ciau ywane w dalszych rozdzia ach,
w szczegblno ci opis ré nych typdw sieci Petriego (2.2), podstawowe poj cia i fakty
teorii ladow (2.3) oraz definicje uczciwo ci oblicze (2.5).

Poniewa chcemy uy teorii ladow do badania procesow sieci, pojawia S
zagadnienie okre lenia, ktére akcje s niezale ne w sieciach Petriego. Mazurkiewicz
[32] zaproponowa definicj strukturaln dla sieci elementarnych (dwie akcje s
zale ne, je li mgj wspolne warunki). W podrozdziae 2.4 przeprowadzona jest dyskusja
na temat mo liwo ci zaadaptowania tej definicji do pozostaych klas sieci, w wyniku
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ktore proponujemy inn definicj , opart nazachowaniusieci,dg ¢ s zastosowa do
dowolnych systeméw tranzycyjnych. Oté dwie akcje s niezale ne, je li zamiana
kolgino ci ich wykona niewyprowadzanas pozaj zyk rozwa anej Sieci:

Definicja 2.25. Niezale no indukowana przezj zyk
altbU (" uVvi A*) (uabvi L U ubavi L)

Daszacz pracy opieras natg w a nie definigji.

W rozdziale 2.2.4 w podobny zachowaniowy sposob definiujemy konflikt (dwie akcje
s w konflikcie w pewnym stanie, je li s w nim umo liwione, a po wykonaniu jedngj z
nich druga ju nie jest umo liwiona lub stan os gany w wyniku obu zade y od
kolgno ci ich wykonania), a nast pnie w rozdziale 3 badamy mo liwo unikania
konfliktéw w sieciach elementarnych i ich rozszerzeniach, tzw. sieciach bezpiecznych
(safe nets — Badouel/Darondeau [2]). Okazujes , €

Stwierdzenie3.8. W sieciach bezpiecznych ka de sprawie-
dliwe obliczenie rozpoczyngj ce s w stanie konfliktowym
zawiera krok konfliktowy.

Wynik ten umo liwi opracowanie algorytmu, ktéry ze zbioru wszystkich oblicze sieci
wybiera zbiér oblicze bezkonfliktowych.

Poniewa definicja niezale no ci akcji zaproponowana w rozdziale 2.4 ma charakter
dynamiczny, pojawia si pytanie, czy das j wyznaczy dla dowolng sieci. W roz-
dziale 4 pokazuj , e problem wyznaczenia zachowaniowe relacji niezale no ci jest
rozstrzygalny w sieciach elementarnych i markowanych (place/transition nets), a
nierozstrzygalny w pewnych rozszerzeniach sieci markowanych.

Twierdzenie 4.6. Problem zale no ci ,,Czy dane akcjeai b s
zale ne?’ jest rozstrzygalny w klasie sieci markowanych.

Twierdzenie 4.15. Problem zale no ci jest nierozstrzygalny dla
sieci inhibitorowych, czyszcz cychi przerzuca cych.

Oba dowody zbudowane s w oparciu o problem osi galno ci. W pierwszym przypadku
bezpo rednio korzystamy z faktu rozstrzygalno ci problemu osi galno ci w sieciach
markowanych, a w drugim wystarcza nierozstrzygalno  problemu pusto ci warunku
w sieciach rozszerzonych. Okazuje si  przy okazji, e nie ma bezpo redniego dowodu
rownowa no ci problemu osi gano ci z problemem pusto ci warunku dla sieci
rozszerzonych, tak wi ¢ nierozstrzygalho osi galno ci niekoniecznie musi
implikowa nierozstrzygalno pusto ci warunku.

Innym zagadnieniem decyzyjnym, ktorym zgmuj s w tym rozdziae, jest
problem rozstrzygania, czy zachowanie dang sieci mo e by w peni opisywane
ladami. Okazuje s bowiem, e lady mog gubi pewne informacje o (lokang)
wspo bie no ci niektoérych akcji — wystarczy jeden stan, w ktorym akcjes zae ne, aby
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ju by y globalnie zale ne, pomijasi wtedy wykonania wspo bie ne w innych stanach.
Wprowadzam wi ¢ poj cie systemu o zachowaniu ladowym: jest to system, w ktorym
akcje zale ne globalnie niemog s wykonywa wspo bie nie, lub rownowa nie, je li
cho raz akcjemog s wykona wspo bie nie, tos globanie niezale ne:

Definicja 4.17. Zachowanie ladowe
Zachowanie systemu tranzycyjnego S=(A,Q,o) jest ladowe
wtedy i tylko wtedy, gdy (" a,bl A) (($ql Q) al|b) alb.

Rozstrzyganie, czy dana sie ma zachowanie ladowe, opierasi na rozstrzyganiu, czy
istnigle para akcji zale nych i lokalnie wspd bie nych. Pokazuj , e problem ten jest
rozstrzygalny w klasie sieci markowanych (dowdd wykorzystuje rozstrzygano
problemu osi galno ci).

Twierdzenie4.19. Problem ladowo ci zachowania ,Czy
zachowanie dang sieci markowang jest ladowe?’ jest
rozstrzygalny.

W rozszerzeniach sieci markowanych problem ladowo ci okazuje s nierozstrzygalny.
Do pokazania tego faktu wykorzystujemy nierozstrzygano  problemu pusto ci
warunkul.

Twierdzenie4.21. Problem ladowo ci zachowania jest nie-
rozstrzygalny dla sieci inhibitorowych, czyszcz cych i
przerzucg cych.

Wreszcie w rozdziale 5 przedstawiam dok adn hierarchi  procesdw sieci Petriego ze
wzgl du naich w a ciwo ci etyczne, przy czym procesy sieci traktowane s jako lady,
dla ktorych relacja niezale no ci  generuj ca odpowiedni  kongruencj  jest
niezale no ci zdefiniowan w podrozdziale 2.4. Pojawia s pytanie, jak przenie
definicj uczciwych oblicze na lady? Je li potraktujemy lady jako zbiory swoich
linearyzacji (podg cie przeplotowe), nasuwa si  naturalne rozrd nienie na w asno ci
egzystencjalne (jakie obliczenie procesu ma rozwa an wasno ) i uniwersane
(wszystkie obliczenia procesu mgg t wasno ). W pracy badam tak zdefiniowane
klasy procesdw ze wzgl du na sprawiedliwo , uczciwo i superuczciwo dla sieci
elementarnych i markowanych. Okazuje s, e kady rownowa nik obliczenia
superuczciwego jest superuczciwy (niezale nie od rodzaju sieci, a nawet niezale nie od
urz dzeniageneruj cegoj zyk), oraz eka dy rownowa nik obliczenia sprawiedliwego
jest sprawiedliwy w sieciach elementarnych i markowanych bezp telkowych.

Stwierdzenie5.2. W dowolnym systemie tranzycyjnym ka dy
proces egzystencjalnie superuczciwy jest uniwersalnie super-
uczciwy.
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Stwierdzenie5.6. W elementarnych sieciach Petriego ka dy
proces egzystencjanie sprawiedliwy jest uniwersanie
sprawiedliwy: uJUST = eJUST.

Stwierdzenie5.8. W bezp telkowych sieciach markowanych
uJUST =eJUST.

Mo liwe jest tak e inne podg cie do zdefiniowania pewnych w asno ci oblicze
w wergi ladowe — podej cie nieprzeplotowe, w ktorym definicje odpowiednich poj
opieragy s naw asno ciach sko czonych prefiksow ladu. Okazujesi jednak, eklasy
procesow zdefiniowane zgodnie z tym podgj ciem pokrywa sz pewnymi klasami
zdefiniowanymi przeplotowo:

Stwierdzenie 5.15. Nieprzeplotowa superuczciwo to dok ad-
nie przeplotowa superuczciwo

Stwierdzenie5.16. Nieprzeplotowa sprawiedliwo to dok ad-
nie przeplotowa sprawiedliwo  egzystencjalna.

Stwierdzenie 5.17. Nieprzeplotowa uczciwo to dok adnie
przeplotowa sprawiedliwo  uniwersalna.

Przypadek, gdy pewna w asno ma charakter egzystencjalny, ale nie uniwersany,
mo e by niepo dany z punktu widzenia praktycznego konstruowania systemu
wspo bie nego o zadanych w asno ciach. W podrozdziae 5.4 badam wp yw konfuzji na
tego rodzgu niestabilno procesow. Rozdzia ko cz  efektywne kryteria
charakteryzuj cerowno pewnych klas procesow w systemach sko czenie stanowych:
Twierdzenie 5.21 — charakteryzacja réwno ci klas procesow egzystencjalnie
uczciwych i uniwersalnie uczciwych oraz
Twierdzenie 5.22 — charakteryzacja rowno ci klas procesow uniwersalhie
uczciwych i superuczciwych.

W rozdziale 6 podsumowuj uzyskane wyniki i sygnalizuj kilka probleméw otwartych,
Zwi zanych z tematyk rozprawy.

Wi kszo wynikéw ninigjszel rozprawy zosta a opublikowanaw pracach [24, 37, 38].
Podzigkowania

Serdecznie dzi kuj mojemu promotorowi Edwardowi Ochma skiemu, za naukow
opiek , pomoc i po wi cony czas oraz kole ankom i kolegom z Torunia.
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2 Pojecia podstawowe

2.1 Sowa, jezyki, systemy tranzycyjne

Niech A b dzie sko czonym zbiorem. Monoidem wolnym generowanym przez zbiér A
nazywamy monoid (A*,%, ktorego elementami s wszystkie sko czoneci gi elementéw
zbioru A, jedynk jest ci g O-elementowy e=(), zwany ci giem pustym, a operacja
zo enia (konkatenacji) jest okrelona nast puj co: jeli x=(Xg, X2,..., X),
y=(Y1, ¥2,--., Ym) (N, M3 0), to X¥=(X1, X2,..., Xn, Y1, Y2,---, Ym). Nawiasy, przecinki i znak
operacji zo enia b d zawsze pomijane, tak wi ¢ powy sze ci gi X, yi xy bd
zapisywane jako X=XiXp...Xn, Y=Y1Y2...Ym | Xy=X1Xo...XnY1Y2...Ym. ZbiOr A nazywamy
alfabetem, elementy A — literami, elementy A* —s owami, apodzbiory A* —| zykami.

W pracy b dziemy te rozwa a sowaniesko czone nad afabetem A, zbior takich
niesko czonych s6éw oznaczamy przez A", natomiast A¥ = A*EA" jest zbiorem
wszystkich (sko czonych i niesko czonych) s6w nad A. Sowo ul A* jest
(sko czonym) prefiksem s owa wl A¥ (oznaczenie: u ""w) wtedy i tylko wtedy, gdy
istnigje sowo vi A* takie, e w=uv. Dla sko czonego sowa ul A* jego niesko czone
powtérzenie uuu... b dzie oznaczane przez u". Operacja z 0 enia w A’ jest operac]
cz ciow : uvjest okre lone, gdy ul A*, vi A,

Dugo sowawl A* oznaczamy symbolem |w], gdzie wj=n U wi A", dia nl IN.
Je li wi A" (jest sowem niesko czonym), to piszemy |w|=w. Liczb wyst pie litery
al A w sowie wi A¥ oznaczamy symbolem |wl, i piszemy [wl=w, jeli litera a
wyst puje w sowie w niesko czenie wiele razy. Alfabetem sowa wi A* nazywamy
zhior Alph(w)={al A |wi A*aA*}, czyli zbidr liter wyst puj cychw s owiew.

Przez Pr(w) oznacza b dziemy zbior wszystkich sko czonych prefiksow s owa
wi A¥, czyli Pr(w)={ul A* |[u "w}. Przez Pr(L) dlaLi A¥ b dziemy oznacza zbiér
wszystkich sko czonych prefiksow s éw j zyka L, czyli Pr(L)=U{Pr(w) | wi L}. J zyk
Li A* nazywamy prefiksowo domkni tymwtedy i tylko wtedy, gdy Pr(L)=L.

DlaLi A* oznaczamy: L" = {wi A"| Pr(w)i Pr(L)} oraz L¥ = Pr(L)EL".

Sowo ul L jest rozszerzalne (w prefiksowo domkni tym j zyku L) wtedy i tylko
wtedy, gdy ($al A ual L, anierozszerzalne w przeciwnym przypadku. Lewostronnym
ilorazem | zykalLi A* przez sowowl A* nazywamy zbiér Liw={ul A*;wul L}.

W pracy b dziemy zgmowa s gownie j zykami prefiksowo domkni tymi
generowanymi przez pewne systemy wspoé bie ne, w szczegdlno ci rozwa ane b d
j zyki sieci Petriego. Niektére wyniki jednak b d prawdziwe dla | zykow
generowanych przez dowolne systemy tranzycyjne. Przypomnijmy wi c definicj
systemu tranzycyjnego:

Definicja 2.1. System tranzycyjny (deter ministyczny)
Systemtranzycyjny to tréjka (A, Q, do), gdzie:

Ajest sko czonym zbiorem akgji,

Q jest przeliczalnym zbiorem standw,

- stangl Qtocz ciowafunkcjaq: A® Q,

ol Q jest stanempocz tkowym.
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Mo na rozwa a niedeterministyczne systemy tranzycyjne, w ktorych stany s

relaciami w A" Q. Deterministyczne systemy tranzycyjne b d jednak cakowicie
wystarcza) ce dla potrzeb tg pracy, gdy wszystkie sieci Petriego ma)

deterministyczn natur (je li wykonanie akcji a w stanie M prowadzi do stanu M', to
stan M' jest zawsze jednoznacznie okre lony).

Systemy tranzycyjne przedstawiane b d w postaci graféw skierowanych, ktrych
wierzcho kami s elementy Q, kraw dzie za s etykietowane literami alfabetu A. Ze
stanu q; istnige kraw d o etykiecie a do stanu g, wtedy i tylko wtedy, gdy g.(a) jest
okre lonei qi(a)=0..

W definicji stany s funkcjami okre lonymi na A, w naturalny jednak sposéb
mo emy je rozszerzy do funkcji okre lonych na A*. Wtedy q: A*® Q, gdzie: q(e)=q
dla ka dego qi Q, i (" uvl A*) g(uv)=q(u)(v), je li q(u) i g(u)(v) s okre lone, a w
przeciwnym przypadku q(uv) jest nieokre lone. Od tego momentu b dziemy patrze na
stany w tym szerszym znaczeniu.

Zapis g(u)=q(v) oznacza, e q(u) i q(v) s okrelone i rowne, lub e oba s
nieokre lone. System tranzycyjny (A Q, qo) ma wasno diamentu wtedy i tylko
wtedy, gdy dla ka dego gl Q i dowolnych a,bl A jeli g(ab) i g(ba) s okre lone, to
q(ab)=q(ba).

Stany osi galne. Stan ¢ jest osi galny ze stanu g wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
wl A* takie, e q(w) jest okre lonei q(w)=q. Stan ' jest osi galny, je li jest osi galny
ze stanu pocz tkowego qo. Zak adamy od tego momentu, e wszystkie stany z Q s
os gane.

Obliczenia w systemach tranzycyjnych. Niech S=(A Q, qo) b dzie systemem
tranzycyjnym. Mowimy, e ci g wi A* jest umo liwiony w stanie gl Q wtedy i tylko
wtedy, gdy q(w) jest okre lone. Obliczeniem sko czonym w S jest ka de sowo
sko czonewl A*, ktére jest umo liwione w stanie ¢. Obliczeniem niesko czonymw S
jest ka de niesko czone sowo ajay...1 A", ktérego ka dy sko czony prefiks jest
obliczeniem w S Zbior L(S wszystkich sko czonych oblicze w S nazywamy
sekwencyjnym zachowaniem (lub j zykiem) systemu S (lub generowanym przez S).
Z definicji wynika, eL(S) jest prefiksowo domkni ty.

Zauwa my, e poniewa stany s funkcjami, to systemy tranzycyjne (w ninigjsze
pracy) s deterministycznei ka de obliczenie sko czone majednoznacznie wyznaczony
stan ko cowy, jak i ci g stanow po rednich.

Systemy kanoniczne dla j zyka. Dla ka dego niepustego prefiksowo domkni tego
j zyka LI A* mo emy okre li jego minimalny system tranzycyjny S= (A, Q, to), gdzie
stany s uto samione z niepustymi lewymi ilorazami j zykal.:

Q={L/w; wi A*} 0o =L/e
Dla dowolnego g=L/wi Q i dowolnego ul A* stan g(u) jest okre lony, je li L/wut /i
wtedy g(u)=L/wu.

12
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System S b dziemy nazywa kanonicznym systemem tranzycyjnym dla j zyka L.
Dowolny j zyk mo emy traktowa jako zachowanie sekwencyjne jego Systemu
kanonicznego.

Przez IN b dziemy oznacza zbior liczb naturanych IN ={0,1,...}. Wielozbiorem nad
zbiorem X nazywamy funkcj f: X  IN. Nawielozbiorach nad tym samym zbiorem X
okre lamy dzia aniamnogo ciowew nast puj cy sposob:
- suma dwdch wielozbiorow f i g to taki wielozbior h=fEg, e h(X)=f(x)+g(X) dla

dowolnego xI X;

ré nica dwoch wielozbiorow f i g to taki wielozbiér h=f-g, dla ktérego

h(x)=max(f(x)- g(x),0) dladowolnego xi X;

cz  wspolna dwaoch wiglozbiorow f i g to taki wielozbidr h=fCg, dla ktérego

h(x)=min(f(x),g(X)) dladowolnego xi X;

relacjainkluzji: fl g wtedy i tylko wtedy, gdy f(X)Eg(X) dladowolnego xi X.

2.2 Sieci Petriego

Sieci Petriego zosta 'y zaproponowane przez C. A. Petriego w 1962 roku jako narz dzie
opisu dyskretnych systeméw rozproszonych. Pozwala one modelowa systemy
wspo bie ne, stanowi te wygodny aparat matematyczny do opisu i badania
specyficznych aspektow zachowaniatych systemow.

Podstawowe, z teoretycznego punktu widzenia, klasy sieci Petriego to Sieci
elementarne i sieci markowane. Naich bazie konstruuje si  bardzigl z 0 one sieci, takie
jak sieci kolorowane, obiektowe, priorytetowe, czyszcz ce, inhibitorowei inne.

2.2.1 Sieci elementarnei markowane

Definicja2.2. Se , sie elementarna, se markowana
Sieci nazywamy trojk N = (A, P, F), gdzie
- Ai P s sko czonymi zbiorami roz cznymi; elementy zbioru A nazywamy
akcjami, elementy zbioru P - warunkami;
- Fl (A P)E(P A)jestrelacj binarn , zwan relacj przep ywu.
Sieci elementarn nazywamy par (N,Mg), gdzie N jest sieci , Mol P jest stanem
pocz tkowym;
Sieci markowan nazywamy par (N,Mg), gdzie N jest sieci , stan pocz tkowy Mg
jest wielozbiorem nad P.

Oznaczenia. Dla dowolng akcji al A zbidr {pl P |pFa} oznacza b dziemy przez -a
(lub in(@)) i nazywa zbiorem warunkow wej ciowych akcji a, za zbior {pl P | aFp}
oznacza b dziemy przez a- (out(a)) i nazywa zbiorem warunkow wyj ciowych akcji a.
Przez -a- oznacza b dziemy zbidr wszystkich warunkéw (wej ciowych i wyj ciowych)
zwi zanych z akcj al A, czyli ‘a- = -aEa. Sie nazywamy bezp telkow , je li nie
zawiera warunkow, ktore s jednocze nie we ciowe i wyj ciowe dla pewng akcji, tzn.
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(" al A)-aCa =/ Zgodniez przyj tymw literaturze zao eniem przyjmujemy, e sieci
elementarnes bezp telkowe.

Sieci jako grafy. Sieci b d przedstawiane w postaci skierowanych grafow
dwudzielnych, ktorych wierzcho kami b d elementy AEP, kraw dziami za elementy
relacji F. Akcjeb d oznaczane kwadratami, a warunki k6 kami. Stany b d oznaczane

etonami w warunkach — w sieciach elementarnych mo e by co ngjwy ¢ jeden eton
w danym warunku, w sieciach markowanych —wi cg.

Stany przechowuj informacj o rozk adzie etondéw w ka dym warunku w danym
momencie dziaania sieci. W sieciach elementarnych stan M jest zbiorem warunkow
posiadg) cych eton, w sieciach markowanych M(p) jest ilo ci  etondéw w warunku p
w stanie M. Stany sieci elementarnych mo emy tak e traktowa jako funkcje — o
warto ciach w zbiorze {0,1}, tzn. M: P® {0,1}. Czasami wygodnigj b dzie zapisa
cay stan w postaci wektora [M(p1), M(p2), ..., M(p«)], gdzie py, ..., px S wszystkimi
warunkami danej sieci.

Dziaanie sieci elementarnych. Niech N=(AP,F,Mo) b dzie sieci elementarn .
Mowimy, e akcja al A jest umo liwiona w stanie Mi P wtedy i tylko wtedy, gdy
(" pl -a) M(p)=1 oraz (" pl a') M(p)=0. Akcja umo liwionamo e by wykonana, ajg
wykonanie zmienia stan globalny sieci; nowym stanem jest M¢=(M- -a)Ea.

Dzia anie sieci markowanych. Niech teraz N=(A,P,F,Mp) b dzie sieci markowan .
Méwimy, e akcja al A jest umo liwiona w stanie M IN® wtedy i tylko wtedy, gdy
(" pl -a) M(p)®1. Wykonanie w stanie M akcji umo liwiong prowadzi do stanu
M¢=(M- -a)Ea —itymrazems to operacje nawielozbiorach.

Zapis MaM¢ oznacza b dzie (w dowolng klasie sieci), e akcja a jest umo liwiona

w stanie M, a jg wykonanie prowadzi do stanu M'. Takie pojedyncze wykonanie akcji

umo liwiong b dzie nazywane krokiem sekwencyjnym. Zapis Ma b dzie oznacza fakt,
eakcjaajest umo liwionaw stanie M.

Wykonanie akcji w sieciach Petriego — przyk ad

Sie elementarna: Sie markowana

®\ /® O\ /O Q\[Q O\[Q
O 0t 0J

[]
) | | |
O O O, €

Rys. 1. Przyk ady dzia aniasieci elementarnych i markowanych
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Poj cie umo liwienia pojedyncze akcji mo emy w naturalny sposdb rozszerzy na
umo liwienie ci gu akcji wi A*. Moéwimy, e ci g w=wi..wa A* (Wi A) jest
umo liwiony w stanie M i jego wykonanie prowadzi do stanu M¢(piszemy MwM4, je li
MwiM1, Miw.May, ..., Mpaw,M' dla pewnych (jednoznacznie okre lonych) stanéw
PO rednich My, My,..., Mn.1.

Méwimy, eci gakcji w=w...w,l A* jest umo liwiony w sieci N=(A,P,F,My), je li
jest on umo liwiony w stanie pocz tkowym M. Takie ci gi umo liwione w dangj sieci
b dziemy nazywa obliczeniami tg sieci. Czasami zamiast zapisu w;...w, wygodnie
b dzie wymieni wszystkie stany po rednie i zapisa Ci g Wi..w, W postaci
MwiMiwWoMo. .. Mp WM. Stany M, M, My, ..., My, M' b d nazywane stanami
obliczenia wi A*. J zyk L(N) sieci N to zbior wszystkich oblicze tej sieci, czyli
L(N)={ wi A* | ($M) MowM}.

Stany os galne. Niech N=(AP,F,My) b dzie (elementarn lub markowan ) sieci
Petriego. MOwimy, e stan M¢jest osi galny ze stanu M wtedy i tylko wtedy, gdy
($wi A*) MwM¢ Stan M nazywamy osi galnym w sieci N wtedy i tylko wtedy, gdy M
jest os gany ze stanu pocz tkowego M. Zbidr wszystkich standw osi galnych
zapisywa b dziemy jako RS(N), lub krétko RS przy ustalong sieci N (z ang. reachable
states).

Graf os galnoci. Grafem os galno ci sieci N=(AP,F,My) nazywamy par
RG=(G,My), gdzie RS A" RSEG={(M,a,M¢ | Mi RSUMaM¢ .

Wierzcho kami grafu osi galno ci s stany os gane RS, kraw dzie s etykietowane
akcjami sieci. Dok adnigj: z wierzcho ka M prowadzi kraw d do wierzcho ka M¢
etykietowana akcj a wtedy i tylko wtedy, gdy M jest stanem os galnym z My, akcja
al Ajest umo liwionaw stanie M, apo je wykonaniu sie przechodzi do stanu M¢

Przyk ad 2.3 Se ijg graf os galno ci
1 4

/@v\ 3 %
[a] [o] =@ —[c] [d]
\AQ/ \Q/v

Rys. 2. Se elementarnaN

Zbiorem akcji tg sieci jest A={a,b,c,d}; zbiorem warunkow jest P={1,2,3,4,5}. Stany
sieci zapisywa b dziemy w postaci ci gow warunkéw (np. stan pocz tkowy {1,3,4}
b dzie pisany jako 134). Zbiorem stanéw osi galnych sieci N jest RS={ 134, 234, 15,
25, 14, 135, 24, 235} . Graf osi gano ci RG tg sieci wygl danast puj co:
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C_134 D

a C
g 234 > b
d ¢ a d
EED C 14 D
a D d a
C1s > 24

Rys. 3. Graf os galno ci sieci N

Dla sieci markowanych stany b dziemy przedstawia réwnie w postaci ci géw
warunkow, w ktérych niektore warunki mog s powtorzy , np. na Rys. 40 (Przyk ad
5.9) wielozbior {2,4,5,5} jest przedstawiony na grafie osi gano ci jako 2455. Czasami
b dzie wygodnig) przedstawi stan sieci markowang w postaci wektora — wtedy
b dziemy u ywa notacji z uko nikami, np. na Rys. 13 (Przyk ad 2.32) napis 1/3
oznacza stan, w ktorym pierwszy warunek mal eton, adrugi —3 etony.

Na stanach, reprezentowanych jako wektory, okre lamy cz ciowy porz dek:
MEM' U Mi M' (jako wielozbiory) U (" pi P) M(p)EM'(p). Zapis M<M' oznacza
b dzie, e MEM' oraz M* M'.

Graf osi galno ci jako automat. W sieciach elementarnych liczba stanw osi galnych
niemo eby wi kszani liczba 2P wszystkich podzbioréw zbioru P, jest wi ¢ zawsze
sko czona. Graf osi galno ci jest zatem zawsze grafem sko czonym. Traktuj ¢ go jako
automat sko czony nad A*, ze zbiorem standw RS, stanem pocz tkowym Mg i caym
RS jako zbiorem stanéw ko cowych wnioskujemy, e dla ka degj sieci elementarngl N
zhidr L(N) jg sko czonych ci gow wykona jest regularnym podzbiorem A*.

W sieciach markowanych natomiast liczba stanbw osi ganych mo e by
niesko czona, co daje niesko czony graf osi galno ci. Grafy osi galno ci mog by
wtedy traktowane jako systemy tranzycyjne o przeliczalng liczbie stanéw. Istnieg)
jednak sieci markowane, ktorych grafy osi galno ci s sko czone. Dla ka dg takig
sieci istnigje pewna staa cl IN ograniczg ca liczb  etonéw w ka dym warunku:
(" M RS)(" pl P) M(p)<c, diatego nazywanes one sieciami ograniczonymi.

»Diamentowo " podstawowych sieci Petriego jest bardzo wa n cech , u atwig ¢ ich
badanie i cz sto wykorzystywan w dowodach innych w asno ci tych sieci. Z kolei
»,Mmoc” rozszerzonych sieci Petriego jest po rednio zwi zana z zaburzeniem tej
w asno ci. Przypomnijmy najpierw definicje wasno ci  diamentu w dwaoch
podstawowych wergach — silng i sabgj. Niech a, b b d akcjami, a M, M' — stanami
sieci.

a M b a M b
Silnaw asno diamentu: / \1 (Saba) wasno diamentu: l/ \1
Je li MabM¢i Mb, to MbaMd:\l /7 Je li MabM¢i MbaM2, to M¢&M2, b\/ \/
b L,/'a a

M

M= M"
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Oczywi cie silna w asno diamentu implikuje sab . W dalszgf cz ci pracy przez
»,Wasno diamentu” b dziemy rozumie sab w asno diamentu.

Fakt 2.4. Sieci elementarne i bezp telkowe sieci markowane mg siln  w asno
diamentu.

Dowdd. Najpierw poka emy, eje li Ma UMb UMab, to Mba: Je li Ma UMb U @Mba,
to istnigje warunek pl -a, taki, e M(p)=1 i Mb(p)=0. Zatem pl -aC'b, poniewa
Ma(p)=0 (bo sie jest bezp telkowa), zatem @Mab. Sprzeczno .

Teraz poka emy, e Mab=Mba. Z definici Mab = ((M--a)Ea)--b)Eb =
(M- -b)Eb-)- -a)Ea = Mba. -

Przyk ad 2.5. Fakt 2.4 nie zachodz dla sieci markowanych zp telkami

E‘O b |

Rys. 4. Zachodzi Ma, Mb i Mab, ale nie Mba

Fakt 2.4 (nawet w wergii zesab w asno c¢i  diamentu) nie zachodzi te dlawi kszo ci
rozszerze sieci podstawowych (zob. Przyk ad 2.7).

2.2.2 Rozszer zenia sieci elementarnych

Sieci bezpieczne (safe nets) s uogdlnieniem sieci elementarnych, wprowadzonym
przez BadouelalDarondeau w [2]. W sieciach tych oprocz zwyk ych ukéw od akcji do
warunku (nazwijmy je ,out”) i z warunku do ak¢ji (,in”), dopuszczane s uki innych
typow. uki ,set” (,reset”) wstawig (usuwg ) eton zwarunku niezale nie od jego
poprzednigj zawarto ci. uki ,read” (,inhib”) sprawdza , czy jest eton (czy nie ma
etonu) w warunku. uki ,swop” zmienigj zawarto placu na odwrotn do zastang —
jeli by eton, to czyszcz plac, jeli nie by o, to wstawig  eton. Notacja i
terminologiajest opartana[2].

oo o o O

T e e
o O O O 0O o o

out set reset swop in read inhib nop
Rys. 5. Graficzna reprezentacja ukéw w sieciach bezpiecznych
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Definicja2.6. Se bezpieczna
Sieci bezpieczn nazywamy czwork N = (A, P, F, My), gdzie
- Ai Ps sko czonymi zbiorami akcji i warunkow;
-F:A"P ® {in, out, set, reset, read, inhib, swop, nop} jest funkcj przep ywu,
opisuj ¢ rodza ukupomi dzy dan akcj awarunkiem;
- Mol P jest stanem pocz tkowym.
Pojemno  warunkow jest ograniczona do 1, jak w sieciach elementarnych. Dla sieci
bezpiecznych b dziemy u ywa oznaczenia in(a) dla zbioru wszystkich warunkéw
wg ciowych akgji a: in(a)={pl P |F(a,p)=in} i analogicznie out(a), set(a), reset(a),
read(a), inhib(a) i swop(a).

Dzia anie sieci bezpiecznych. Niech N=(A,P,F,Mo) b dziesieci bezpieczn . Mowimy,
e akga al A jest umo liwiona w stanie Mi P wtedy i tylko wtedy, gdy
in(@)Eread(a)l M i (out(a)Einhib(a))CM=/A Wykonanie w stanie M umo liwionej
akcji a zmienia stan sieci; nowym stanem jest stan Mé&ME out(a) E set(a)—in(a)—reset(a)
E swop®M(a) — swop™™(a), gdzie swop®™(a) oznacza te warunki po czone ukiem typu
,Swop” z akcj a, ktére s puste w stanie M: swop®™(a)={pi P | F(a,p)=swop U
M(p)=0} i anaogicznie swop™™(a)={pi P | F(a,p)=swop UM(p)=1}.
Umo liwienie ci gu akcji, j zyk sieci, zbior stanéw osi galnych, graf osi galno ci
— s zdefiniowane tak samo jak dla sieci elementarnych. Podobnie jak dla sieci
elementarnych, grafy osi galno ci sieci bezpiecznych s zawsze sko czone.

Sieci bezpieczne pozwalgg na modelowanie zjawisk, ktére nie mog wyst pi
w sieciach elementarnych. Na przyk ad sieci elementarne magj w asno  diamentu,
podczas gdy w sieciach bezpiecznych osi galny jest stan umo liwig cy zarbwno ci g
ab, jak i ba, jednak prowadz onedo ré nych standw.

Przyk ad 2.7. Brak w asno ci diamentu w sieciach bezpiecznych
202 A
O O—
Rys. 6. Mbai Ma, ale nie Mab Rys. 7. Mab i Mba, ae { p} =Mab* Mba=/

Zauwa my ponadto, e j zyki powy szych sieci nie mog by wygenerowane przez
sieci elementarne. Je li jednak dopu cimy p telki w sieciach elementarnych, to istnige
sie elementarna generuj caj zyk sieci z Rys. 6, deju | zyk L=((aEb)*bc)* (aE b)*
sieci zRys. 7 — nie, nawet je li dopu cimy p telki. Wi cg nawet — nie istnigje sie
markowana generuj catakij zyk, poniewa abcl L, bal L, alebaci L.
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2.2.3 Rozszer zenia sieci mar kowanych

Rozszerzeniem klasy sieci markowanych nazywa b dziemy ka d klas sieci, w kto-
rych dopuszczalne s klasyczne uki we ciowe i wyj ciowe (jak w sieciach markowa
nych) i ponadto jakie dodatkowetypy ukéw, specyficzne diadangj klasy.

Jednym z takich rozszerze s sieci z wagami.

Definicja2.8. Se markowana z wagami

Sieci markowan zwagami nazywamy czwork N = (A, P, F, M), gdzie
- Ai Ps sko czonymi zbiorami akcji i warunkow;
-F:A"PEP"A® IN jest funkcj przepywu, opisuj ¢ wag: ilo  etonéw
potrzebnych do wykonania dang akcji lubilo  etonéw umieszczanych w warunku
po wykonaniu dangj akcji;
- stan pocz tkowy Mg jest wielozbiorem nad P.

Oznaczenia. Wagi b d oznaczane na rysunkach liczbami naturalnymi obok
odpowiednich ukéw, brak liczby obok uku oznaczawag 1, brak uku oznaczawag O.
Podobnie jak w sieciach bez wag przyjmujemy oznaczenia zbioréw warunkéw
weg ciowych i wyj ciowych diaustalongj akgji al A:

-a={pl P |F(p,a)>0} a ={pl P|F(ap)>0} ‘a = aEa

Dziaanie sieci markowanych z wagami. Niech N =(AP,F,My) b dzie sieci
markowan z wagami. Méwimy, eakcjaal A jest umo liwiona w stanie Mi IN® wtedy
i tylko wtedy, gdy (" pi -a) M(p)3 F(p,a). Wykonanie w stanie M akcji umo liwiong
Zmienia stan sieci; nowym stanem jest stan M¢okre lony nast puj co:

(" pl P) M&p) = M(p)- F(p,a)+F(a,p).

Dla ka dg sieci z wagami mo na skonstruowa sie bez wag symuluj ¢ |
zachowanie (Starke [44]). To rozszerzenie jest jednak u yteczne i wygodne dla
zastosowa .

Klasami sieci istotnie poszerzaj cymi mo liwo ci sieci markowanych s mi dzy
innymi sieci czyszcz ce (reset nets), inhibitorowe (inhibitor nets) i przerzuca ce
(transfer nets).

Definicja 2.9. Seci czyszcz ce, inhibitorowe, przerzucaj ce
Seci czyszez ¢ (odpowiednio inhibitorow , przerzucaj ¢ ) nazywamy czwork
N = (A P, F, My), gdzie
AiPs sko czonymi zbiorami akcji i warunkéow;
stan pocz tkowy My jest wielozbiorem nad P;
F jest funkcj przep ywu:
- dlasieci czyszcz cych
F: A"PEP"A® IN E{reset} oraz F(P,A) | IN;
- dlasieci inhibitorowych
F: A"PEP"A® IN E{inhib} oraz F(AP) 1 IN;
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- dlasieci przerzucg cych
F:A"PEP"A® INEPoraz (" pl P)(" al A) F(p,a)i INE{p} i
(" pl P)(" al A) (F(p,2)=pU (3l P) F(a,a)=p).

Z przyczyn technicznych przyjmujemy, e kade dwa w zy sieci s po czone
ngwy ¢ jednym ukiem, czyli (" pl P)(" al A) F(p,a)=0 U F(a,p)=0.
Oznaczenia:
-a={pl P |F(p,a)l INiF(p,a)>0} a={pl P|F(a,p)l NiF(ap)>0}
reset(a)={pl P | F(a,p)=reset} inhib(a)={pl P | F(p,a)=inhib}

Dzia anie sieci czyszcz cych. Definicjaumo liwienia akcji a w stanie M jest taka sama
jak dla sieci markowanych z wagami: (" pl -a) M(p) 3 F(p,a). Dziaanie sieci jest nieco
inne — uk typu ,reset” czy ci warunek niezale nie od jego poprzednigj zawarto ci,
zatem stan M' po wykonaniu akcji aw stanie M jest nast puj cy:

M'(p) =<0 je li pl reset(a)
M(p)- F(p,a)+F(a,p) w przeciwnym przypadku

Dzia anie sieci inhibitorowych. Akcja a jest umo liwiona w stanie M, je li warunki
we ciowe mg odpowiedni ilo etondw, a inhibitorowe s puste: (" pl -a)
M(p) 3 F(p,a) i (" pl inhib(@)) M(p)=0. Dziaanie sieci jest takie samo jak dla sieci
markowanych z wagami: M'(p) = M(p)- F(p,a)+F(a,p).

Dzia anie sieci przerzucaj cych. Akcja a jest umo liwionaw stanie M, je li (" pl -a)
M(p) 2 F(p,a). Dziaanie sieci jest nieco inne ni  w sieciach markowanych — uk
przerzucg cy przenosi zawarto jednego warunku do innego, zatem stan M' po
wykonaniu akcji aw stanie M jest nast puj cy:

0 je li F(p,a)=p
M'(p) =< M(p) + M(q) jeli F(ap)=q
M(p)- F(p,a)+F(a,p) w przeciwnym przypadku

Sieci markowane i wymienione wy € rozszerzeniamo nawyrazi w ramach ogélnego
modelu tzw. sieci samomodyfikuj cych (self-modifying nets), zaproponowanych przez
Vaka [45], badanych i uogllnionych w [15]. S to sieci ze zmiennymi wagami,
zale nymi od aktualnych zawarto ci wszystkich warunkéw. Nie przytaczamy ich
formalnych definicji, gdy nieb d onerozwa anew rozprawie.

W dalszg cz ci pracy wa n rol odgrywa b dziew asno diamentu. Wiemy, e
sieci elementarne i bezp telkowe markowane maj siln wasno diamentu (Fakt 2.4),
awi cte sab . awo pokaza, edowolne sieci markowanei sieci inhibitorowe mgj
sab wasno diamentu. Pozostae rozwa ane w rozprawie rozszerzenia (Siec
bezpieczne, czyszcz ce, przerzucg ce) niema w asno ci diamentu.
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2.2.4 Konflikty w sieciach Petriego

Bada c sieci Petriego, rozwa a s zarOwno ich w asno ci statyczne (zwi zane ze
struktur sieci), jak i wasno ci dynamiczne (zwi zane z zachowaniem sieci). Te
ostatnieb d nas szczegdlnie interesowa .

Jedn z wielu sytuacji dynamicznych, wyst puj cych w trakcie dziaania sieci, jest
konflikt. W sieciach elementarnych [42] definiuje si  konflikt jako stan, w ktorym dwie
akcje s umo liwione i ubiegg s 0 wspdlny zasob, tzn. mg wspdlny warunek
weg ciowy lub wyj ciowy. W sieciach elementarnych je li akcje maj wspolny warunek
(oboj tnie — we ciowy lub wyj ciowy), to wykonanie jedngj powoduje uniemo li-
wienie drugigj, ta definicja jest wi ¢ zupe nie odpowiednia. W sieciach markowanych
sytuacjajest ju nieco bardzig z 0 ona. Rozwa my nast puj ¢ se :

Przyk ad 2.10. Wspdlny warunek a niezale no
b

@

Rys. 8. Sie markowana, w ktorej dwie akcje maj wspdlny warunek,
jednak mog s wykona niezale nie

Rzeczywi cie, obie akcje ubiegaj S 0 ten sam zasob, jednak ten zasdb jest na tyle
duy, eakcjemog s wykona bezkonfliktowo: dla stanu M z Rys. 8 zachodzi Mab i
tak e Mba oraz oba stany wynikowe s réwne. Tak sytuacj uzngemy za
bezkonfliktow .

Widzidi my ju (Przyk ad 2.7), ew sieciach bezpiecznych zachodz zjawiska nie
spotykane w sieciach elementarnych i markowanych. Oba przypadki (Rys. 6 i 7)
uzngjemy zakonfliktowe, gdy kolgno wykonaniaakcji wp ywanastan ca € Sieci.

Wymienione wy € warunki sk adgj s nanast puj ¢ ogdln definicj konfliktu,
obowi zuj ¢ w dowolng klasie sieci Petriego (i ogdlnigg — w dowolnym systemie
tranzycyjnym):

Definicja 2.11. Konflikt, stan konfliktowy, konfliktowe obliczenie
Niech (A,P,F,Mo) b dziesieci (dowolnego typu).
- Akcjeabl As w konflikcie w stanie M (piszemy M[a#b]) je li
(atb S 1o ne,
i (2)MaUMb obieumo liwionew stanie M,
i (3) OMab U@Mba UMabt Mba  jeden zci gow ab, ba nie jest umo liwiony
w M lub obaprowadz doré nych stanow.
Stan M jest stanem konfliktowym je li ($a,bl A) M[atb].
Krok MaM ¢jest krokiem konfliktowym je li ($bl A) M[atb].
Obliczenie Mga;M1a,Ms... jest konfliktoweje li ($i3 1) ($bl A) Mi.1(ai#b),
tzn. je li zawiera konfliktowy krok.
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Stan (krok, obliczenie) nazywamy bezkonfliktowym, je li nie jest konfliktowe.

W rozdziae 3 zggmiemy si  problemem zapewniania bezkonfliktowego dzia ania sieci.

2.3 $lady i jezyki $lad6w

U ytecznym narz dziem matematycznym do badania zachowania sieci Petriego
z uwzgl dnieniem przemienno ci niektorych akcji (akcji niezale nych — zob. nast pny
podrozdzia) s monoidy ladow.

Monoidy wolnecz ciowo przemienne (free partially commutative monoids) po raz
pierwszy pojawiy s w literaturze w roku 1969 jako narz dzie do badania
przeksztace sow (Cartier/Foata [6]). Osiem lat pod nig (Mazurkiewicz [32]) zostay
zaproponowane jako matematyczne narz dzie do badania i opisu dzia ania systeméw
wspo bie nych, pod dzi u ywan nazw monoidy ladow (trace monoids).

Definicja 2.12. Alfabet wspd bie ny

Alfabet wspd bie ny (A,l) to alfabet sko czony A z symetryczn i antyzwrotn relac
niezale no ci 1l A" A. Uzupe nieniem relacji | jest symetryczna i zwrotna relacja
D=A" A, zwana relacj zale no ci. Relacj t rozszerzamy na sowa w nast puj cy
sposob: (" uwl A*) ulw U Alph(u)” Alph(Wi I, st duDw U Alph(u)” Alph(v)CD* /&

Alfabet wspé bie ny przedstawiamy graficznie w postaci grafu zale no ci (AD),
w ktorym wierzcho kami s litery alfabetu, akraw dzie cz litery zale ne.

Definicja 2.13. Relacja wyprowadzenia

Niech x, yl A*. Wyprowadzeniem z x do y wed ug relagji | (oznaczenie: x --->y)
nazywamy Ci g Wo,Wi,...Wn SOW z A* taki, e we=X, Wy=y oraz (" i=1,...,n) (W.1=w; U
($(a,b)l 1) ($u,vi A*) wiy=uabv Uw=ubav).

Zauwa my, e jeli x--->y, to tak e y--->Xx, poniewa relacja niezae no ci | jest
symetryczna. Zatem mo emy okre li relacj réwnowa no ci s Ow nast puj co:

Definicja 2.14. Relacja réwnowa no ci

Moéwimy, e dwa sowa x,AyT A* s rownowa ne, je li jedno mo na wyprowadzi z
drugiego: x»y U x--->y U y-->X

Relacja » jest kongruencj w monoidzie wolnym A*.
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Definicja 2.15. Monoid ladow

Monoidem ladéw M(Al) (lub A*/l) nazywamy monoid ilorazowy A*/». Elementy
monoidu ladéw nazywamy ladami, apodzbiory — j zykami ladow.

Zauwa my, e M(A,/A)=A*, czyli monoid wolny A* jest szczegdlnym przypadkiem
monoidu ladow (w ktorym ka de dwielitery z As zae ne).

Zgodnie z powy sz definicj , lady to klasy abstrakcji relacji »; ka da taka klasa
zawiera sko czon liczb elementéw rowng d ugo ci (dwa sowa nae do tgf same)
klasy abstrakgji, je li jedno powstaje z drugiego przez sko czon ilo przestawie
s siaduj cych liter niezale nych). Mo nawi c okre li dugo ladu al M(Al) jako
wspoln dugo jego elementow: je li a=[w] dla pewnego wl A*, to |aj=|w|. Elementy

ladu b dziemy nazywa linearyzacjami tego ladu.

W naturalny sposob mo emy zdefiniowa operacje, wi ce j zyki ladow z
j zykami s O6w:

Morfizm kanoniczny [: A* ® M(Al)

przypisuje ka demu sowuwl A* lad [w]l M(A,).

Obraz kanoniczny [4: 2 ® 2MAD )

przypisuje ka demuj zykowi LI A* j zyk ladow [L]={[w] |wi L} M(A,).

Sp aszczenieU: 2VAY @ 2

przypisuje ka demu j zykowi ladéw Ti M(A,l) sum mnogo ciow jego ladow

uT={wl A* |[w]l T}.

Domkni cieCl: 2¥ ® 2

przypisuje ka demuj zykowi LI A* zbior wszystkich s dw rownowa nych

jakiemu sowu z L: ClI(L)=U[L]={wl A* | ($vI L) w»V}.

Nast puj ce zwi zki mi dzy wy ¢ zdefiniowanymi operaciami s w wi kszo ci
oczywiste:
UIL]=CI(L) [LI=[CI(L)] [UIL]]=[L] [LELG=[L]E[L]
CI(LEL®=CI(L)ECL(L9 CI(CI(L))=CI(L)  CI(U[L])=UILD)

Wan rol w badaniuj zykéw ladow odgrywatak e porz dek s ownikowy. Pozwala
on jednoznacznie reprezentowa lady zapomoc s éw minimalnych.

Definicja 2.16. Porz dek s ownikowy

Niech A b dzie sko czonym afabetem, uporz dkowanym liniowo przez relacj <.
Porz dek ten rozszerzamy do porz dku liniowego £ na A*, zwanego porz dkiem
S ownikowym, w sposob nast puj cy:

(" ul A" e<u

(" uv A*) (" abl A)au<bv U a<b U (a=b Uu<v)

(" uvl A*)utv U u<vUu=v
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Definicja 2.17. Minimalna reprezentacjaj zyka
Niech M=M(A|l) i niech al M. Przez Lex(a) oznacza b dziemy najmnigszy
(wzgl dem £) element ladu a:
Lex@)=u U ul aU(" Wl a) ufEw

Lex(a) nazywa b dziemy minimalnym reprezentantem ladu a. Je li TI M(A)) jest
j zykiem ladow, to przez Lex(T) oznacza b dziemy minimaln reprezentacj | zyka
T, czylij zyk s ow A

Lex(T) ={Lex(a) |al T} =UTCLex(M)

Definicja 2.18. Rzutowanie
DlaXi A rzutowaniem na X nazywamy morfizm P A*® X* wycierg cy litery z A- Xi
pozostawigj cy litery z X. Formalnie: Px(a) =a, je li al XiPx(@) =g jelial X.

Lemat 2.19. O rzutowaniu
Niech M=M(A,1) i niech uvi A*. Sowau,vs réwnowa ne, je li ich rzuty na pary liter
zale nych s jednakowe:
[ul=[V] U (" (ab)l D) Pap(u)=P as(V)

Dowdd: () Indukcjapo d ugo ci wyprowadzenia. Wystarczy pokaza , eje li u=xcdy
I v=xdcy dlacld, to zachodzi tezalematu. Je li aDb, to mo liwes trzy przypadki:

(1) cl {ab} Udl {ab} wtedy P ap(U)=P ap(X)dP ap(y)=P ap(V)

(2 cl {ab} Udl {ab} wtedy  Pap(U)=P ap(X)CP an(y)=P an(V)

(3 cl {ab} Udl {ab} wtedy  Pap(U)=Pap(X)P ap(y)=P an(V)
We wszystkich przypadkach P 4 p(U)=P ap(V).
(U) Napierw zauwamy, e ("al A) |ul=|vl, bo inaczej by oby P a(U)tP (V).
Przypu my teraz, e [u]*[v], wi c utv i przyjmijmy, e u=Lex([u]) i v=Lex([V]) S
sowami minimalnymi (sownikowo) ladow [u] i [v]. Zatem u=xay, v=xbz, dla
pewnych atb. Przyjmijmy, e a<b w afabecie. Jeli aDb to Pap(U)tPap(Vv) —
sprzeczno , wi calb. Je li tak, to v=xby@y?. Gdyby aly¢(tzn. ka daliterasoway' jest
niezale na z a), to xaby@2»v i xaby®2<v, co niemo liwe, bo v=Lex([V]). Istnigewi c ¢
w podsowie y¢ takie e cDa Ale wtedy Pac(U)=Pac(X)aPacly) i
P ac(V)=P ac(X)CP a¢(2), Wi € P ac(U)t Pac(v) —Sprzeczno . Zatem [u]=[V]. N

Lemat 2.19 pokazali Cori/Perrin [8]. Powy szy dowdd, wykorzystuj cy minimalne
reprezentacje ladow, jest jednak du o prostszy.

Graf ladu jest poj ciem pomocniczym, ae bardzo u ytecznym i wygodnym.
Nawi zuj ¢ do interpretacji ladéw w ramach teorii wsp6 bie no ci (grafy ladéw
reprezentuj procesy systemow wspo bie nych), pomaga) one ,zobaczy " lady jako
cz ciowo uporz dkowany zbiory wyst pie akcji, gdzie cz ciowy porz dek reprezen-
tuje zwi zki przyczynowo-skutkowe, jak réwnie nast pstwo czasowe mi dzy
poszczegblnymi akcjami.
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Definicja 2.20. Graf ladu

Niech (Al) b dzie afabetem wspo bie nym, i niech w=a;...a,] A*. Grafem sowa w
wzgl dem relacji niezale no ci | nazywamy graf G (w)=(V,® | ) z etykietowanymi
wierzcho kami, gdzie:

V={Xy,....Xn} — zbior wierzcho kéw;
xi®x; U i<j UaDa; — zbior kraw dzi;
[ 'V® A —funkcjaetykietyj ca: | (xj)=a dlai=1,...,n.

Dwa grafy etykietowane nazywamy izomorficznymi, je li istnige ich izomorfizm
zachowuj cy etykietowanie. Mo na pokaza, e jeli [u]=[v], to G(u) i G(V) s
izomorficzne. Wobec tego mo emy okre li  (z dok adno ci do izomorfizmu) graf
ladu a jako graf dowolnego jego reprezentanta, czyli dowolnego wi a. Podobnie
mo napokaza , eje li [u]*[v], to G(u) i G(v) nies izomorficzne. Zatem grafy ladow
reprezentuj lady jednoznacznie. Grafom laddéw po wi cony jest rozdzia
» Dependence graphs’ (Hoogeboom/Rozenberg [22]) w ksl ce[13].

Formalnie, rysuj ¢ graf ladu, powinni my rysowa wszystkie jego kraw dzie. Wobec
faktu, e® * jest cz ciowym porz dkiem, mo emy rysowa tylko jego szkielet, czyli
podgraf ® - ® ® " jego kraw dzi nierozk adalnych.

Przyk ad 2.21.
A={a,b,c,d,e} I={(a,e),(a,d),(b,c),(b,e)} Graf zale no ci:
D={(a,c),(a,b),(b,d),(c,d),(c,e),(d,e)} a—-=«C N
| ] >
b—d

Rozwa my lad [dabcaec]. Zbior jego wszystkich linearyzacji to {dabcaec, adbcaec,
dacbaec, adcbaec, dabceac, adbceac, dacbeac, adcbeac, adcebac, dacebac} .

Graf tego ladu wygl danast puj co:

a b a

>< / \ C

d >C > e —
Rys. 9. Graf ladu [dabcaec]

lady niesko czone

Aby zdefiniowa lady niesko czone analogicznie jak w przypadku sko czonym — jako
elementy pewnego monoidu ilorazowego — nale a oby zdefiniowa dziaanie w takim
monoidzie, czyli konkatenacj niesko czonych ci gow. Takie proby s podejmowane
([12,19,27,39]), tu jednak chcemy tego unikn . Ograniczymy s do zdefiniowania
relacji rownowa no ci dwoch ci gébw niesko czonych — klasy abstrakcji tg relagji
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nazwiemy ladami. Definicja ta b dzie zgodna z wcze niggsz  definicj  ladow
sko czonych.

Zauwa my, e relacja niezale no ci indukuje relacj rownowa no ci na A*
(Definicja 2.14). Ta relacja na sko czonych s owach mo e by rozszerzona na s owa
niesko czonex, yl A" w nast puj cy sposob (Best/Devillers[4]).

Definicja 2.22. lady niesko czone

Niesko czone obliczeniax,yl A"s réwnowa ne wtedy i tylko wtedy, gdy dlaka dego
sko czonego prefiksu u sowa x istnigje sko czony prefiks v soway taki, e v»uw dla
pewnego wi A*, i odwrotnie: _ '

xwy O ("u ™M) $v My) Wl A*) vwuw U
Cu "My $v "X (W A*) veuw

Zauwa my, e jest to relacjaréwnowa no ci. Mo emy wi ¢ zdefiniowa niesko czone
lady jako klasy abstrakcji te relacji. Zbior wszystkich sko czonych A*/l i
ni¥esko czonych A"/l ladéw nad afabetem wspd bie nym (Al) b dzie oznaczany przez
AT/l

Rozwa a b dziemy jedynie konkatenacj ladu sko czonego a=[u]l A*/I z dowol nym
b=[v]l A¥/l, zdefiniowan w naturalny sposéb: ab=[uv]. Dla ladéw a, b zapisb £"a
b dzie oznacza, e b jest sko czony i a=bg dla pewnego ladu g (mo e by
niesko czony), taki lad b b dzie nazywany prefiksem ladu a, a g — ogonem. llo
wyst pie litery al Aw ladzie al A¥/I b dzie oznaczany przez |al.. Oczywi cie, je li
a=[w], to [a|s=|Wa.

Definicj 2.22 (prefiksow ) zaproponowali Best/Devillers [4] (warunek (2) w Twier-
dzeniu 2.23 poni g jest innym jg sformu owaniem). lady niesko czone mo na te
zdefiniowa przy pomocy rzutow nakliki liter zale nych (FIé&/Roucairol [16], warunek
(1) w Twierdzeniu 2.23). Gastin/Petit [20] wzmiankuj o rownowa no ci tych dwoéch
definicji, jednak bez dowodu. Ni € przedstawimy pe ny dowdd tego faktu.

Przypomnijmy, edomkni cie ladowej zyka Ll A* (wzgl dem relacji niezale no ci 1)
to zbidr s ow

CI(L) = U[L] = {Wl A*¥2($ul L) u--->w},
czyli zbior wszystkich s 6w wyprowadzalnych ze sow j zyka L przez przestawianie
s siednich liter niezale nych.

Niech wi A*. Przypomnijmy, e Pr(w)={ul A*%4$vi A*) uv=w} oznacza zbiér
wszystkich sko czonych prefiksow sowa w, a Pr(L) = U{Pr(w) | wi L} jest
domkni ciem prefiksowym j zyka LI A*, czyli zbiorem wszystkich prefiksow
elementow j zykal.

Niech uvi A*. B dziemy pisa Oc(u)i Oc(v), jeli dla ka dego al A* zachodzi
nierbwno  |ula £ [V, czyli liczby wyst pie poszczegdlnych liter w sowie u s nie
wi ksze ni w sowie v. Zapis al Oc(v), dlaal A, vi A*, oznacza b dzie, e |v|.31,
czyli eliteraawyst pujew sowiev.
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Twierdzenie 2.23. Réwnowa no dwu definicji ladéw niesko czonych

Niech u,vi A”. Nast puj cezdanias réwnowa ne:

(1) (" abl A abDb) PapU) =Pap(V) definicja rzutowa
(2 Pr(ui Pr(CI(Pr(v)))iPr(v) i Pr(CI(Pr(u))) definicja prefiksowa
(3)  Pr(Cl(Pr(u))) = Pr(Cl(Pr(v)))

Dowdd.

(1) (2): Niech u, oznaczaprefiks ud ugo ci n. Poka emy indukcyjnie, e
(" n) ul Pr(CI(Pr(v))), czyli Pr(u) i Pr(CI(Pr(v))).

Oczywi cie up=el Pr(CI(Pr(v))). Zao enie indukcyjne: ul Pr(CI(Pr(v))). Niech

Un+1=Und; We my najkrotszy prefiks wi Pr(v) taki, e Oc(Un1)l Oc(w). Taki prefiks

istnigie, bo z (1) mamy (" al A) P4(u) = Pa(v), czyli liczby wyst pie poszczegolnych

liter wsowachuivs rowne. W po czeniuzzao eniem indukcyjnym mamy
w ---> upxay; dla pewnych x,yl A*, al Oc(X).
Zauwa my, exla, boje li nie, to aDb dlajakiego bl Oc(x), ale wtedy by oby P ,(u)
= Pap(Un)a... ¥ Pap(V) = Pap(W)... = Pap(un) b..., co przeczy (1). (Korzystamy tu z
Lematu 2.19 o rzutowaniu dlas 6w sko czonych.) Zatem w ---> upxay ---> u,axy, wi c
Un+1=Unal Pr(CI(Pr(v))), bowi Pr(v).
Andogicznie (" n) val Pr(CI(Pr(u))), czyli Pr(v) I Pr(CI(Pr(u))).

(2)  (3): Napierw pomocnlczy Postulat: (" LI A*) CI(Pr(CI(L))) = Pr(CI(L)).
Dowod Postulatu: E oczywiste; | : je li wi CI(Pr(CI(L))) to
($x1 L) x-—->yzUy-—->w, wi cx-—->wz wi cwz CI(L), wi cwi Pr(CI(L)).

Teraz mamy: Je li Pr(u) i Pr(CI(Pr(v)) to (z Postulatu) CI(Pr(u)) I CI(Pr(CI(Pr(v)))) =

Pr(CI(Pr(v))), zatem Pr(CI(Pr(u))) i Pr(Pr(ClI(Pr(v)))) = Pr(Cl(Pr(v))). Analogicznie

Pr(CI(Pr(v))) I Pr(CI(Pr(u))). Zatem Pr(CI(Pr(u))) = Pr(CI(Pr(v))).

(3) (1): Zauwamy, e(" al A) |ula = [Vl. Gdyby nie, to |ul, < [V]a (lub odwrotnie) dia
jakiego al A, a wtedy takie Wi Pr(v), e Wh=|uk+1, naey do
Pr(CI(Pr(v))) i nie naley do Pr(CI(Pr(u))). Sprzeczno z (3). Zatem
(" al A) Pa(u)=P4(v).

Je li Pap(U)tPap(v) dlaath, toré ni si one najakig pozycji (boich dugo ci s

réwne), czyli Pap(u)=wa... i Pap(V)=wb... dla pewnego wi {a,b}*. We my najkrétszy

prefiks xI Pr(u), taki e Pap(X)=wa. Mamy xi Pr(u), wi ¢ xi Pr(CI(Pr(u))), ae

xi Pr(CI(Pr(v))) [bo aDb, wi ¢ dia ka dego yI Pr(CI(Pr(v))) jego rzut P .p(y) jest

prefiksem P op(V)=wb..., wi cjest1wa=P ,p(X), Wi cy:X]. Sprzeczno z (3).

2.4 Niezaleznosé akcji w systemach tranzycyjnych

Mo emy teraz popatrze na sieci Petriego (czy inne systemy wspo bie ne) jak na
systemy generuj cej zyki ladow, w ktorych relacja niezale no ci nie jest dana z gory,
lecz zale y od samg sieci — od jg struktury lub zachowania. W tym podrozdziale
omowimy definicj relacji niezale no ci akcji sieci Petriego (definicj strukturaln ),
przytoczymy argumenty za jgj niewystarczalno ci w niektorych sytuacjach i podamy
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definicj opart na zachowaniu sieci (definicj j zykow ), ktéra abstrahuje od rodzaju
urz dzeniageneruj cegoj zyki b dzieu ywanaw nast pnych rozdzia ach pracy. Takie
podej cie bliskie jest koncepcji Starka [43]. Tu jednak system tranzycyjny indukuje
swoj relacj niezale no ci, podczas gdy w [43] relacjatakajest z gory zadana.

Idea stoj ca za uznaniem dwéch akcji za niezale ne jest nast puj ca: dwie akcje s
niezale ne, jeli mog s wykona niezale nie od siebie, wspo bie nie, jeli nie
wp ywa na siebie, nie blokuj s wzgemnie. Dla sieci elementarnych niezale no
zosta a zdefiniowana strukturalnie (Mazurkiewicz [32]) —dwie akcje s niezale ne, je i
niema wspolnych warunkow (wej ciowych lub wyj ciowych):

albU atbU-aCb=£
Ta definicja jest zupe nie wystarczg) ca dla sieci elementarnych. Jednak ju przy
sieciach markowanych definicja strukturalna gubi pewn informacj o mo liwo ci
wpb bie nego wykonania akcji. Rozwa my nast puj cy przyk ad:

Przyk ad 2.24. Niezale no strukturalna a niezale no zachowaniowa

Se
markowana:

Graf ladu [(abo):
a\C/a\C/
b SN 7 T\

Rys. 10. Akcjeai b s srukturalnie zale ne, e zachowaniowo niezale ne

W powy szg sieci akcjeai b mg wspolny warunek (5), s wi c strukturalnie zale ne.
Zauwa my jednak, e w obliczeniu (abc)” akcjeai bmog s zamienia migscami —
wsz dzie tam, gdzie jest umo liwione ab, jest te umo liwione ba. S one wi ¢
zachowaniowo niezale ne.

Te rozwa ania prowadz wi ¢ do bardzig ogolngj, zorientowane zachowaniowo
(j zykowo) definicji relacji niezale no ci.

Definicja 2.25. Niezale no indukowana przezj zyk
Niech Li A* b dzie j zykiem prefiksowo domkni tym. Relacja niezale no ci I,
indukowana przez L jest okre lonanast puj co:

al b wtw (" uvi A*) uabvi L U ubavi L.

Niezdle no | zykowa jest maksymaln niezale no ci , wzgl dem ktoreg L jest
domkni ty. Wtedy j zyk L mo e by traktowany jako zbidér ladow —j zyk ladow [L].
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Niech L¥=LEL" b dzie zbiorem wszystkich sko czonych i niesko czonych oblicze
indukowanych przez L, jak to zdefiniowali my w podrozdziae 2.1. Mo napokaza , e
tak e L¥ jest domkni ty wzgl dem I, wi ¢ w peni reprezentuje j zyk [L¥] - zbiér
wszystkich sko czonych i niesko czonych wspo bie nych procesdw.

Do badania zachowania systemow tranzycyjnych wygodnie b dzie wprowadzi jeszcze
jedn definicj niezale no ci akcji. Zwi zana ona b dzie ze stanami danego systemu i
nazywana niezale no ci systemow . Poka emy, etedwie niezale no ci —j zykowai
systemowa — s rowne w przypadku sieci elementarnych i sieci markowanych, co
pozwoli wygodnie zngijdowa i bada niezale no | zykow przy pomocy graféw
os gano ci.

Definicja 2.26. Niezale no indukowana przez system
Niech S=(A,Q,qo) b dzie dowolnym systemem tranzycyjnym. Przypomnijmy, e zapis
q(ab)=q(ba) oznacza, eq(ab) i q(ba) s okre lonei réwne, lub eobas nieokre lone.
Akq eabl As:
lokalnie niezale new stanieqgl Q (ozn. al qb) wtw g(ab)=q(ba);
lokalnie zale new stanie g Q (0zn. aDgb) wtw g(ab)t g(ba);
lokalnie wspo bie new stanie gl Q (ozn. a]|qb) wtw ($qd¢ Q) g(ab)=q(ba)=q¢
niezale new systemie S (ozn. alsb) wtw (" gl Q) algb;
zale new systemie S (ozn. aDsb) wtw ($q] Q) aDgb.

W przypadku, gdy systemem tranzycyjnym jest graf osi galno ci sieci Petriego,
otrzymujemy nast puj ¢ werg powy szych definicji (M oznacza stan sieci Petriego —
podzbior warunkow [ub wiel ozbior nad zbiorem warunkow, zale nie od rodzaju sieci).
Aije abl As:

lokalnie niezale new stanie M (ozn. alyb) wtw

(MabM' U MbaM") U (@Mab U @Mba)

lokalnie zale new stanie M (ozn. aDy b) wtw

(Mab U @Mba) U (@Mab U Mba) U (MabM' UMbaM" UM't M")

lokalnie wspd bie new stanie M (ozn. a||ub) wtw

MabM' U MbaM'

niezale new sieci N (ozn. alyb) wiw (" M RS(N)) alyb

zale new sieci N (ozn. aDyb) witw ($MT RS(N)) aDyb

Zauwa my, e jeli dwie akcje s zale ne i umo liwione w jakim stanie, to s
w konflikcie, natomiast nie odwrotnie: w poni szym przyk adzie akcje a,b s
w konflikcie, denies zale ne.

Przyk ad 2.27. Konflikt a zale no
b

Rys. 11. Akcje skonfliktowane, ale niezale ne

®
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Teraz rozwa ymy, jakies zwi zki pomi dzy niezale no ci j zykow asystemow .

Dla ka dego j zyka prefiksowo domkni tego mo na skonstruowa jego system
kanoniczny — minimalny automat generuj cy go. Wowczas niezale no tego j zykai
niezale no okre lona przez jego system kanoniczny s sobie réwne:

Fakt 2.28. Niezale no  indukowana przez prefiksowo domkni ty j zyk L i
niezale no indukowana przez system kanoniczny tegoj zykaS. s rowne: I =ls.

Dowod. Uwzgl dnigj ¢, e stanami systemow kanonicznych s ilorazy lewostronne
qu=L/u, mamy: allb U ("u) L/uab=L/uba U (" u) (L/u)/ab=(L/u)/ba U (" u)
qu(ab)=qu(ba) U (" g) a(ab)=q(ba).

Jednak e rowno taka nie zachodzi dla dowolnego systemu S generuj cego j zyk L,
czasami niezale no  systemowa jest mnigsza:

Przyk ad 2.29. Niezale no systemowa aniezale no | zykowa

L=(aE b)* S: aCoQb Sgeneryj cy L: G. Qb

Rys. 12. Mamy I =I5 ={(a,b)} i Is=AE (bo go(ab)=cu* do=0o(ba))
Niemo es jednak zdarzy , by niezale no systemowaby awi ksza:

Fakt 2.30. Dla dowolnego systemu tranzycyjnego S=(A,Q,do) zachodzi inkluzjalsl Iy,
Dowdd. Je li alsh to uabvi L(S) U (qo)u(g)ab(qdv(e?) U  (do)u(@)ba(gdv(c?) U
ubav/ L(S). Zatem al (gb. )

Zauwa my, e system Sz Przyk adu 2.29 nie mia w asno ci diamentu. Poka emy, e
w deterministycznych systemach z wasno ci diamentu réwno  niezale no ci
systemows i j zykowej zawsze zachodzi.

Fakt 2.31. Niech S=(A,Q,qo) b dzie deterministycznym systemem z w asno ci

diamentu generuj cym|j zyk L=L(S). Wtedy niezale no indukowana przez system jest
rownaniezale no ci indukowanej przezj zyk tego systemu: Is=l (.

Dowdd. (I ): Fakt 2.30. (E): Przypu my, ealbi aDd. Zatem istnigje stan qi Q taki,

e g(ab) jest zdefiniowane i q(ba) jest niezdefiniowane (albo odwrotnie), poniewa S
maw asno diamentu. Zatem istnigje ul L i stan gd Q takie, e (go)u(q)ab(qd. Ale
wtedy ubal L, poniewa al_b, a zatem (go)u(g)ba(qd), poniewa Sjest determlnlstyczny
i diamentowy. St d g(ba) jest zdefiniowane - sprzeczno .
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Zauwa my, e graf osi galno ci sieci Petriego jest przewa nie inny ni  System
kanoniczny generuj cyj zyk te sieci.

Przyk ad 2.32. Graf os galno ci a system kanoniczny | zyka

- The (2
(® Cf) %D% lb
\Y G, | )

~

[b] al o
. a

Sie markowanaN Graf osi galno ci sieci N System kanoniczny j zykaL(N)

Rys. 13. Graf osi galno ci sieci N jest niesko czony,
asystem kanoniczny generuj cyj zyk tgj sieci L(N)=Pr(a*ba*) —sko czony

Tym niemnigj, niezale no systemowa (Definicja2.26 - systemem jest dla sieci graf
os galno ci)ij zykowa (Definicja2.25 lub 2.26 —w tym przypadku systemem jest dla
sieci system kanoniczny generuj cy j zyk sieci) s rowne w przypadku sieci
elementarnych, markowanych i inhibitorowych. Wynika to bezpo rednio z Faktu 2.31 i
w asno ci diamentu w tych sieciach.

Natomiast sieci bezpieczne, czyszcz ce i przerzucgj ce nie mg W asno Ci
diamentu, w zwi zku z czym dwie zdefiniowane wy € relacje niezale no ¢i mog by
ré ne. Wdalszgl cz ci pracy, je li nie powiedziano wyra nie, o ktor niezale no
chodzi, b dziemy rozwa a niezale no | zykow .

Wr6 my jeszcze do oryginane definicji niezale no ¢ci Mazurkiewicza dla Sieci
elementarnych: albU (-aEa’)C('bEb )=/ Naszaniezale no jest czasami wi ksza
(np. alc w sieci elementarng z Przyk adu 2.33 poni g), ae nigdy nie zmienia
zachowania ladowego. Jest tak dlatego, e jako niezale ne okre lamy te takie pary
a, b, ktore nigdy nie wyst puj obok siebie w obliczeniu (nie wykonuj s
wspo bie nie). Ka de s siaduj ce (w obliczeniu) akcje niezale ne w naszym sensie s
te niezale new znaczeniu oryginalnym.

Przyk ad 2.33. Niezale no | zykowaaniezale no strukturalna

Rys. 14. Sie elementarna, w ktorg alc, dleac ani canies nigdy umo liwione
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W rozdziale 4 omowimy problemy rozstrzygalno ci zwi zane z wyznaczaniem
niezale no ci j zykowej, a nast pnie w rozdziale 5 b dziemy bada etyk procesow,
zdefiniowanych jako lady, opart rownie nate definicji.

2.5 Etyka obliczen

Poj cia oblicze sprawiedliwych i uczciwych zostay zdefiniowane w pracy
Lehman/Pnueli/Stavi [29], poj cie oblicze superuczciwych zaproponowa Best [3]
(pod nazw ¥ -fair). Sformu ujemy teraz definicje oblicze sprawiedliwych, uczciwych i
superuczciwych w dowolnym systemie tranzycyjnym.

Definicja 2.34. Obliczenia sprawiedliwe, uczciwe i superuczciwe
Niech S=(A, Q, qo) b dzie systemem tranzycyjnym, u=asay...1 L"(S — niesko czonym
obliczeniem tego systemu, za al A—jedn zjego akdji. Wtedy
akcjaajest
- stale umo liwiona w u U ($i) (" k3i) akcja a jest umo liwiona w stanie
Co(aud2. .. &);
- niesko czenie ¢z sto umo liwiona w u U zbidr {i; akcja a jest umo liwiona w
stanie go(aza2...&) } jest niesko czony;
- ywawu O (") (3wl A*) go(azdz...a)(w) jest okre lone i akcja a jest
umo liwionaw stanie go(a1az...aw);
obliczenie u jest
- sprawiedliwe U (" al A)je li astaleumo liwionaw u, to [uls=w;
- uczciwe U (" al A)jelianiesko czeniecz stoumo liwionaw u, to Jul,=w;
- superuczciwe U (" al A)jelia ywaw u, to Jul,=w.

Dlasko czonych oblicze AuT L(S) wszystkie trzy poj ciadefiniujemy jednakowo:
u jest sprawiedliwe U u jest uczciwe U u jest superuczciwe U  u jest
nierozszerzalnew L(S).

Woprost z definicji wynika, e ka de obliczenie superuczciwe jest uczciwe, a ka de
uczciwe jest sprawiedliwe. Poni szy przyk ad pokazuje, eobazawieranias ostre:

Przyk ad 2.35. Se elementarna

N

Rys. 15. Obliczenie (abc)" jest uczciwe, de nie superuczciwe,
obliczenie ab(ach)" jest sprawiedliwe, ale nie uczciwe

W sieci z Przyk adu 2.35 akcja d (nie wyst puj caw obliczeniu (abc)™) nie jest w nim
w ogdleumo liwiona—wi c obliczeniejest uczciwe, ale niejest superuczciwe, bo akcja
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d jest w nim ywa umo liwiona w ka dym stanie Mo((abc)"ab)(a). W obliczeniu
ab(ach)” akcja d jest niesko czenie ¢z sto umo liwiona — w ka dym stanie
Mo(ab(ach)"a), a nie wykonana, wi ¢ obliczenie nie jest uczciwe, ale jest sprawiedliwe,
bo d nie jest stale umo liwione w ab(ach)".

Fakt 2.36. Niech S b dzie dowolnym systemem tranzycyjnym. Ka de sko czone
obliczeniewl L(S) mo naprzedu y do obliczenia uczciwego, tzn. istnigje takie vi AY,
ewM L¥(9 i wvjest uczciwe.

Dowdd. Uporz dkujmy litery alfabetu: ay< ax<...<an. Niech X; b dzie zbiorem liter
umo liwionych po w. Je li X; jest pusty, to w jest nierozszerzalne, czyli jest uczciwe.
Je li nie, to rozszerzamy w o0 nagmnigsz liter ze zbioru X; otrzymuj ¢ nowe
obliczenie wx;, a nast pnie zmieniamy uporz dkowanie liter, przesuwa] ¢ x; na koniec
(x, jest teraz wi ksza od ka dg z pozostaych liter). Post pujemy tak samo dla
obliczenia wx; — ze zbioru X, liter umo liwionych po wx; wybieramy ngmnigjsz

(w sensie aktualnego porz dku), przed u amy aktualne obliczenie otrzymuj ¢ wxgx; |
zmieniamy porz dek, przesuwg c X, na koniec. Post puj ¢ w ten sposob uzyskamy
(sko czone nierozszerzalne lub niesko czone) uczciwe obliczenie wx;...X... )

Etyk proceséw wspd bie nych (zdefiniowanych jako lady) systeméw tranzycyjnych
oméwimy w rozdziae 5.
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3 Unikanie konfliktéw w sieciach bezpiecznych

Sieci bezpieczne (zdefiniowane w rozdziale 2.2.2) s interesuj cym rozszerzeniem Siec
elementarnych. Tutg) zgimiemy s zagadnieniem unikania konfliktow w tej klasie sieci.

3.1 Odwracanie sieci bezpiecznych

Zanim przgjdziemy do analizy bezkonfliktowych oblicze , poka emy pewn
interesuj ¢ cech sieci bezpiecznych, u atwig ¢ badanie ich zachowania. Proces
»odwracania’ sieci polega na zamianie ukow typu ,reset” na ,set”, ,set” na,reset”,
»inhib” na ,read”, ,read” na ,inhib”, ,in” na ,out”, ,out” na ,in”, i zamianie stanu
pocz tkowego na jego dope nienie. Okazuje si , e dowolna sie i jg odpowiednik
odwroécony s zachowaniowo rownowa ne.

Definicja 3.1. Dla dang sieci bezpieczngl N = (A, P, F, Mg), odwréceniem N jest sie
N=(A P, E, Mo), gdzie

(nop  jeli F(a p)=nop
swop jeli F(a, p)=swop
E(ap)=< out jeli F(ap)=in
in jeli F(a, p)=out
set jeli F(a, p) =reset
reset  jeli F(a p)=set
inhib  jeli F(a, p)=read
(read  jeli F(a p)=inhib

i Mo =P —Mgjest dope nieniem M do P.

W tym podrozdziale, dla dowolnego stanu M | P, przezM =P —M b dziemy oznacza
dope nienie M do P.

Uwaga 3.2. Operacja odwracaniajest inwolugj , tzn. N = N.

Stwierdzenie 3.3. Se odwrocona jest zachowaniowo rownowa na Sieci Wyj Ciowe)
Sowowl A* jest obliczeniem w N wtedy i tylko wtedy, gdy jest obliczeniemw N.

Dowdd. Najpierw poka emy, e dla dowolnych stanéw X,Y 1 P i dowolng akcji al A,
je li XaY zachodzi w sieci N, to XaY zachodzi w sieci N.

Niech Test1(a,N) = in(a,N) E read(a,N) = TestO(a,N)

i TestO(a,N) = out(a,N) E inhib(a,N) = Test1(a,N).

Poniewa a jest umo liwione w X, to Testl(a,N)i X i TestO(@N)C X=/& St d
Testl(a,N) C X=/ i TestO(a,N) I X, z definicji X. St d i z poprzednich réwno ci
otrzymujemy TestO(a,N) C X = /i Testl(a,N) i X, azatem ajest umo liwionew X.
Niechteraz Set1(a,N) = out(a,N) E set(a,N) = SetO(a,N)

i Set0(a,N) = in(a,N) E reset(a,N) = Set1(a,N).

Mamy zatem Y = X E Set1(a,N) — SetO(a,N).

StdY=P-Y=P—(XE Setl(a,N) — Set0(a,N)) = P—X—Setl(a,N) E SetO(a,N) =
X —SetO(a,N) E Setl(a,N). Stan Y jest wi ¢ osi gany z X po wykonaniu a. St d
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indukcyjnie dia dowolnych stanéw X,Y 1 P i sko czonego obliczeniawl A*, je li XwY
w sieci N, to XwY w sieci N.
Dowdd w drug  stron  wynika bezpo rednio z Uwagi 3.2.

Przyk ad 3.4. Se bezpiecznai jg odwrdcenie

[a] [c]

|17
[e] [d]

Rys. 16. Sie bezpiecznaN

&>

S

Rys. 18. Graf osi galno ci sieci N Rys. 19. Graf osi galno ci sieci N

Whniosek 3.5. Odwrocenie konfliktow

Je li M[a#h] jest konfliktem w sieci bezpieczngj N, to M [a#b] jest konfliktem w sieci
odwroécong N.

Dowaod. Bezpo rednio ze Stwierdzenia 3.3.

3.2 Obliczenia bezkonfliktowe w sieciach bezpiecznych

Niech N=(A,P,F,Mo) b dzie siecia bezpieczn . Méwimy, e warunek pl P jest réd em
konfliktu M[a#b], je li My[a#b], gdzie M=MC{p}, w sieci N' otrzymang z N przez
usuni cie wszystkich pozostaych warunkéw (i ukow z nimi powi zanych) z sieci
oryginang.

Lemat 3.6. Niech N b dzie sieciabezpieczn . Je li Mai Mb, to
M[a#b] U istnigje rod o konfliktumi dzy ai b.

Dowdd. () Przypu my, e M[a#b] w sieci N, i nie istnigje rdd o tego konfliktu.
Wrtedy dla ka dego warunku p, podsie N, sieci N, zawierg) ca tylko p, a, b i uki
mi dzy nimi, nie makonfliktu w stanie Mp. Poniewa obieakcjeaibs umo liwionew
M, s te umo liwione w M,. Poniewa ponadto nie ma konfliktu w sieci N, w stanie
M,, zachodzi rowno  Mpab=Myba. Niech §=Mpab=Mba. Zauwa my, e S={p} lub
S=/ Alewtedy Mab=Mba=U{S, | pl P}, wi c @M[a#b] w sieci N. Sprzeczno .
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(U) Przypu my, eistnige rdd o konfliktu, czyli warunek p taki, e Mp[a#b]. Wtedy
po dodaniu innych warunkéw do sieci, konflikt pozostaje, o iletylko akcjeai b s nadal
umo liwione. -

Lemat 3.7. Niech N b dzie siecia bezpieczn . Je li M[a#b] i McM¢ to McM¢ jest
krokiem konfliktowym albo M¢a#b].
Dowdd. Przypu my, e McM¢nie jest krokiem konfliktowym. Poka emy najpierw, e
akcjac niemo e by powi zanaz warunkiem b d cym rod em konfliktu M[a#b], tzn.
F(c, p)=nop dlaka dego takiego warunku p.

Mo nasprawdzi , eistnige 10 par mo liwych rodzgjow rode konfliktu mi dzy
ai b. S onepokazane naRys. 22:
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Rys. 20. Wszystkie przypadki rode konfliktu w sieciach bezpiecznych

Zauwa my, e konflikty z dolnego wiersza s odwrdoceniem konfliktow z wiersza
gornego. Ze Stwierdzenia3.3 i Wniosku 3.5 wynika, ewystarczy wi ¢ sprawdzi tylko
jeden wiersz, we my wiersz gorny. Przypu my, eakcjac jest powi zanaz warunkiem
p bdcym rédem konfliktu mi dzy a i b. Wszystkie mo liwo ¢ci s pokazane w
poni szgj tabeli. Wynika z nigj, e w ka dym przypadku albo akcja ¢ nie jest
umo liwiona, albo jest w konflikciez alub b.

Tabelal Cos staniegdy F(c,p)t nop (przypadki z wiersza gornego Rys. 22)

Fcp | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

in @Mc @Mc @Mc OMc OMc OMc @Mc OMc OMc OMc

out Cita, cttb | cita, cttb | cita, citb | cfta, cib | cita, citb | cHta, citb | cHa, citb | cifa, citb | cifa, citb | cita, citb

set cita, cttb| cib | cHa, ctb cHta |c#a cttb| cib cita, cttb| cib cita, cttb | cfta, citb

reset | ctta, cib | cHta, cib ctth cttb cia cHta |cia, cttb|cHa cttb| cib cta

read @Mc @Mc @Mc OMc OMc OMc @Mc OMc OMc OMc

inhib | cH#a, cttb |cHa, ctb| cHb cib cia CiHa |c#a, cftb|cfta, c#b| cib cia

swop | CHa, Cib | CHa, Cib | Cia, citb | cia, citb | cifa, cib | cHfa, ctb |  cHa ctta ctta cttb
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Zatem akcja ¢ nie mo e by powi zana z warunkiem b d cym réd em konfliktu
mi dzy ai b. Je li wcale nie mawspélnych warunkow z ai b, wtedy akcjeai bs nadal
umo liwionew stanie M¢i s nadal w konflikcie.

Przypu my teraz, e c mawspolny warunek z a, ktéry niejest rod em konfliktu.
Nazwijmy go warunkiem neutralnym. Poniewa ai c nies w konflikcie, akcja a jest
nadal umo liwiona w stanie M¢ i konflikt pozostaje w stanie M¢ Analogicznie, je I| C
mawspolny warunek neutralny z b albo zaréwno z a, jak i b.

Stwierdzenie3.8. W sieciach bezpiecznych ka de obliczenie sprawiedliwe,
rozpoczynag ces w stanie konfliktowym, zawierakrok konfliktowy.

Dowodd. Niech M b dzie stanem konfliktowym, czyli M[a#b] dia pewnych a,bl A.
Niech u=Ma;Mia;M,... b dzie obliczeniem sprawiedliwym. Przypu my, e jest ono
bezkonfliktowe. Wtedy z Lematu 3.7, mamy M;[a#b] dla wszystkich i3 1. Poniewa u
jest bezkonfliktowe, zatem a* ai &' b dlawszystkichi®1. St d u nie jest spra/vledllwe
Sprzeczno .

Whniosek 3.9. W sieciach bezpiecznych obliczenie sprawiedliwe jest bezkonfliktowe
wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jego stany s bezkonfliktowe.

Dowdd. Bezpo rednio ze Stwierdzenia 3.8.

Warto zauwa 'y , e Stwierdzenie3.8 i Wniosek 3.9 nie s prawdziwe dla Sieci
markowanych, nawet sko czenie stanowych (ograniczonych).

Przyk ad 3.10. San konfliktowy w obliczeniu bezkonfliktowym

@\A

©——[a}—]
C

Olund
Stan pocz tkowy powy sze sieci markowang jest konfliktowy, ae obliczenie
sprawiedliwe abc jest bezkonfliktowe.
3.3 Wyszukiwanie oblicze bezkonfliktowych
Nast puj cy agorytm tworzy dla dang sieci bezpieczngg N automat generuj cy
wszystkie sko czone obliczenia bezkonfliktowe, ktére ma  bezkonfliktowe
przed u enia sprawiedliwe w N, i tylko takie. Algorytm dziaa w oparciu o graf
os gano ci traktowany jako automat — redukuje go poprzez usuni cie wszystkich

konfliktowych stanow, i tych, ktore nieuchronnie prowadz do stanu konfliktowego.
Poprawno  algorytmu wynikaz Wniosku 3.9.
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Algorytm 3.11. Selekcja bezkonfliktowych oblicze sprawiedliwych
W¢g cie: Sie bezpieczna N=(A,P,F,My)

Krok wst pny:
Zbuduj graf osi galno ci dlaN:
Gn = (V,E;My), gdzie V=RS(N) - zbidr standw osi galnych
E={MaM¢| M,M& RS(N) i MaM¢jest krokiem w N} ;
Ustaw
(1) G:=Gy

Krok pocz tkowy:
Usu wszystkie stany konfliktowe z V:
(2) V:={Mi V|M jest bezkonfliktowy} ;
Zbuduj pomocniczy zbior SE po kraw dzi:
(3) SE:={Ma|($M9 MaMd E i Mdjest stanem konfliktowym} ;
Zredukuj zbior kraw dzi:
(4 E:={MaMd E M i M¢s bezkonfliktowe};
Sprawdzenie:
if Mol V gotoWyj ciel;
if SE=AEgotoWyj cie2;
We po kraw d Mal SE, ustaw
(5) SE:=SE-{Ma},
Sprawd , czy istnigje cie kaod M (w aktualnym grafie G) przechodz ca

przez a,
tzn. cie kaMa;Mia,M,...axM taka, e dlapewnegoi mamy a=a;

Je li taka cie kaistnigje, go to Sprawdzenie;
Je li nie
Usu MzV:
(6) V:=V-{M};
Dodaj nowe kraw dzie do SE:
(7) SE:=SEE{M@&|M&MI E};
Zredukuj zbior kraw dzi:
(8) E:=E-{M&M? | M2=M};
go to Sprawdzenie;
Wyj ciel: Nieistniggew N sprawiedliwe obliczenie bezkonfliktowe; ST OP;
Wyj cie 2: Wynikowym zredukowanym grafem G jest aktualny graf G; STOP.
Koniec algorytmu 3.11 "
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Przyk ad 3.12. Dza anie algorytmu

N
s
v v

Rys. 21. Przyk adowasie N Rys. 22. Graf osi galno ci sieci N

S =
O
pﬁ?) Qf;@)

Rys. 23. Po usuni ciu stanéw konfliktowych Rys. 24. Wynikowy graf os galno ci

Stwierdzenie 3.13. Poprawno algorytmu 3.11

Wynikowy graf G (traktowany jako automat) generuje dok adnie wszystkie sko czone
obliczenia bezkonfliktowe sieci N, ktore mag bezkonfliktowe i sprawiedliwe
rozszerzenia.

Dowod. Oczywi cie, oryginany graf osi galho ci Gy generuje dok adnie wszystkie
sko czone obliczenia sieci N. Zatem Gy przechowuje wszystkie (sko czone i
niesko czone) obliczenia sieci N. Z Wniosku 3.9, wszystkie bezkonfliktowe obliczenia
sprawiedliwe s nadal mo liwe w grafie G, zredukowanym w kroku pocz tkowym.
Podczas p tli sprawdza) cg usuwane s tylko stany, ktére nieuchronnie prowadz do
konfliktu. St d znowu z Wniosku 3.9, wszystkie bezkonfliktowe obliczenia
sprawiedliwe sieci N s nadal zachowane w grafie G. Poniewa ka de sko czone
obliczenie posiada rozszerzenie sprawiedliwe (Fakt 2.36 + fakt, e ka de obliczenie
uczciwe jest sprawiedliwe), zbior wszystkich bezkonfliktowych oblicze

sprawiedliwych sieci N jest niepusty, o ile stan pocz tkowy Mg nale y do G. "

Graf Gg wyprodukowany przez Algorytm 3.11 mo e peni funkc steruj c
bezkonfliktowym dzia aniem sieci N. Warunek, esie mo ewykonywa jedynie ruchy
dozwolone przez graf Gy zapewnia bezkonfliktowo  oblicze sieci, na mocy
Stwierdzenia 3.13.
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4 Wyznaczanierelacji niezaleznosci dla sieci Petriego

W podrozdziale 2.4 zdefiniowai my zachowaniow werg relacji niezale no ci akgji
(Definicje 2.25 i 2.26). Pojawia s pytanie o to, czy tak zdefiniowana relacja jest
obliczalna, tzn. czy mo na rozstrzygn dla ka dgj pary akcji (a,b), czy ald (al.b).
Zauwa my, e je li system tranzycyjny Sjest sko czenie stanowy, to niezale no ci Isi
IL s obliczalne. St d niezale no jest obliczalna dla sieci bezpiecznych (wi ¢ tak e
elementarnych) oraz dla ograniczonych sieci markowanych, poniewa ich grafy
os gano ci s sko czone. W tym rozdziae przyjrzymy s problemowi obliczalno ci
niezale no ci dladowolnych sieci markowanych i niektérych ich rozszerze .

Najpierw przypomnijmy pewne znane problemy zwi zane z sieciami Petriego. Ich
rozstrzygalno lub nierozstrzygalno b dzie pomocnaw dowodzeniu rozstrzygano ci
lub nierozstrzygalno ci problemu wyznaczeniarelacji niezale no ci.

Problemosi galno ci: Dla dang sieci (N,Mp) i stanu M, rozstrzygn , czy M jest
os gany w (N,Mo);

Problem pokrywalno ci:  Dladang sieci (N,Mo) i stanu M, rozstrzygn , czy istnige
stanos gany M¢ taki, e M¢ M,

Problem pusto ci warunku: Dla dang sieci (N,Mp) i warunku p, rozstrzygn , czy
istnigje stan osi galny M, taki, e M(p)=0.

Wiadomo, e wszystkie te problemy s rozstrzygane w klasie sieci markowanych.

Najtrudnigjszy z nich to problem os galno ci, ktorego rozstrzygalno ci dowiedli

Mayr [31] i Kosargju [26]. Jest on réwnowa ny problemowi osi galno ci stanu pustego,

tj. takiego stanu M, e M(p)=0 dlaka dego warunku p.

Stwierdzenie 4.1. (Hack [21]) Problem osi galno ci jest rozstrzygalny wtedy i tylko
wtedy, gdy problem osi galno ci stanu pustego jest rozstrzygalny.

Dowdd. ( ) Oczywiste. (U) Zad my, e problem osi galno ci stanu pustego jest
rozstrzygalny. Niech N=(A,P,F,Mq) b dzie sieci , w ktorgg P={pi, p2, ..., px}, @
M=[my,...,mJ niech b dzie stanem, ktdrego osi gano chcemy zbada , mi IN.
Konstruujemy now sie N'doda ¢ do N nowy warunek b d cy jednocze niewe ciem
i wyj ciem ka dgj akcji sieci N oraz now akcj blokuj i zbierz, ktéra blokuje dziaanie
sieci N (zdgmuje eton z dodanego warunku) i zdgimuje odpowiedni ilo  etonéw z
ka dego warunku sieci N (tzn. my etonow z warunku p;).

—_———

/// = Nl
// N . O

/

Rys. 25. Schemat konstrukcji w dowodzie Stwierdzenia4.1

Zauwa my teraz, e stan M jest osi galny w N wtedy i tylko wtedy, gdy stan pusty jest
osi galny w sieci N', co ko czy dowaod. )

40



Etyka procesow sieci Petriegow wietle teorii  ladéw

Powy sze twierdzenie jest prawdziwe w dowolngj klasie sieci rozszerza) cel klas sieci
markowanych. Kolgna konstrukcja dowodz ca réwnowa no ci  probleméw
osi galno ci i pusto ci warunku zosta a pokazana przez Hacka[21]:

Stwierdzenie 4.2. W klasie sieci markowanych problem osi galno ci stanu pustego jest
rozstrzygalny wtedy i tylko wtedy, gdy problem pusto ci warunku jest rozstrzygalny.
Dowdd. () Niech N=(AP,F,Mg) b dzie sieci i pl P warunkiem, ktérego pusto
chcemy zbada . Nowa sie N' ma mechanizm blokuj cy podobny jak w poprzednig
konstrukcji i dodatkowo akcje zbierz dla ka dego warunku pit p — ka da z nich zbiera
po jednym etonie ze ,, swojego” warunku p;.

Rys. 26. Schemat konstrukcji w dowodzie Stwierdzenia4.2 ()

Stan z pustym warunkiem p jest osi galny w N wtedy i tylko wtedy, gdy stan pusty jest
osiagalny w N'.

(U) Teraz zad my, eumiemy rozstrzyga o osi gano ci stanu z pustym warunkiem.
Niech N=(A,P,F,Mg) b dziesieci , dlaktorgj chcemy zbada osi gano stanu pustego.
Nowa sie N' ma jeden dodatkowy warunek g, w ktérym w stanie pocz tkowym
zngduje s tyle etonow, ile w cag seci N w stanie pocz tkowym:
M'o(Q)=Mo(p1)+...+Mo(px). Warunek q czymy z ka d akcj a ukiem a-Z»q z wag
m, je li wykonanie akcji a zwi kszailo  etonéw w sieci N om, a ukiem g-"a, je li
zmnigjsza o m. Je li akcjanie zmienialiczby etonow, to nie czymy jg z warunkiem
g. W ten sposdb warunek q stale przechowuje aktualn ilo  etonéw w ca g sieci N.

Rys. 27. Schemat konstrukgji w dowodzie Stwierdzenia4.2 (U )

Stan pusty jest osi galny w sieci N wtedy i tylko wtedy, gdy stan z pustym warunkiem q
jestos galny w sieci N'. "

41



Joanna J6 kowska

Konstrukcje ze Stwierdzenia 4.2, zastosowane do sieci inhibitorowych lub
przerzucg cych, pokazuj , e analogiczne twierdzenie zachodzi dlatych e sieci:

Stwierdzenie 4.3. W sieciach inhibitorowych i przerzucg cych problem osi galno ci
stanu pustego jest rozstrzygalny wtw, gdy problem pusto ci warunku jest rozstrzygalny.

Zauwa my, e konstrukcje te nie s ju odpowiednie dla sieci, w ktérych z géry nie
wiadomo, ile etondéw b dzie do o onych lub usuni tych z warunku po wykonaniu
jakig akgji, czyli w szczegdlno ci dlasieci czyszcz cych.

4.1 Niezale no w sieciach markowanych

W tym podrozdziale b dziemy pomija oznaczenie, o ktoér niezale no chodzi
( zykow czy systemow ), gdy s one réwne w sieciach markowanych: I=I =ls.
Poka emy, eniezale no jest obliczalnaw dowolnych sieciach markowanych.

Najpierw rozwa ymy pewne pomocnicze problemy, ktorych rozstrzygalno b dzie
wykorzystana w dowodzie rozstrzygalno ci zale no ci.

Lemat 4.4. Problem

Dane: Sie N, stan M, warunek p.

Pytanie: Czy istnigje osi galny stan M' taki, eM'(p)=0i (" gt p)M'(q)® M(Q)?

jest rozstrzygalny w klasie sieci markowanych.

Dowdd. Niech k b dzie iloci warunkéw sieci N i niech M = [my,..., my].
Konstruujemy now sie N'(zwagami) dodaj ¢ mechanizm blokuj cy dziaanie sieci N
jak w poprzednich konstrukcjach. Akcja blokuj uniemo liwia wykonywanie akcji sieci
N oraz inicjuje zliczanie ilo ci etondw w warunkach sieci N. Zliczanie odbywa s w
dwaoch etapach: ngjpierw zdegimujemy wymagan (przez stan M) ilo  etonéw, potem
(pojedynczo) nadwy ki. Zatem z ka dego warunku p; ré nego od p dodaemy uki z
wag m do akcji zbierz. Oprécz tego dla ka dego warunku p; ré nego od p dodajemy
akcj x zbierg) ¢ nadwy ki etonow.

Rys. 28. Schemat konstrukcji w dowodzie Lematu 4.4

Teraz stan M' taki, e M'(p)=0i M'(pi)® M(pi) dlapit p jest osi galny w sieci N wtedy i
tylko wtedy, gdy stan pusty jest osi galny w sieci N'. N
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L emat 4.5. Problem

Dane: Sie N, stan M, warunek p, ki {1, 2, ...}.

Pytanie: Czy istnigje osi galny stan M¢taki, e MEp)EKi (" g* p)M'(q)® M(q)?
jest rozstrzygalny w klasie sieci markowanych.

Dowaod. Do poprzednigl konstrukcji trzeba do czy k akgji yi, Y, ..., Yk Ka daz nich
zdgmuje (co ngjwy €) jeden eton z warunku p.

Rys. 28. Schemat konstrukcji w dowodzie Lematu 4.5

Teraz stan M' taki, e M'(p)<k i M'(p))® M(p;) dlapitp jest os galny w sieci N wtedy i
tylko wtedy, gdy stan pusty jest osi galny w sieci N'. "

Mo emy teraz pokaza, e relacja zalenoci (a wi ¢ i niezde no ci) akcji jest
obliczalnaw sieciach markowanych.

Twierdzenie 4.6. Problem zale no ci ,,Czy dane dwie akcjeai b sieci N s zde ne?”
jest rozstrzygalny w klasie sieci markowanych.

Dowdd. Najpierw rozwa my, jaki musi by minimalny stan M, aby zachodzi o Mab.
Warunki wej ciowe dla akcji a i b mo emy podzieli na trzy grupy: we cia do a
(musz mie co ngmnig 1 eton); we cia do b, ktore
nies wyj ciami a (musz mie co namnig 1 eton); .
wspdlne wej ciado a i b, ktére nies wyj ciami dlaa
(musz mie congmnig 2 etony). '
Zatem Mab zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

(@ ¢ pl @M@ 1
i@ (plba)M(p)e 1
i@ (plbC(aa)M(p)° 2
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Aby dodatkowo zachodzi o Mba, warunek, ktory jest wyj ciem a i wej ciem b, musi
mie congmnig 1 eton, oraz warunek, ktory jest wgl ciemdlaai b oraz wyj ciem dla
a, deniedlab, musi mie congmnig 2 etony.
Poka emy, eMabU(*) Mba, gdzie
(*) ("pl aC-b)M(p)*1U
(" pl -aCa C(-b-b)) M(p)* 2.
Mba wtedy i tylko wtedy, gdy
(4) (" pl -b) M(p)* 1 z(2)i(*)
i (B ("plra-b)M(p)?1 z(1)
i (6 ("pl-aC(b-b))Mp32 z(3)i(*).

Z definicji abb U ($M) (Mab U @Mba) U (Mba U @Mab). Z powy szych rozwa a
Mab U @Mba U Mab U @(*). Aby rozstrzygn , czy aDb, wystarczy wi ¢ sprawdzi ,
czy istnigje stan M taki, eMab U @(*), tzn. nale y sprawdzi , czy osi galny jest stan M
spe nigi cy warunki (1), (2), (3) oraz taki, e w pewnym warunku pl a:C-b zachodzi
M(p)=0 (sprawdzalne z Lematu 4.4) lub w pewnym pi -aCa C('b-b-) zachodzi
M(p)<2 (sprawdzalne z Lematu 4.5). ”

Aby wyznaczy relacj niezale no ci nale y sprawdzi , czy aDb dla ka dg pary akgji
a,b. St d otrzymujemy wniosek:

Whniosek 4.7. Niezale no jest obliczalnaw klasie sieci markowanych.

4.2 Niezale no w niektorych rozszer zeniach sieci markowanych

Poni sze stwierdzenie zachodzi w dowolng klasie sieci rozszerza cef klas sieci
markowanych i jest prawdziwe dla obu typéw niezale no ci.

Stwierdzenie 4.8. Je li problem pusto c¢i warunku jest nierozstrzygalny w pewne klasie
sieci Petriego, to problem zale no ci ,,Czy dane dwie akcje ai b sieci N s zale ne?’
jest nierozstrzygalny dlatej klasy sieci.

Dowod. Przypu my, e problem zale no ci jest rozstrzygalny. Poka emy, e wtedy
problem pusto ci warunku jest rozstrzygalny. Dla dangj sieci N=(A,P,F,Mp) i warunku
pl P chcemy rozstrzygn , czy istnigje osi galny stan M taki, e M(p)=0. Konstruujemy
sie N¢w nast puj cy sposob: dodajemy dwie nowe akcje a,b i dwawarunki powi zane
z nimi jak naRys. 29.

Rys. 29. Schemat konstrukcji w dowodzie Stwierdzenia 4.8
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Stan M taki, e M(p)=0, jest osi galny w sieci (N,Mo) wtedy i tylko wtedy, gdy akCJeal
bs zae new sieci N'.

W powy szym dowodzie mo emy pod poj ciem ,zale no akcji” rozumie zaréwno
zale no | zykow , jak i systemow - nie mato wp ywu na konstrukcj , dlatego e
akcje a i b z konstrukcji u ywa tylko zwyk ych ukoéw, s wi c zae ne j zykowo
dok adnie wtedy, gdy s zale ne systemowo.

Stwierdzenie 4.8 pozwala na orzekanie o nierozstrzygalno ci niezale no ci w klasach
sieci Petriego z nierozstrzygalnym problemem pusto ci warunku. Poka emy teraz, e
problem pusto ci warunku jest nierozstrzygany w rozwa anych wcze nig
rozszerzeniach sieci markowanych: w sieciach inhibitorowych, czyszcz cych i
przerzuca cych.

Przytoczymy ngjpierw twierdzenia o nierozstrzygalno ci problemu osi galno ci dla
sieci inhibitorowych (Minsky [36]) i czyszcz cych (Araki/Kasami [1]).

Twierdzenie4.9. Problem osi gano ci jest nierozstrzygalny w sieciach inhibitoro-
wych.

Dowdd. Chrz stowski-Wachtel [7] udowodni nierozstrzygano problemu osi galno-
ci w sieciach inhibitorowych, konstruuj ¢ sie inhibitorow , realizuj ¢ mno enie i
korzystg] ¢z nierozstrzygano ci dziesi tego problemu Hilberta (Matiyasevich [30]). ~

Whniosek 4.10. Problem pusto ci warunku jest nierozstrzygalny w sieciach inhibitoro-
wych.

Dowdd. Nierozstrzygalno  problemu pusto ¢i warunku dla sieci inhibitorowych
wynika wprost z nierozstrzygalno ci osi galno ci w tych sieciach (Twierdzenie 4. 9) [
rownowa no ci problemu osi galno ci i pusto ci warunku (Stwierdzenie 4.3).

Jak zauwa yli my wcze nigj, konstrukcji z dowodow Stwierdze 4.2 i 4.3 nie mo na
zastosowa do sieci czyszcz cych. Nierozstrzygalno  problemu pusto ci warunku w tej
klasie sieci poka emy wprost, korzystgy ¢ z pomys u Dufourd/Finkel/Schoebelen [15] i
rozszerzg c konstrukcj ze Stwierdzenia 4.2. Ngjpierw przypomnimy ide z pracy [15]
pokazuj ¢ , w jaki sposob z nierozstrzygalno ci osi galno ci dla sieci inhibitorowych
wynika nierozstrzygalno os gano ci dlasieci czyszcz cych:

Twierdzenie 4.11. Problem osi galho ci jest nierozstrzygalny w sieciach czyszcz cych.
Dowadd. (Dufourd/Finkel/Schoebelen [15]) Poka emy, e gdyby problem osi galno ci
dla sieci czyszcz cych by rozstrzygany, to tak e problem osi gahno ci dlasieci
inhibitorowych by by rozstrzygalny: Niech N b dzie sieci inhibitorow . Konstruujemy
znig sie czyszcz ¢ N'w taki sposob, e dlaka dego warunku inhibitorowego p (tzn.
takiego, e istnigie akcja po czona z nim ukiem inhibitorowym) tworzony jest
warunek bli niaczy p', z ukami (zwyk ymi) takimi jak warunek p. Ka dy uk
inhibitorowy wychodz cy z p jest zamieniany na uk czyszcz cy wchodz cy do p'.
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Rys. 30. Schemat konstrukcji w dowodzie Twierdzenia4.11

Zauwa my, e w ka dym osi galnym stanie M sieci N' mamy M(p)3 M(p"). Réwno
M(p)=M(p") zachodzi wtedy, gdy obliczenie prowadz ce do M jest jednocze nie
obliczeniem sieci N (se N' dziaa zgodnie z sieci N), tzn. akcja czyszcz ca jest
wykonywana tylko wtedy, gdy warunek czyszczony p' jest pusty. Je li natomiast akcja
czyszcz ca wykona s, gdy p' nie jest pusty, to M(p)>M(p) i ponadto ta ostra
nierbwno  zostanie zachowana dla wszystkich stanéw os galnych z M, tzn. jeli
M(p)>M(p") i MaM' dla pewneg akcji a, to M'(p)>M'(p"). Zauwa my teraz, estan M jest
osi galny w N wtedy i tylko wtedy, gdy w N' jest osi galny stan M’ taki, e M'(p)=M(p)
dla wszystkich warunkow p sieci N oraz M'(p)=M(p) dla wszystkich (nowo
utworzonych) warunkéw p' bli niaczych dlawarunkéw inhibitorowych p.

Anaogiczn konstrukcj mo na zastosowa do udowodnienia nierozstrzygalno ci
problemu osi galno ci dlasieci przerzucg cych.

Twierdzenie4.12. Problem osi galno ci jest nierozstrzygany w sieciach przerzu-
ca cych.

Dowdd. Konstrukcj z Twierdzenia 4.11 wystarczy uzupe ni o dodatkowy warunek r,
do ktéregob d , przerzucane” etony z warunkow p'.

]

Rys. 31. Schemat konstrukcji w Twierdzeniu 4.12

Stan M jest osi galny w N wtedy i tylko wtedy, gdy w N' jest osi galny stan M' taki, e
M'(p)=M(p) dla warunkéw p sieci N, M'(p)=M(p) dla warunkéw p' bli niaczych dla
warunkow inhibitorowych p oraz M'(r)=0.

Stwierdzenie4.13. Problem pusto ci warunku jest nierozstrzygalny w sieciach
przerzuca cych.

Dowdd. Nierozstrzygalno  problemu pusto ¢i warunku dla sieci przerzucg cych
wynika wprost z nierozstrzygalno ci osi galno ci w tych sieciach (Twierdzenie 4. 12) [
rownowa no ci problemu osi galno ci i pusto ci warunku (Stwierdzenie 4.3).
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Niestety powy szg konstrukcji nie da s bezpo rednio zastosowa do udowodnienia
nierozstrzygalno ci problemu pusto c¢i warunku w sieciach czyszcz cych, gdy nie jest
prawdziwa rownowa no : istnige osi galny stan M sieci N taki, e M(p)=0 U gdy
istnige osi galny stan M sieci N' taki, e M(p)=0. Nie jest ona prawdziwa zaréwno dla
zwyk ych warunkow (Rys. 32), jak i dlawarunkow inhibitorowych (Rys. 33). Dzigje s
tak dlatego, e pusto warunku w sieci N' moga by os gni ta poprzez nie-
inhibitorowe dzia anie sieci N', czego nie mo na sprawdzi badg c lokalnie zawarto
tylko jednego warunku, nieodwo uj csi  do ca ego stanu sieci.

p@ @q p® p

® O,
W \/

N N L]

Rys. 32. W sieci N' pusto  warunku g jest osi galna, w sieci N —nie

N

Rys. 33. W sieci N' pusto  (inhibitorowego) warunku p jest osi galna, w sieci N —nie

Mo na jednak udowodni nierozstrzygalno problemu pusto ci warunku w sieciach
czyszcz cych, cz ¢ powy sz konstrukcj z konstrukcj ze Stwierdzenia 4.2 i
sprowadza) ¢ problem pusto ci warunku dla sieci czyszcz cych do problemu
0os gano ci stanu pustego w sieciach inhibitorowych. Ten ostatni problem jest
nierozstrzygany, poniewa problem os gano ci i os gano ci stanu pustego s
rownowa ne w sieciach b d cych rozszerzeniem sieci markowanych (Stwierdzenie
4.1), wi ctak ew sieciach inhibitorowych, aproblem os galno ci jest nierozstrzyga ny
w sieciach inhibitorowych (Twierdzenie 4.9).

Stwierdzenie4.14. Problem pusto ci warunku jest nierozstrzygalny w sieciach
czyszcz cych.
Dowod. Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 4.11 konstruujemy sie czyszcz c
zseci inhibitorowe, dodg ¢ warunki bli niacze i zamienig ¢ uki inhibitorowe na
czyszcz ce, anast pnie dodajemy (jak w Stwierdzeniu 4.2) zbiorczy warunek g, ktory
pocz tkowo ma tyle etonéw, ile jest w cag sieci N' w stanie pocz tkowym.
Bezpo rednia konstrukcja Hacka nie by amo liwadlasieci czyszcz cych, poniewa nie
mo na z gory okre li , ile etonow znika z sieci po u yciu akcji czyszcz cgj. Teraz
czymy q z kad akcj a ukiem wa onym g-»a, gdzie i jest liczb warunkow

47



Joanna J6 kowska

wchodz cych do a, i ukiem waonym a-l»q, gdzie j jest liczb warunkéw
wychodz cych z a, bez uwzgl dniania warunkow czyszczonych. Teraz warunek q nie
rejestruje zmian wynikaj cych z u yciaakcji czyszcz cych. Je li akcjaw sieci N' czy ci
warunek niepusty p', to liczba etondéw w g stgjesi wi kszani liczba etondw w sieci
N'. Poniewa odt d zawsze M(p)>M(p"), wi ¢ stan pusty jest teraz nieosi galny w N",
zatemqte b dzieju zawsze niepusty.

Rys. 34. Schemat konstrukcji w dowodzie Stwierdzenia 4.14
St d stan pusty jest osi gany w N U stan pusty jest osi galny w N' U stan z pustym
warunkiem g jest osi galny w N". "’
Nast puj cetwierdzenie prosto wynikaz wy € uzyskanych wynikow:

Twierdzenie4.15. Problem zale noci ,Czy dane akcje a i b s zale ne?’ jest
nierozstrzygany w sieciach inhibitorowych, czyszcz cychi przerzuca cych.
Dowod. Bezpo rednio z Wniosku 4.10 i Stwierdze 4.8, 4.13, 4.14.

4.3 Problem ladowo ci zachowania

W pewnych systemach wspo bie nych (np. w sieciach elementarnych), lokalna
wspo bie no  poci gazasob globan niezale no . Wsp0 bie ne zachowanie takich
systeméw jest w pe ni opisywane za pomoc ladow. Istnig jednak e systemy (na
przyk ad sieci markowane), ktére dopuszczaj istnienie par akcji zale nych (tzn. aDgb
w pewnym stanie ), a jednocze nie lokalnie wspd bie nych (tzn. al|qd w innym stanie
g9. Rozwa my nast puj cy przyk ad:

Przyk ad 4.16. Se markowana z nie ladowym zachowaniem

[a] O —[r]

Rys. 35. Akcjes zale ne, alelokalnie wspd bie ne
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Akcje a,b s zde ne, poniewa w stanie M=/ zachodzi Mab, ae nie zachodzi Mba.
Graf ladu [aaab] wygl da zatem nast puj co: a® a® a® b, podczas gdy po
wykonaniu pierwszego a akcjea, bs wspo bie ne: a@% a® a

b

To jest powdd, dlaktérego proponujemy poj cie systeméw z zachowaniem ladowym.

Definicja 4.17. Zachowanie ladowe
Zachowanie systemu tranzycyjnego S=(A,Q,0o) jest ladowe wtedy i tylko wtedy, gdy
(" abl A) (($al Q) allsb)  aldh.

Innymi s owy, zachowania systemu tranzycyjnego nie jest ladowe, je li istnige para

akcji abi stany q,q¢ takie, eabs lokalniewspd bie new g, i lokalnie zale new q¢
($a,bl A) (($al Q) allgh) U (($a¢ Q) aDqd).

Problem decyzyjny ,Czy zachowanie danego systemu (dang sieci) jest ladowe?’

nazwiemy problemem ladowo ci (zachowania).

W systemach o zachowaniu ladowym lady nie gubi  adnej informacji o mo liwo ci
wspo bie nego wykonania akcji. Wspd bie ne zachowanie takiego systemu jest wi ¢
w peni wyra ane ladami. Sieci elementarne s takimi systemami (Mazurkiewicz
[32]), asieci markowane naogd nie (Przyk ad 4.16).

Poka emy, e problem problemem ladowo ci jest rozstrzygalny w klasie sieci
markowanych. Napierw zauwa my, e problem lokalng wspd bie no ci jest
rozstrzygalny:

Lemat 4.18. Problem wspo bie no ci
Dane: Sie N, akcjeai b.
Pytanie: czy istnigje stan M taki, eal|ub?
jest rozstrzygalny w sieciach markowanych.
Dowod. Wynika to z rozstrzygalno ci problemu pokrywalno ci. Rozstrzygamy
mianowicie, czy istnige stan osi galny M pokrywa cy stan M' taki, e
M'(p)=2 dlawspolnych wej , czyli dlapl -aC:b;
M'(p)=1 diapozostaychwej , czyli dlapl -a- -bE-b--a;
M'(p)=0 dla pozosta ych warunkéw p.

Twierdzenie 4.19. Problem ladowo ci jest rozstrzygalny w sieciach markowanych.
Dowdd. Dla ka dg pary akcji sprawdzamy, czy s one zale ne (Twierdzenie 4.6) i czy
s lokanie wspd bie new jakim stanie (Lemat 4.18). Je li odpowied jest twierdz ca
dlaobu pyta , to zachowanie sieci nie jest ladowe, w przeciwnym przypadku — jest.

Przyk adem sieci markowanegj o zachowaniu ladowym jest sie z Przyk adu 2.24.

Teraz poka emy, e problem ladowo ci jest nierozstrzygalny w tych klasie sieci,
w Kktorych problem pusto ci warunku jest nierozstrzygalny. Tu réwnie konstrukcja ma
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t wasno , e jest odpowiednia zarowno dla ladow wygenerowanych przez
niezale no j zykow , jak i systemow ; i réwnie zachodzi w dowolng klasie sieci
b d cg rozszerzeniem klasy sieci markowanych.

Lemat 4.20. Je li problem ladowo ci zachowania jest rozstrzygalny w pewne klasie
sieci (rozszerzgj ceg klas sieci markowanych), to problem pusto ci warunku jest te
rozstrzygalny w tej klasie sieci.

Dowdd. Aby rozstrzygn , czy dia dang sieci N = (A, P, F, Mg) i placu pl P istnigje
os gany stan M taki, e M(p)=0, konstruujemy sie NCw nast puj cy sposob:
dodgjemy nowe akcje x,y powi zane jak narysunku, now akcj zpo czon zdwoma
warunkami z; i 2, i dla ka dg akcji z sieci N dodagjemy nowe uki prowadz ce
z warunku z, i do warunku z;.

Rys. 36. Schemat konstrukcji w dowodzie Lematu 4.20

Zauwa my, eka deobliczenie abc sieci N maposta azbzczw sieci N — powoduje to,
e adna para oprécz (x,y) nie mo e by lokalnie wspo bie naw sieci N . Akcje x,y s
ponadto lokalnie wspd bie ne dok adnie wtedy, gdy istnigje osi galny stan M taki, e
M(p)t0 i s lokanie zale ne dok adnie wtedy, gdy istnigje osi gany stan M taki, e

M(p)=0.

Zatem je li Mo(p)=0, to stan M taki, e M(p)=0 jest oczywi cie osi galny w N. Je li
Mo(p)>0, to X|lu,y (s lokalnie wspd bie ne w Mo). Zatem wtedy stan M teki, e
M(p)=0, jest osi galny w N wtedy i tylko wtedy, gdy akcje x, y s lokalnie wspo bie ne
(W Mp) i lokanie zale ne (w M), czyli dok adnie wtedy, gdy zachowanie sieci N nie
jest ladowe. Zatem rozstrzygano  problemu ladowo ci zachowania implikuje
rozstrzygalno problemu pusto c¢i warunku. "

Twierdzenie4.21. Problem ladowo ci zachowania jest nierozstrzygalny dla sieci

inhibitorowych, czyszcz cychi przerzucag cych.
Dowadd. Bezpo rednio z Wniosku 4.10, Stwierdze 4.13, 4.14 1 Lematu 4.20.
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5 Etyka procesow wspo bieznych

Zagadnienie uogolnienia sekwencyjnych poj  uczciwo ci ha obliczenia wspé bie ne
nie jest nowe. Potraktowanie ladu jako =zbioru jego linearyzacji (podg cie
przeplotowe) prowadzi do podzielenia pewnych wasno ci (np. uczciwo ci) na
uniwersalne (wszystkie linearyzacje mag t wasno ) i egzystencjane (jaka
linearyzacja mat w asno ). Podobne typy uczciwo ci by y definiowane i badane
w kilku pracach, ale jedynie dla sieci elementarnych (Peled/Pnueli [39], Volzer [46]),
bez wykorzystania teorii ladow. Tutg zbadamy dowolne sieci markowane i
przedstawimy dok adn hierarchi uczciwo ci procesow dlatych sieci.

Mo nate przenie poj ciauczciwo ci na lady bez operacji linearyzacji. W tym
podg ciu (nieprzeplotowym) nie dzieimy ladu na jego linearyzacje (podzia
poziomy), ale na prefiks i ogon (podzia pionowy). To podg cie oméwione b dzie w
podrozdziale 5.3.

5.1 Procesy systemow tranzycyjnych —klasyfikacja etyczna

Nast puj ce definicje prezentuj podg cie przeplotowe do ladow - traktuj lad jako
zhidr jego linearyzacji.

Definicja 5.1. Procesy sprawiedliwe, uczciwe i superuczciwe

Niech S= (A, Q, o) b dzie systemem tranzycyjnym, | — niezale no ci indukowan
przez S i niech w b dzie obliczeniem w L*(S). Wtedy s=[w] jest ladem w [L¥*(9)],
ca kowicie zawartym (jako zbiér) w L¥(9).

Proces s jest:

uniwersalnie superuczciwy U (" ul s) ujest obliczeniem superuczciwym;
egzystencjalnie superuczciwy U ($ul s) ujest obliczeniem superuczciwym;
uniwersalnie uczciwy U (" ul s) ujest obliczeniem uczciwym;

egzystencjalnie uczciwy U ($ul s) u jest obliczeniem uczciwym;

uniwersalnie sprawiedliwy U (" ul s) ujest obliczeniem sprawiedliwym;
egzystencjalnie sprawiedliwy U  ($ul s) u jest obliczeniem sprawiedliwym.

Klasy proceséw danego systemu S zdefiniowane wy € b d oznaczane odpowiednio
przez uSFAIRs, eSFAIRs, UFAIRs, eFAIRs, UJUSTs i eJUSTs. Gdy nie prowadzi to do
nigjednoznaczno ci, indeks Sb dzie pomijany.

Dla dowolnego systemu tranzycyjnego S prawdziwe s nast puj ceinkluzje:

eSFAIR | eFAIR [ eJUST

Ul Ul Ul
USFAIR | UuFAIR | uJUST
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5.2 Hierarchia uczciwosci procesdw sieci Petriego

Teraz poka emy, jak wygl dgj zale no ci pomi dzy tak zdefiniowanymi klasami
uczciwo ci dlaprocesdw generowanych przez elementarne i markowane sieci Petriego.

5.2.1 Procesy superuczciwe

Udowodnimy, e dwie klasy oblicze superuczciwych s réwne w dowolnym systemie
tranzycyjnym, wi ¢ w szczegdlno ci tak ew dowolnegj sieci Petriego.

Stwierdzenie 5.2. W dowolnym systemie tranzycyjnym uSFAIR = eSFAIR.

Dowdd. Z Definicji 5.1, uSFAIR| eSFAIR. Poka emy inkluzj odwrotn . Niech x
b dzie niesko czonym superuczciwym obliczeniem systemu S Przypu my, e jego
rownowa nik y»x nie jest superuczciwy. Wtedy istnigje akcja a, ywa w Yy, ktora
pojawiasi w Yy tylko nrazy. Zatem a pojawiasi w X te tylko nrazy. Z definicji 2.22,
dla ka dego sko czonego prefiksu u obliczenia x (u £"x) istnigje sko czony prefiks v
obliczenia 'y (v£™y) taki, e v»uw dia pewnego w. Ponadto akcja a jest ywa w
Qo(V)=Co(uw), wi cajest ywado(u). St dajest ywaw xi wystepuje w x tylko n razy,
zatem X nie jest superuczciwe. Sprzeczno . "

Wobec Stwierdzenia 5.2, klasa uSFAIR = eSFAIR b dzie zapisywanajako SFAIR.

5.2.2 Procesy egzystencjalniei uniwersalnie uczciwe

Z Definicji 5.1 i Stwierdzenia5.2 mamy SFAIRI uFAIRI eFAIR. Nast puj ce
przyk ady pokazuj , eobieinkluzjes ostre, nawet w klasie sieci elementarnych:

Przyk ad 5.3. Se dementarna N, w kidrej SFAIRy /; UFAIRy

Sie N: Graf osi galno ci sieci N: C%

Graf ladu [(xbxay)"]:

y
x%b—>x—%a<\ \b%x%a<
e

Rys. 37. Proces [(xbxay)"] jest uniwersalnie uczciwy, ale nie superuczciwy
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Przyk ad 5.4. Se elementarna N, w ktérej uFAIRy /, eFAIRy

Sie N: Graf osi gano ci sieci N:
[a] > O —[o]—>O—[¢]

N
Graf ladu [(abc)"]:

OO e

Rys. 38. Proces [(abc)"]=[ab(ach) "] jest egzystencjanie uczciwy, ale nie uniwersalnie uczciwy

5.2.3 Procesy egzystencjalniei uniwersalnie sprawiedliwe

Poni szy lemat sformu owany jest w j zyku sieci Petriego, ale zachodzi dla dowolnych
systemow tranzycyjnych.

Lemat 5.5. Je li dladowolnego stanu osi galnego M i dowolnych akgji a, b, ¢ zachodzi
implikacja (Mc U Mbc U Mbac U alb)  Mac, to ka dy egzystencjanie sprawiedliwy
proces jest uniwersalnie sprawiedliwy.

Graficzne sformu owanie:

Jeli 7 7o 7

. %
to eJUST| uJUST.

Dowod. Poka emy, e wszystkie rownowa niki obliczenia sprawiedliwego s

sprawiedliwe. Dla oblicze sko czonych jest to oczywiste. Niech x b dzie
niesko czonym obliczeniem sprawiedliwym i niech y»x. Niech akcjacl A b dzie stale
umo liwionaw y (je li taka akcjanieistnige, to oczywi ciey jest sprawiedliwe). Niech
teraz y' b dzie takim ogonem y (y=wy@, e c jest umo liwione w ka dym stanie y¢
Poniewa y»X, to z Definicji 2.22 istnigje sko czony prefiks u obliczenia x (tzn. x=uxq
taki, e u»ww dla pewnego w. St d x»wwx§¢ zatem y®wxe i oczywi cie wx¢ jest
sprawiedliwe. Teraz z zao enia lematu stwierdzamy, e c jest umo liwione w ka dym
stanie obliczenia wx¢ Poniewa wx¢ jest sprawiedliwe, ¢ pojawia S niesko czenie
cz stow wx¢ wi ctak ew x=ux¢ wi ctak ewy, bo y»x. )

Stwierdzenie5.6. W elementarnych sieciach Petriego ka dy proces egzystencjalnie
sprawiedliwy jest uniwersalnie sprawiedliwy: uJUST = eJUST.
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Dowdd. Najpierw zauwa my, e w sieciach elementarnych, je li ($M) Ma U Mc U
@Mac, to (" M) Ma U Mc @Mac. Zatem je li @Mac, to tak e IMbac. St d z
Lematu 5.5, otrzymujemy uJUST = eJUST.

Przyk ad 5.7. Dowod Stwierdzenia 5.6 nie dzia a dla sieci markowanych

[2]
b |—>(e]

Rys. 39. Sie markowana. Zachodzi Mea UM U @Mgac,
ae dlaM=Mgb mamy Ma UMc U Mac

Niemnig jednak, rowno uJUST =eJUST zachodzi dla bezp telkowych sieci
markowanych, ale dowdd tego faktu jest nieco bardzigj z o ony.

Stwierdzenie 5.8. W bezp telkowych sieciach markowanych uJUST = eJUST.

Dowod. Udowodnimy, e zao enie Lematu 5.5 zachodzi dla bezp telkowych sieci
markowanych. Przytoczmy to zao enie w wygodniejszegl postaci:

(" a,bl A) (($M) ($c) Mc UMbc UMbac UMaU@Mac) aDb
Poka emy, eje li Mc UMbc UMbac UMa U @Mac, to @Mcab U Mcba.
Nazwijmy kilka potrzebnych stanéw: McM;, MbM,cM3, MbM,ac.
Mcba: Mamy Myc i Meac, wi ¢ (z Faktu 2.4) MbM.cMsa; podobnie poniewa
MbM2cM3 i McMy, to (z Faktu 2.4) McM1bM3. Zatem McM;bMsa.
@Mcab: Mamy Ma, Mc i @Mac, zatem (z Faktu 2.4), @Mca, wi ctak e @Mcab.
Pokazali my, eMcha U@Mcab, zatem M;ba U @M,ab, czyli @alb.

W dowodzie Stwierdzenia5.8 u ywali my zao enia, e sie jest bezp telkowa
Nast puj cy przyk ad pokazuje, e by o to konieczne:

Przyk ad 5.9. Swierdzenie 5.8 nie zachodz dla sieci markowanych z p telkami

Graf ladu [(abd)"]:

Rys. 40. Proces [(abd) “]=[(bad) "] jest egzystencja nie sprawiedliwy, ale nie uniwersalnie
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5.2.4 Podsumowanie

Podsumujmy wyniki i przyk ady tego podrozdzia u. Hierarchiczna struktura procesow
z punktu widzeniaich etycznych w a ciwo ci wygl danast puj co:

eFAIR ) equsT

@ Ul ul e
SFAIR | uFAIR | uJUST
(1) (3)

Dlaka dg inkluzji powy szego diagramu istnigje przyk ad sieci markowanej, dla ktorej
jest ona ostra: dla inkluzji (1) — Przyk ad 5.3, dla (2) — Przyk ad 5.4, dla (3) i (4) —
Przyk ad 5.10 poni g, dla(5) —Przyk ad 5.11.

Przyk ad 5.10. Se elementarna, w ktérej uUFAIR / uJUST i eFAIR / eJUST

Rys. 41. Proces[(ab)"] jest uJUST, wi ¢ eJUST, alenie eFAIR, wi cte nieuFAIR

Klasy eFAIR i uJUST s nieporéwnywalne. Przyk ad 5.10 pokazuje przypadek procesu
uJUST, denie eFAIR, przypadek procesu eFAIR ale nie uJUST jest podany poni g:

Przyk ad 5.11. Se markowana z procesem eFAIR, ktory nie jest uJUST

d ] ®
(O+—b]
Q, @ (@ [c]
a]

Rys. 42. Obliczenie aa€bdab®i®d " jest uczciwe,
alejego rownowa nik (bb&adldd ™ nie jest sprawiedliwy

Dlasieci elementarnych i markowanych bezp telkowych hierarchiastajes liniowa
SFAIR I uFAIR [ eFAIR [ eJUST = uJusT
Dla ka dg inkluzji istnige sie , nawet elementarna, dla ktorej inkluzja jest ostra. S to

odpowiednio Przyk ady 5.3, 5.4, i 5.10. Trzecia inkluzja wynika z faktu, e ka de
uczciwe obliczenie jest sprawiedliwe, arowno —ze Stwierdze 5.61 5.8.
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5.3 Etyka w podesciu nieprzeplotowym

Potrzeb  nieprzeplotowego podeg cia do definiowania procesow uczciwych za
sygnalizowa a Kwiatkowska [27]. Zauwa my, e proba bezpo redniego przeniesienia
sekwencyjng definicji uczciwo ci (je li a umo liwione niesko czenie cz sto, to
wykonane niesko czenie cz sto) nie jest wystarczgj cadla ladéw, co pokazuje poni -
szy przyk ad.

Przyk ad 5.12.

Rozwa my nast puj ¢ sie skadg c s z

dwaoch ni éde nyl?:hJ akgji: k O‘B
Proces [ba"] te sieci jest w naturalny

sposodb uczciwy, a nawet superuczciwy —

wszystko, co jest umo liwione, jest wykonane.
Przy bezpo rednim przeniesieniu definicji uczciwo ci proces ten by by nieuczciwy,

gdy bjest umo liwione po ka dym prefiksie a” tego procesu, a wykonane tylko raz.

a a a
b

Podamy teraz nieprzeplotowe definicje poj  etycznych (istotnie r6 ne od [27]) i
poka emy, e klasy uczciwo ci zdefiniowane w ten sposob pokrywa sz pewnymi
klasami uczciwo ci zdefiniowanymi przeplotowo w podrozdziale 5.1. Nieprzeplotowe
definicje nie wnosz wi ¢ nic nowego, jednak oka s przydatne jako narz dzie
dowodowe, np. w dowodzie twierdzenia 5.22.

Definicja 5.13. Procesy sprawiedliwe, uczciwe i superuczciwe (wersja nieprzeplotowa)
Niech S= (A, Q, o) b dzie systemem tranzycyjnym, | — niezale no ci indukowan
przez S i niechwb dzie obliczeniem w L¥(S). Wtedy a=[w] jest ladem w T=[L¥(S)].
Procesal Tjest:
- hsuperuczciwvy U (" al A) jal.<¥  ($b£™Ma) (" g bga]l T

tzn. aniejest ywepo b;
- h-uczciwy O ("al A) jal.<¥ ($b£"Ma) (" g beE™a  bgall T

tzn. aniejest nigdzie umo liwionew a po b;
- hsprawiediwy O (" al A) jal.<¥  (* b£™a) ($g) beE"a Ubda]i T

tzn. aniejest staleumo liwionew adnym ogonie ladu a.

Klasy procesdw systemu S zdefiniowane powy €, b d oznaczane przez ASFAIRs,
AFAIRsi AJUSTs, odpowiednio. Je li nie prowadzi to do nigjednoznaczno ci, indeksy S
b d pomijane. Nast puj cezawieraniawynika wprost z definicji:

hSFAIRT AFAIRI AJUST.
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Przyk ad 5.14.
Rozwa my sie zPrzyk adus5.3.
a=[xa(xbxya)"]l AJUST, de al AFAIR

\ /a%x%b\x

X a X

b=[xb(xaxyb)"“]1 AFAIR, de bl ASFAIR

/y\ 7Y
\ 2b%x%a\x

X b X

g=[x(axbxyaxcaxy)"] T ASFAIR

X a X /y\a/(:\
\ —7 TN, _—7

/y\
a\xﬁa%X%b

Stwierdzenie 5.15. W dowolnym systemie tranzycyjnym ASFAIR = SFAIR.

Dowdd. (I ) Niech al ASFAIR i aniech b dzieakcj sko czenie wiele razy wyst puj -
C w a. Istnige sko czony lad b taki, e a=bgi w g nie ma stanu umo liwig cego
akcj a. Niech u b dzie dowoln linearyzacj b, aw — dowoln linearyzacj g [u]=Db,
[wW]=g Wtedy uw jest superuczciw linearyzacj a, co wobec Stwierdzenia 5.2
wystarcza do pokazania superuczciwo ci a.

(E) Niech al SFAIR i niech w b dzie dowoln jego (superuczciw ) linearyzagj :
[w]=a. Istnig takie sowa u, v, e w=uv, u jest sko czone i akcja a wyst puj ca
sko czon ilo razy w a niejest ywaw stanie go(u), a zatem tak e w adnym stanie
obliczenia v, wi ¢ rownie w adnym stanie dowolnego rownowa nika obliczenia V.
Szukanym prefiksem jest zatem b=[u].

Stwierdzenie 5.16. W dowolnym systemie tranzycyjnym AJUST = eJUST.

Dowdd. (i ) Niech al AJUST i niech a=bg, gdzie b jest sko czonym prefiksem a
zawierg) cym wszystkie akcje ay, ay, ..., a, pojawigy cesi sko czon ilo razyw a, a
ogon g zawiera tylko takie akcje by, by, ..., by, ktore pojawigy s niesko czenie cz sto
w a. Niech u b dzie dowoln linearyzacj b, czyli b=[u]. Konstruujemy sprawiedliw

linearyzacj a w nast puj cy sposob: Wo=u, Wi=w;.1V;, dla i=1,...n, gdzie wszystkie by
(=1,...,m) wyst puj w Vi stan poVv; nie umo liwia a, anast pnie ponownie od a; do
a, i tak dalgj. Takaniesko czonaprocedurajest mo liwa, poniewa ka dy ogon zawiera
stan nie umo liwig cy a. Niesko czone obliczenie w= uv;..VpvG..vG... jest
sprawiedliw linearyzacj a.

(E) Niech al eJUST i niech w b dzie sprawiedliw linearyzagj a. Przypu my, ea
nie jest AJUST, zatem istnige akcja a, sko czony prefiks b i ogon g takie, e |aj.<¥,
a=bg, i ajest staleumo liwionew g Niech b=[u], g=[Vv], zatem a jest stale umo liwione
W Vi [v<¥. Std][w]=[uv] i wjest sprawiedliwe, ae uv nie jest. Z Definigji 2.22,
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istnigje rozk ad w=zy taki, e [z]=[ux] dla pewnego x. Poniewa [w]=[zy]=[uxy]=[uv],
to [xy]=[v]=g Ale a jest stale umo liwionew g=[v]=[xy], zatem tak ew y. Alew—zyl
Wla=|ala<¥, st dw niejest sprawiedliwe. Sprzeczno .

Stwierdzenie 5.17. W dowolnym systemie tranzycyjnym AFAIR = uFAIR.

Dowdd. (I ) Niech al AFAIR i niech wi a b dzie dowoln linearyzacj a. Niech a
b dzie akcj niesko czenie cz sto umo liwion w obliczeniu w. Poniewa stany w s

jednocze nie stanami a, proces a ma niesko czenie wiele standw umo liwig cych a.
Zatem ka dy ogon a maniesko czenie wiele takich stanow. Poniewa a jest AFAIR, to
akcja a wyst puje niesko czenie cz sto w a, wi ¢ tak e w w, zatem w jest uczciwe.
Poniewa w by odowoln linearyzacj a, procesa jest uFAIR.

(E) Niech al uFAIR i przypu my, ea niejest AFAIR, zatem istnigje taka akcjaa, e
|ala<¥ i ka dy ogon a zawiera stan umo liwig cy a. Konstruujemy linearyzacj jak w
dowodzie Stwierdzenia5.16(i ), ko cz ¢ ka de v; stanem umo liwig cym a. Jest to
mo liwe, poniewa ka dy ogon zawiera taki stan. Taka linearyzacja nie jest uczuwa,
zatem a niejest uFAIR. Sprzeczno

Mo emy wi cuzupe ni diagram hierarchii etyczneg procesdw nast puj co:

eFAIR | eJUST = AJUST

Ul Ul
SFAIR | UuFAIR | uJUST

I I
ASFAIR  AFAIR

5.4 Kryteriaréwnosci eFAIR=uFAIR i uFAIR=SFAIR

Sytuacja, w ktoregl proces egzystencjalnie uczciwy nie jest uniwersalnie uczciwy,
wprowadza pewn trudno w badaniu i projektowaniu systeméw wspé bie nych,
poniewa sprawdzenie uczciwo ci pojedynczego obliczenia nie zapewnia uczciwo ci
caego procesu. Pojawia s pytanie o to, w jaki sposob zapewni réwnowa no ciow
domkni to  procesdw ze wzgl du na uczciwo , czyli jak projektowa systemy,
w ktérych ka dy proces egzystencjalnie uczciwy jest te uniwersalnie uczciwy.
Nazwijmy takie procesy stabilnie uczciwymi. W tym podrozdziale podamy kryteria
rozstrzyga) ce, czy w danym systemie sko czenie stanowym zachodzi eFAIR=uFAIR
oraz UFAIR=SFAIR.

Przypuszczenie, e wyst powanie niestabilnie uczciwych procesdbw ma jaki
zwi zek z konfuzjami, pojawi 0 s u Kwiatkowskig [27]. Przytoczmy najpierw
definicj konfuzji.

Definicja 5.18. Konfuza
Niech M b dzie stanem pewnego systemu tranzycyjnego, a,bl A - jego akcjami. Tréjka
(M,a,b) jest konfuz , jeli a,b s niezale ne, umo liwione w M oraz zbior akgji
skonfliktowanych z akcj aw stanie M jest inny ni  w stanie Mb:

alb UMaM; UMbM, U{cl A; M[a#c]}*{cl A; Mj[a#c]}.
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Na pewno istnienie procesu niestabilnego wymaga istnienia 7
konfuzji. B dzie ona miaapewn szczegoln posta : w stanie M i M,

na cie ce ab akcjac niejest umo liwiona, natomiast na cie ce ba V N
pojawiasi stan M, w ktérym akcjac jest umo liwiona—b dzieto M, b M
ta akcja, ktora nie jest wykonana w obliczeniu i ktora sprawia, e ~ M 7
rownowa nik zawiergj cy cie k bajest nieuczciwy. !

Jednak samo istnienie takig konfuzji nie wystarcza, aby istnia proces niestabilny:

Przyk ad 5.19. Se zkonfuz , aleeFAIR=UFAIR

1 2 _/a b\
E O . . u C%Ce?

Rys. 43. Sie elementarnaz konfuzj w stanie{1} i wszystkimi procesami superuczciwymi

W Przyk adzie 5.19 wszystkie obliczenia s sko czone, wi ¢

wszystkie obliczenianieprzed u anes uczciwe. Potrzebne jest A w

dodatkowe zao enie ,0 ywig ce’ konfuzj — mus istnie VV’} MZK

cie kaze stanu M' do M. M M
Jednak okazuje s, e to zao enie réwnie nie jest N4 b/

wystarczg ce: My

Przyk ad 5.20. Se z yw konfuz , ale eFAIR=UFAIR

Rys. 44. Sie eementarnaz yw konfuzj w stanie{1} i zeFAIR=UFAIR

W Przyk adzie 5.20 niesko czone obliczenie zawierg) ce pods owo ba musi zawiera
wszystkie litery, awi cniedas skonstruowa nieuczciwego obliczenia zawierg) cego
ba. Musimy narzuci dodatkowe zao enie na cie K w ,0 ywig ¢ ” konfuzj — nie
mo e ona zawiera litery ¢ (aby obliczenie (baw)" by o nieuczciwe). Mo e s tak e
zdarzy , ena cie ce w umo liwiona jest jaka akcja nie wykonana (c lub inna) — co
powoduje, e obliczenie (abw)" jest tak e nieuczciwe. B dzie to ostatni warunek, ktory
trzebanao y na cie k w.
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Niech M b dzie stanem pewnego systemu, awl A* sko czonym obliczeniem tego
systemu. Je li MwM, to tak p tl nazywamy egzystencjalnie (uniwersalnie) uczciw
wtedy i tylko wtedy, gdy proces [W"] jest egzystencjalnie (uniwersanie) uczciwy.

Twierdzenie5.21. W systemach sko czenie stanowych
eFAIR=UFAIR U ka dap tlaegzystencjalnie uczciwa jest uniwersalnie uczciwa

Dowdd. () Przypu my, eistnigep tlaMwM egzystencjanie uczciwa, ktéra nie jest
uniwersalnie uczciwa. Wtedy proces [w]" jest egzystencjanie uczciwy, ale nie
uniwersalnie. Zatem eFAIR* uFAIR.

(U) Przypu my, e eFAIR'UFAIR i niech s b dzie obliczeniem uczciwym, at jego
rownowa nikiem nieuczciwym: t»s. Na podstawie obliczenia s skonstruujemy takie
obliczenie g, w ktérym zngjdziemy cie k abwtak , ealb UMaM;bM' UMbM,aM' U
Mc UM'wM U w|:=0 U obliczenie (abw)" jest uczciwe.

Niech s' b dziem takim ogonem s, w ktérym wszystkie litery wyst puj niesko czenie
cz sto s=us' dla pewnego sko czonego u i niech Z b dzie zbiorem tych liter, ktore
wyst puj w s'. Zdefinicji 2.22 (rwnowa no ci oblicze niesko czonych) istnigje
sko czony prefiks w obliczenia t (t=wt') taki, e w»uv dla pewnego v. Oczywi cie
skoro t=wt'to t»uvt'»us’, st d vt'»s".

s‘ u ‘ s'

»

t w | t
»

tl‘ u ‘ Y | t'

W t'istnige niesko czenie wiele standw, ktére umo liwig jak liter spozazbioru Z.
Niech x b dzie nglkrétszym prefiksem t', takim, ejego stan ko cowy umo liwialiter
spozaZ —nazwijmy j c, czyli t'=xt" i cjest umo liwione po x.

c

ti] u | v | x| t
»
S ‘ u ‘ S | s"
»

L u [ v | x | z | t”
»
gl u | o | s”

Z definigji 2.22 istnigje taki prefiks s; obliczenias' (s'=s1S"), e si»vxz dla pewnego
z, czyli vxz jest takim rownowa nikiem s owa s, ktorego stan wewn trzny umo liwia
c. S to sowasko czone, zatem mo na otrzyma jedno (vxz) z drugiego (S1) poprzez
sko czon ilo pojedyncze zamiany migscami pary liter niezale nych. Rozwa my
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taki proces — w pewnym momencie jaka zamiana powoduje, e w nowym obliczeniu
pojawia si stan umo liwig cy liter spoza Z (w ,nggorszym” przypadku b dzie to
ostatnia zamiana, a umo liwion liter b dzie c, de mo e wyst pi wcze nig taka
sytuacja i mo e to by inna litera). Zatrzymujemy s w momencie, gdy zajdzie taka
sytuacjai niech gg b dzie otrzymanym s owem. S owo ¢ zawiera pods owo a;b,, takie,
e aplb; 1 po a; jest umo liwiona litera spoza Z, a wszystkie inne stany po rednie nie
umo liwig litery spozaZ.
W t™ nadal istnige stan umo liwig cy liter spoza Z, zatem w taki sam sposob
konstruujemy odpowiedni rownowa nik g prefiksu sowas", i tak dalg.
Utworzyli my niesko czone obliczenie g=ugi@... Ka de g zawiera pods owo ajb; takie,
e alb; i stan po g jest (jedynym w g) stanem umo liwig cym liter ¢ spoza Z. Stan
przed g nazwijmy M;. Poniewa stanow i liter jest sko czenie wiele, istnige taka
czworka (M, &, by, ¢), ktéra s powtarza niesko czenie cz sto. Mo emy wi ¢ wybra
& i o, takie, e M =M=M, a=a,, bx=bn, ck=C, oraz w sowie pomi dzy My a M,
(nazwijmy je w) pojawigj s wszystkie litery ze zbioru Z. W sowie w zamieniamy
wszystkie podsowa ab; na big otrzymuj ¢ sowo w. P tla MWM jest uczuwa,
poniewa stany po g by y jedynymi stanami umo liwig cymi liter spozaZ.

Okazuje s , e analogiczne kryterium mo na przyj do rozstrzygania, czy w danym
sko czenie stanowym systemie zachodzi rowno uFAIR=SFAIR.

Twierdzenie 5.22. W systemach sko czenie stanowych
UFAIR=SFAIR U ka dap tlauniwersanie uczciwajest superuczciwa

Dowod. () Przypu my, eistnige p tla MwM, ktéra jest uniwersalnie uczciwa, ale
nie superuczciwa. St d proces [W"] jest uniwersalnie uczciwy, ale nie superuczciwy.
Zatem uFAIR! SFAIR.

(U)Przypu my, euFAIR! SFAIR i niech a b dzie procesem uniwersalnie uczciwym,
ale nie superuczciwym. Z twierdzenia 5.17 a jest procesem /A-uczciwym, a to oznacza
(z definicji), e dlaka dg litery al A wyst puj cg sko czon ilo razy w a istnigje
sko czony prefiks b procesu a (tzn. a=bg dla pewnego niesko czonego ladu g), taki,

e aden sko czony prefiks procesu a d u szy od b nie umo liwia litery a (tzn. je li
bdt™a to bd[a] nie jest procesem badanego systemu). Teraz wybierzmy najd u szy
spo réd wszytkich takich prefiksdw (istnigje, poniewa ilo liter jest sko czona), tzn.
a=bgi aden prefiks du szy od b nie umo liwia adng spo réd liter wyst puj cych
sko czon ilo razy w a. Niechwl gb dzie dowoln linearyzacj g Poniewa system
ma sko czon ilo standw, to istnigie w obliczeniu w taki stan M, ktéry pojawia si
w nim niesko czenie cz sto. Zatem mo na podzieli w na takie sowa wi, Wp, W3, €
w=w1Mw,Mw; (w; prowadzi do stanu M i wyw, prowadzi do M) oraz w sowie w,
wyst puj wszystkie litery obliczenia w. Wowczas Mw,M jest szukan p tl : proces
[wo"] jest uniwersalnie uczciwy, poniewa aden prefiks g (a wi ¢ tak e wy) nie
umo liwia litery nie wykonangj, a nie jest superuczciwy, bo w gjest ywa jaka akCJa
nie wykonana
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6 Podsumowanie

My | przewodni rozprawy jest zastosowanie teorii ladow do opisu i badania
zachowa sieci Petriego. Wiemy, e lady idednie opisuyj zachowanie Sieci
elementarnych. Zachowania sieci markowanych (i ich rozszerze ) by y dotychczas
modelowane innymi obiektami (np. pé ladami, sowami cz ciowymi, sieciami
wyst pie ). Istnig jednak sieci markowane, ktorych zachowanie jest w peni
opisywane za pomoc ladow — nazwali my je sieciami 0 zachowaniu ladowym.
lady (tak sko czone, jak i niesko czone) s klasami réwnowa no ci, mg Wi C
roz czne zbiory linearyzacji. Badanie w asno ci procesow reprezentowanych przez
lady mo emy wi ¢ sprowadzi do badania ich pojedynczych przebiegéw
sekwencyjnych (linearyzacji).

Wykorzystanie teorii ladow do badania zachowania sieci Petriego, nie tylko
elementarnych, ale tak e markowanych, a nawet ich rozszerze , wymaga odpo-
wiedniego zdefiniowania afabetu wspd bie nego dla sieci, tak, aby lady w peni
odzwierciedlay natur procesdw sieci. Zaproponowana tutaj ogolna definicja nieza-
le no ci akcji powoduje, eindukowane przez ni  lady nie zawsze przechowuj pen
informacj o zachowaniach wspo bie nych. Jednak narzucg c zakaz wspo bie nego
wykonywania akcji zale nych, co da s technicznie zrealizowa prost konstrukcj
uzupe nigy ¢ (Rys. 48 poni g), otrzymujemy sie 0 zachowaniu ladowym symuluj ¢
dzia anie sieci pierwotnegy.

Rys. 45. Konstrukcja uzupe nigj caka d par a,b akcji zale nych (i wspé bie nych)

Obliczalno relagji zale no ci w sieciach markowanych (Twierdzenie 4.6) pozwala na
dok adne (tzn. tam, gdzie trzeba) wykonanie powy sze konstrukcji. Mo napowiedzie ,
e tak zbudowana sie (jg zachowanie jest ladowe) symuluje dziaanie Siec
pierwotngj, trac ¢ mo liwo wspd bie nego wykonania pewnych (ae tylko zale nych)
akdji.
Sieci markowane mo emy wi c traktowa — podobnie jak sieci elementarne — jako
generatory j zykow ladow. Oczywi cieklasaj zykow laddw przez nie generowanych
jestistotniewi kszaod klasy j zykow generowanych przez sieci elementarne.

Relacja niezale no ci akcji okazaa s nieobliczalna w pewnych rozszerzeniach sieci
markowanych. Dowody oparte s na nierozstrzygalno ci problemu pusto ci warunku w
tych klasach sieci, co réwnie pokazano w rozprawie.
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Analiza rozstrzygano ci probleméw zale no ci akgji i zachowania ladowego w
sieciach rozszerzonych doprowadzi a przy okazji do bardzo ciekawego nowego
problemu, z pocz tku sprawia cego wra enie oczywisto ci. We wszystkich znanych
klasach sieci problemy osi galno ci i osi galno ci stanu z pustym warunkiem s abo
rozstrzygalne, albo nierozstrzygalne. Nie istnige jednak ogolny dowdd rownowa no ci
tych problemow w dowolnej klasie sieci Petriego.

Problem: Czy istnigje taka klasa sieci, w ktorg problem osi galno ci jest
nierozstrzygany, a problem pusto c¢i warunku — rozstrzygalny?

ladowy model zachowania sieci umo liwi precyzyjne uogdlnienie klasycznych poj

sekwencyjngl uczciwo ci, odpowiada] ce zjawiskom zachodz cym w systemach
wspd bie nych. Podali my ogoln klasyfikacj i hierarchi tych poj (dla dowolnych
systemoOw tranzycyjnych), a nast pnie szczegb owo zbadali my je w podstawowych
klasach sieci Petriego — sieciach elementarnych i markowanych. Sformu owali my
rownie nieprzeplotowe definicje ngjwa nigjszych poj etyki oblicze i pokazali my,
eniewnosz one nic nowego w porownaniu z definicjami przeplotowymi.

Interesuj cym problemem wydage s znalezienie ogolnych kryteridéw, warunku-
j cych rowno pewnych klas uczciwo ci. W rozprawie takie kryteria znaleziono
jedynie dla systemow tranzycyjnych sko czenie stanowych.

W pracy przedstawiono rownie pewne wyniki zwi zane z zagadnieniem unikania
konfliktéw. Opracowano agorytm produkuj cy graf steruj cy bezkonfliktowym
dziaaniem sieci. Algorytm ten dziaa dla tzw. sieci bezpiecznych — rozszerzenia sieci
elementarnych o inne typy ukoéw. Nasuwa s mo liwo dwéch nurtéw dalszych
bada zwi zanych z konfliktami: unikanie konfliktow w sieciach markowanych (i ich
rozszerzeniach) oraz wspo bie ne podg cie do konfliktow (procesy z bezkonfliktow

linearyzacj ).
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