Rys. 1. Geometryczna interpretacja rozpadu czastki.

O rysowaniu zderzen
Maciej LISICKI™

Zderzenia cial sa jednym z czesciej poruszanych tematéw na szkolnych
lekcjach fizyki, poniewaz sa $wietnym polem wykorzystania rozmaitych
postaci zasad zachowania energii i pedu. Co wiecej, mozna stopniowo
komplikowaé rozpatrywane zagadnienia — przejsé od elastycznych zderzen
czastek punktowych, poprzez niesprezyste zderzenia bryt sztywnych, az po
skomplikowane problemy teorii sprezystosci, obejmujace szczegdlowa analize
momentu zderzenia i teori¢ rozpraszania.

Ograniczmy rozwazania do geometrycznego spojrzenia na elastyczne zderzenie
punktowych czastek, wprowadzajac zabawne i cieckawe narzedzie do analizy
zderzen. Sprowadzi si¢ to do... rysowania kélek i strzatek.

Rozwazmy spoczywajaca czastke o masie M, ktéra rozpada sie samorzutnie
na dwie nowe czastki o réwnych masach m. Czastki te poruszaja sie zatem
z rownymi predkosciami. Zajmijmy sie jedna z nich — niech jej predkosé

w ukladzie spoczywajacej czastki M wynosi vg. Predko$é¢ drugiej wynosi,
oczywiscie, —vy.

Czytelnik Wnikliwy zauwazy zapewne, ze w opisanej tu sytuacji nie jest
zachowana calkowita energia, ani calkowita masa! Energia potencjalna
wszystkich sktadnikéw uktadu jest stale réwna zeru, energia kinetyczna czastki
przed rozpadem takze réwna sie zeru, a energia kinetyczna produktow rozpadu
to mvg. Ten pozorny paradoks wynika z zaniedbania efektéw relatywistycznych,
tj. rbwnowaznosci masy i energii.

PrzejdZzmy teraz do ukladu laboratoryjnego, w ktéorym czastka M porusza sie
z predkoscia V, pierwsza za$ z czastek m z predkoscia v. Predkosé ta jest,
oczywiscie, wektorowa suma predkoéci w ukladzie pierwotnej czastki i predkosci
tego ukladu odniesienia w laboratorium:
v=V +vyg.

Przepisujac te rownosé w postaci v — V = v i stosujac twierdzenie cosinuséw,
otrzymamy zwigzek

v? + V2 — 20V cos = v,
gdzie 0 jest katem miedzy wektorami v i V. Mozemy postuzy¢ sie bardzo
wygodnym rysunkiem 1 do zobrazowania tej sytuacji. Predkosé v jest wektorem
poprowadzonym do dowolnego punktu na obwodzie
okregu z punktu A, odleglego od $rodka okregu
o wektor V. Promien okregu jest réwny vg. Mozemy
przy tym rozrézni¢ dwa przypadki. Jezeli V' < vy, czyli
punkt A lezy wewnatrz okregu, to kat 0, pod jakim
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czastka opusci uklad, jest dowolny. W przypadku
V > vy czastka moze wylecie¢ tylko do przodu
i pod katem nieprzekraczajacym On,ax. Z konstrukeji
przedstawionej na rysunku tatwo mozna przekonac sie,
ze wartos¢ kata granicznego okresla rownosé
Vo
v
Kat ten odpowiada bowiem stycznej do okregu w punkcie B, poprowadzonej
z A. Takie katy mierzy, oczywiscie, obserwator w ukladzie laboratoryjnym.
Rysunki te maja jeszcze jedna zalete — mozemy tatwo powiazaé katy w ukladzie
srodka masy z katami mierzonymi w uktadzie laboratoryjnym. Pozostawiajac
przeksztalcenia Czytelnikowi, podajemy wynik

Vo sin 90
vocosfy+ V'

Sin Opax =

tgf =

Podobng konstrukcje mozna wykorzystaé przy analizie sprezystego zderzenia
dwoch czastek. Dla uproszezenia zatézmy, ze ich masy sa jednakowe.
Predkosci czastek przed zderzeniem bedziemy oznaczaé przez vy, va,
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V=V’

Rys. 2. Sprezyste zderzenie dwéch czastek
w jezyku predkosci wzglednej i predkosci

$rodka masy.

Rys. 3. Ta sama geometria,

. = ’
ale rysujemy pedy; OC = pu’,

1

AO = (P1 + p2),
my + me
. m
OB = 2 (p1 + p2).
mi + ma
C

a po zderzeniu v/, v}. Zasady zachowania energii i pedu beda mialy postaé:

vi+va=vi+vh  [vifP+ |vaf’ = VI[P 4 [vh[*
Najwygodniej bedzie wprowadzi¢ nowe zmienne, okreslajace predko$é érodka
masy uktadu i wzgledna predkosé ciat

1
V:§(V1+V2), u=vy—vVvy

oraz analogiczne wielko$ci po zderzeniu V' i u’. Zasady zachowania przyjma
teraz niezwykle prosta postac

V=V, J|u =]
czyli wektor V jest niezmiennikiem zderzenia, a wektor u nie zmienia swojej
dlugosci (moze jedynie zmieni¢ kierunek), co jest zgodne z intuicja. Podobnie
jak poprzednio, mozna to wygodnie zilustrowaé rysunkiem 2. W tym przypadku
zderzenie sprowadza si¢ wyltacznie do obrotu wektora u wpisanego w okrag
o promieniu u. Rozumowanie to mozna uogélni¢ na przypadek, gdy masy
czastek sa rozne. Wezmy dwie czastki poruszajace sie jak poprzednio, ale
o masach my i me. Wprowadzajac predko$¢ wzgledna u i predkos¢ $rodka masy

mivy + mava

my + mo
znajdujemy predkoéci czastek w ukladzie $rodka masy:
* ma * my
vi=———u, vi;=-—""—
my + me my1 + ma

7 zasady zachowania pedu wiemy, ze pedy czastek w ukladzie srodka masy

po zderzeniu sa rowne i przeciwnie skierowane, z zasady zachowania energii
wynika natomiast, ze wartoéci bezwzgledne predkosci nie zmieniaja sie, jedynie
zmienia si¢ kierunek (odpowiada to obrotowi na rysunku 2). Mozemy w latwy
sposob przejsé do ukladu laboratoryjnego, dodajac do kazdej z wyliczonych
predkosci predkosé V érodka masy:

ma mi

——u'+V, vi=———-—u+V.
my +ma my + My
Do geometrycznej interpretacji wygodnie jest postuzy¢ sie pedami czastek.

Zdefiniujmy wektor jednostkowy n w kierunku u’. Latwo mozna przekonadé sie, ze

[
V] =

o my ; Mo
p; = pun + m(m +Pp2), Py=—pun+ m(l)l + Pp2),
gdzie wprowadziliémy mase zredukowana
o mimso
o mi + mo '

Rozwazmy wiec okrag o promieniu pu (rysunek 3). Wektor O—C>' odpowiada
wektorowi pu, zatem powyzsze réwnania mozna zinterpretowaé czysto
geometrycznie jako dodawanie wektorow. Przy ustalonych poczatkowych pedach
promien kota i potozenia punktéw A i B nie zmieniajg si¢, natomiast punkt C' moze
swobodnie wedrowaé po okregu. Rozwazmy szczegbélowo przypadek, gdy jedna

z czastek spoczywa (np. ta o masie mo). Zatem |OB| = =28 = jiu i odcinek OB

pokrywa si¢ z promieniem okregu. Wektor A—B> pokrywa sie, oczywiscie, z pedem
czastki o masie my przed zderzeniem. W zaleznoéci od stosunku mas punkt A moze
leze¢ wewnatrz lub na zewnatrz okregu, jak na rysunku 4. Po zderzeniu obie czastki
doznaja odchylenia od kierunku pierwotnego ruchu czastki-pocisku, danego przez
katy 61 i 0. W ukladzie $rodka masy kat srodkowy x
wyznacza kierunek, pod jakim zostaje rozproszona
nadlatujaca czastka. Ciekawym ¢wiczeniem dla Czytelnika
moze by¢ przekonanie sie na podstawie tych rysunkow, ze
katy 61 i f2 moga by¢ wyrazone przez kat x:

mi1<msg

Rys. 4. Zderzenie pocisku ze spoczywajacg czastka.

Mo Sin Y

tgy = —————
&%1 my + mocosy’ 2

Ponadto zauwazmy, ze kat rozrzutu czastek 61 + 6
moze by¢ mniejszy lub wigkszy od 7/2, w zaleznosci
od stosunku mas. Rozpraszanie do tytu odpowiada
réwnosci xy = .

mi>mso
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Na deser zostawmy kilka pytan/propozycji do zabawy:
1. Dla jakiej wartosci kata y czastka pierwotnie

spoczywajaca bedzie miala najwicksza energie? Jaka
bedzie jej wartosé, jesli energia czastki padajacej

wynosi E?

2. Dla my < mg predkos¢ pierwszej czastki po zderzeniu
moze mie¢ dowolny kierunek. Jaka jest maksymalna
warto$¢ kata 6.y (Wyrazona przez masy czastek)

w przypadku mq > mo?

Pokazalidémy, ze zjawiska mechaniczne zderzen cial moga mie¢ bardzo tatwa
interpretacje geometryczna, a tworzenie takich diagramoéw jest samo w sobie
interesujace. Szczegdlnie prosto mozna za pomocs tego narzedzia ustala¢ pewne
zalezno$ci miedzy wielkodciami mierzonymi w ukladzie $rodka masy a ich
odpowiednikami w uktadzie laboratoryjnym.

3. Pod jakim katem rozbiegaja sie czastki w przypadku
rownych mas? Jakie sa wtedy 67 1 627

4. Ambitniejsze zadanie: jak przettumaczyé
przedstawione schematy na przypadek zderzen
niesprezystych, gdy zderzenie charakteryzuje pewien
wspOlezynnik strat energii (W' = —ou, 1 > a > 0)?

5. I jeszcze jedno zadanie dla odwaznych. Jak zmienia
sie wyniki omawiane w tym artykule, jesli uwzglednié
efekty relatywistyczne?

Nier6wnos¢ Schwarza a fizyka czastek elementarnych

Ogélniej,
n n n

()
E TiYi <

i=1

Uktad $rodka masy (w skrécie SM)
to taki uklad odniesienia, w ktérym
caltkowity ped ukladu wynosi 0.

Calkowita energia czastki o masie m

i pedzie p wynosi E = 4/ (mc?)2 + (pc)?.

USM

SM LAB

Gdy czastka i uktad poruszaja sie
tylko wzdluz osi z (tak jak w naszym
przypadku), to transformacja Lorentza
energii i pedu méwi, ze

{ E=~(E* + 8p°),

p=7(p" —BE/c),

gdzie wielkoéci z gwiazdka odnoszg si¢ do
uktadu $rodka masy, a bez gwiazdki do
uktadu LAB.
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Czytelnik z pewno$cia zetknal sie z tytulowa nieréwnoscia Schwarza, ktora
w najprostszym przypadku méwi, ze dla liczb rzeczywistych x1, x2, y1, y2 zachodzi

(*) T1y1 + 22y2 < V2t + 23V 7 + 43

Interpretacja geometryczna jest jasna. Chodzi o to, ze iloczyn skalarny

dwéch wektoréw x = [21, 2], ¥ = [y1,y2] na plaszczyznie, ktéry wynosi

X -y = x1Yy1 + T2yo, nie przekracza iloczynu ich dlugosci, bowiem mozna wartos¢
iloczynu skalarnego obliczy¢ takze jako |x||y|cos <(x,y).

Czesto twierdzenia matematyczne maja takze przyjemna interpretacje fizyczna
(np. wiele twierdzen z rachunku rézniczkowego i catkowego). Okazuje sie, ze
nieréwnosé¢ Schwarza (%) jest zaszyta, jak za chwilke zobaczymy, dosy¢ gleboko
w elementarnych prawach mikroswiata i relatywistycznych predkosci.

Rozwazmy czastke elementarna c, ktora rozpada sie na dwie czastki a i b,
poruszajace si¢ w przeciwne strony w ich ukladzie srodka masy (np. kaon
rozpadajacy sie na pare pionéw K° — 7+ + 7). Wobec tego, ze czastka ¢
spoczywa, jest intuicyjnie jasne, ze masy czastek spelniaja nieréwnosé

Me 2 Mg + My
Rzeczywiscie, analizujac bilans energii w ukladzie srodka masy, stwierdzamy, ze
energia ukladu przed reakcja wynosita m.c?, po reakcji za$

By + By = V/(mac?)? + (p50)? + v/ (msc?)? + (pj0)? > mac® + mpc?,

skad
(1)

Ale jak wyglada sytuacja z naszej perspektywy, czyli w ukladzie laboratorium
(w skrécie LAB)? Z transformacji Lorentza mamy

(2) Eo + By =(E; + Bpy) +(E; + Bpy) =
=(E; + Ep) +8(p; +pp) = v(E; + Ep),
bowiem z definicji ukladu SM mamy p} + p; = 0, przy czym tradycyjnie oznacza

sie vy = 1/+/1 — (32, 8 = vgm/c. Patrzac na nieréwnosé (1), widzimy, ze jej
prawa strona jest wyrazona wielko$ciami znanymi w LAB, lewa zas mozemy tak
wyrazié, korzystajac z powyzszego rachunku (2). Dostajemy

mec? = E'+E; > Mec® + mpc?.

2 * * 1 Usm 2
(ma+ ) < By + B = ~(Bat ) = /1~ (B4) (B + By),
wigc pozostaje obliczyé vsn /c. Znowu wystarczy skorzystaé z relatywistycznej
transformacji energii i pedu (tyle ze teraz w druga strone, od wielkosci z SM
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