Najmocniejsze twierdzenie stereometrii — zadania
1. (RUS 2003) Sfera wpisana w czworo$cian ABCD jest styczna do $ciany ABC w punkcie P, a sfera dopisana
do czworoécianu ABCD jest styczna do $ciany ABC w punkcie Q. Dowiesé, ze /BAP = /CAQ.

2. (OM 59-1-8) Dany jest ostrostup czworokatny ABCDS o podstawie czworokata wypuklego ABCD. Sfera
wpisana w ten ostrostup jest styczna do Sciany ABCD w punkcie P. Dowies$¢, ze ZAPB + /CPD = 180°.

3. (OM 26-1II-5) Dowiesé, ze jesli w wielodcian wypukly mozna wpisaé¢ kule i kazda sciane tego wieloScianu po-
malowac na jeden z dwbch koloréw tak, ze kazde dwie Sciany majace wspolna krawedz sa réznych kolordéw, to suma
pdl jednego koloru jest réwna sumie pdl drugiego koloru.

4. (RUS 1986) Czworoscian ABXY jest opisany na sferze. Punkty A i B sa ustalone, a punkty X i Y poruszaja
sie. Udowodni¢, ze suma /JAXB+ /XBY + /BY A+ /Y AX jest stala.

5. Wykazaé, ze dla czworo$cianu ABC D nastepujace warunki sa rownowazne:
a) sfera wpisana jest styczna do $ciany ABC w $rodku okregu wpisanego,
b) sfera dopisana jest styczna do $ciany ABC w $rodku okregu wpisanego,

¢) LABD =/CBD, /BCD = /ACD, /CAD = /BAD.

6. (KLUB 44 - 574) W pewnym czworoScianie wszystkie sfery dopisane sa styczne do $cian czworodcianu w
srodkach okregéw wpisanych w te Sciany. Udowodnié, ze czworoscian ten jest foremny.

7. (RUS 1997) Sfera wpisana w czworoscian jest styczna do jednej ze $cian w $rodku okregu wpisanego w nia, do
drugiej w jej ortocentrum, a do trzeciej w jej srodku ciezkosci. Dowies¢, ze czworoscian ten jest foremny.

8. Sfera wpisana w czworoscian jest styczna do jednej ze $cian w jej ortocentrum, do drugiej w jej Srodku ciezkosci,
a do trzeciej w punkcie Torricellego. Dowiesé, ze czworoscian ten jest foremny.

Uwaga: Punkt T, lezacy wewnatrz tréjkata ABC)| jest punktem Torriciellego trojkata ABC, jesli LZATB = /BTC =
LCTA =120°.

9. (OM 57-I11-5) Dany jest czworoscian ABCD, w ktérym AB = CD. Sfera wpisana w ten czworoscian jest
styczna do Scian ABC' i ABD odpowiednio w punktach K i L. Dowies¢, ze jezeli punkty K i L sa srodkami ciezkosci
Scian ABC' i ABD, to czworoscian ABCD jest foremny.

10. (USA 1980) Sfera wpisana w czworoécian jest styczna do kazdej ze $cian w $rodku cigzkosci. Dowiesé, ze
czworoscian ten jest foremny.

11. (BUL 1981) Sfera wpisana w czworoscian jest styczna do trzech $cian w ortocentrach. Dowiesé, ze czworo$cian
ten jest foremny.



Rozwigzania

1. (RUS 2003) Sfera wpisana w czworo$cian ABCD jest styczna do Sciany ABC w punkcie P, a sfera dopisana
do czworo$cianu ABCD jest styczna do $ciany ABC w punkcie Q. Dowie$é, ze /BAP = /CAQ.

Rozwigzanie. Niech K i L beda punktami stycznosci sfery wpisanej w czworoécian ABCD odpowiednio do $cian
ABD i ACD, a M i N beda punktami stycznosci sfery dopisanej stycznej do $ciany ABC' odpowiednio z plasz-
czyznami ABD i ACD. Tréjkaty AKM 1 ALN sa przystajace, skad wynika, ze /KAM = /LAN. Z przystawania
par tréojkatéw BAP i BAK, BAQ i BAM, CAP i CAL, CAQ i CAN otrzymamy kolejno, ze

/BAP = /BAK, [/BAQ= /BAM, [(CAP = /(CAL, /CAQ = (CAN.

W takim razie
[/BAP + /BAQ = /KAM = /LAN = /CAP + LCAQ.

To w polaczeniu z
/BAP+ /CAP = /CAB = /BAQ + /CAQ

daje réwno$é¢ /BAP = /CAQ.

Uwaga. Prawdziwe sa tez rownosci ZABP = /CBQ i /ACP = /BCQ. Punkty P i @ sa wiec punktami izo-
gonalnymi w tréjkacie ABC'. Najslynniejsza para punktéw izogonalnych to érodek okregu opisanego i ortocentrum
(przyklad 2 w artykule byl wiec szczegdlnym przypadkiem tego zadania).

2. (OM 59-1-8) Dany jest ostrostup czworokgtny ABCDS o podstawie czworokgta wypukliego ABCD. Sfera wpi-
sana w ten ostrostup jest styczna do Sciany ABCD w punkcie P. Dowiesé, ze /APB + /CPD = 180°.

Rozwigzanie. Niech K, L, M, N beda punktami stycznosci sfery wpisanej w dany ostrostup odpowiednio ze
$cianami ABS, BCS, CDS, DAS. Zachodza réwnoséci /AKS = /ANS, /BLS = /BKS, /\CMS = /CLS,
/DNS = /DLS oraz /APB = /AKB, /BPC = /BLC, /CPD = /CMD, /DPA = /DMA. Korzy-
stajac z tego, ze sumy katéw plaskich o wierzchotkach w punktach K, L, M, N wynosza po 360° otrzymamy
/APB+ /CPD = /BPC+ /APD, skad /APB + /CPD = 180°.

3. (OM 26-11-5) Dowiesé, ze jesli w wieloscian wypukly mozna wpisaé kule i kazdg $ciane tego wieloScianu
pomalowaé na jeden z dwich kolorow tak, zZe kazde dwie $ciany majgce wspdlng krawedZ sq¢ réznych koloréw, to
suma pol jednego koloru jest rowna sumie pol drugiego koloru.

Rozwigzanie. Przyjmijmy dla wygody, ze wieloScian pomalowano na bialo i czarno. Rozpatrzmy dowolng krawedz
AB i przyjmijmy, ze dwie Sciany schodzace sie w tej krawedzi sg styczne do kuli wpisanej w punktach P i Q.
Trojkaty ABP i ABQ sa przystajace - maja wiec rowne pola. Z drugiej strony tréjkaty te leza na sasiadujacych
Scianach, a wiec sa pomalowane na dwa rézne kolory (jeden z nich nazwijmy bialym, a drugi czarnym). W ta-
kim razie suma pdl $cian bialych jest réwna sumie pdl tréjkatéw bialych (po wszystkich krawedziach), co jest z
kolei réwne sumie pél trojkatéw czarnych (tez po wszystkich krawedziach), a to jest réwne sumie pdl Scian czarnych.

4. (RUS 1986) Czworoscian ABXY jest opisany na sferze. Punkty A i B sq ustalone, a punkty X i Y poruszajq
sie. Udowodnié, ze suma /AXB+ /XBY + /BY A+ /Y AX jest stala.

Rozwigzanie. Niech P, Q, R, S beda punktami stycznoéci sfery wpisanej w czworoécian ABXY odpowiednio do
$cian ABX, ABY, BXY, AXY. Mamy

LAYB+ (YBX + /BXA+ /XAY = (AYB+ /(RBY + /RBX + /BXA+ /SAX + /SAY =

=/AYB+ /QBY + /PBX + /BXA+ /XAP+ /YAQ =
=180° - /QBA — /QAB +180° — /PAB — /PBA = /APB + /AQB.

Ostatnia wielko$¢ nie zalezy od punktéw X 1Y, co dowodzi tezy.



5. Wykazaé, zZe dla czworoscianu ABCD nastepujoce warunki sq réwnowazne:
a) sfera wpisana jest styczna do $ciany ABC w $rodku okregu wpisanego,
b) sfera dopisana jest styczna do $ciany ABC w Srodku okregu wpisanego,

¢) LABD = /CBD, /BCD = /ACD, /CAD = /BAD.

Rozwigzanie. a)< ¢)
Niech I, K, L beda punktami stycznosci sfery wpisanej w czworoscian ABCD odpowiednio ze $cianami ABC),
BCD, ABD. Zauwazmy, ze

/ABI = /ABL, (CBI=/CBK, /BKD=/BLD.
Mamy
/ABI = /CBIl & /ABL=/CBK < /ABL+ (DBL=/CBK + /DBK < /ABD = /CBD.

Przeprowadzajac to samo rozumowanie dla punktéw A i C' dostaniemy a) < c).

b)& ¢)

Niech I, M, N beda punktami stycznosci sfery dopisanej do czworoscianu ABCD odpowiednio ze $ciang ABC' i
plaszczyznami BC'D, ABD. Zauwazmy, ze

/ABI =/ABN, (CBI=/CBM, (BMD=/BND.
Mamy
/ABI = /CBI < /ABN = /CBM < /ABN + /DBN = /CBM + /DBM < /ABD = /CBD.

Przeprowadzajac to samo rozumowanie dla punktéw A i C' dostaniemy b) < ¢).

6. (KLUB 44 - 574) W pewnym czworoscianie wszystkie sfery dopisane sq styczne do $cian czworodcianu w
Srodkach okregow wpisanych w te Sciany. Udowodnié, zZe czworo$cian ten jest foremny.

Rozwigzanie. Korzystajac z poprzedniego zadania dla sfer stycznych do scian ABC i BC'D dopisanych do czworo-
$cianu ABC'D otrzymamy, ze wszystkie katy plaskie przy wierzchotku B maja réwng miare - 8. To samo stwier-
dzimy dla wierzchotkéw A, C, D - oznaczmy wspélne miary odpowiednio przez «, v, §. Patrzac na sumy katow
w tréjkatach ABC i ABD dostaniemy v = ¢§. Analogicznie udowodnimy, ze o = § = v = §, co w polaczeniu z
a+ B+ v = 180° oznacza, ze wszystkie katy ptaskie czworoscianu sg rowne 60°.

7. (RUS 1997) Sfera wpisana w czworodcian jest styczna do jednej ze $cian w $rodku okregu wpisanego w nig, do
drugiej w jej ortocentrum, a do trzeciej w jej Srodku ciezkoSci. Dowie$é, Ze czworoscian ten jest foremny.

Rozwigzanie. Przyjmijmy, ze sfera wpisana w czworoscian ABCD jest styczna do Sciany ABC w $rodku okregu
wpisanego I, do sciany BC'D w ortocentrum H, a do Sciany AC'D w érodku ciezkosci G.

W takim razie /BAI = /CAI = o, /ABI = /CBI = 3, /BCI = /ACI = ~. Z przystawania trojkatow
BIC i BHC wynika teraz, ze /CBH = (i /BCH = ~. Skoro punkt H jest ortocentrum tréjkata BCD, to
/CDH =/CBH =f3, /BDH = /BCH =~ oraz /DBH = /DCH = .

Tréjkaty AIC i AGC sa przystajace, skad /CAG = LCAI = ai LACG = LACI = ~. Przystawanie tréjkatéw
CGD i CHD pozwala zas napisaé, ze /DCG = /DCH = « oraz /CDG = /CDH = (3. Przyjmujac, ze X jest
srodkiem krawedzi AC stwierdzamy, ze ZDXC = 90° (gdyz /LXCD+ /XDC = 3+ a+v =90°). Prosta DX jest
wiec osig symetrii trojkata ADC, skad natychmiast wynika, ze

[ADG = /CDG =3, (DAG=/DCG=«a oraz «a=r.

Punkt G jest wiec jednoczeénie srodkiem cigzkosci i okregu wpisanego w trojkat AC' D, skad natychmiast wynika,
ze

a=p=~vy=30°
Stad otrzymujemy, ze trojkaty ABC, BCD, ACD sg réwnoboczne, a wiec czworo$cian ABC'D jest foremny.



8. Sfera wpisana w czworoscian jest styczna do jednej ze Scian w jej ortocentrum, do drugiej w jej Srodku ciezko$ci,
a do trzeciej w punkcie Torricellego. Dowiesé, Ze czworo$cian ten jest foremny.

Uwaga: Punkt T, leZgcy wewngtrz trojkgta ABC, jest punktem Torriciellego, jesli /ATB = /BTC = [CTA =
120°.

Rozwigzanie. Przyjmijmy, ze sfera wpisana w czworoscian ABC D jest styczna do $ciany ABC w punkcie Torriciel-
lego T', do Sciany BC'D w ortocentrum H, a do Sciany AC'D w srodku cigzkosci G.

Otrzymujemy wiec /BHC = /BHD = /CHD = 120°, skad natychmiast wynika, ze /BDC = /BCD =
/CBD = 60°, a wiec trojkat BC'D jest rownoboczny.

Analogicznie dostaniemy /AGC = /AGD = /CGD = 120°. Niech X bedzie srodkiem krawedzi AC. Mamy
LAGX = 60° = /CGX. Prosta GX jest wiec jednoczesnie srodkowa i dwusieczna w trojkacie AGC. W takim
razie AG = CG i GX 1L AC. Stad AD = CD. Podobnie pokazemy, ze AD = AC' i w konsekwencji tréjkat ACD
jest réwnoboczny.

Zatem AC = BC i LACB = /ACT + /BCT = /ACG + /BCH = 30° + 30° = 60°. Trojkat ABC' jest wiec
réwniez réwnoboczny. W takim razie czworoScian ABCD jest foremny.

9. (OM 57-I11-5) Dany jest czworoécian ABCD, w ktérym AB = CD. Sfera wpisana w ten czworoscian jest
styczna do $cian ABC' i ABD odpowiednio w punktach K i L. Dowiesé, ze jezeli punkty K i L sq Srodkami ciezkoSci
scian ABC i ABD, to czworoscian ABCD jest foremny.

Rozwigzanie. Oznaczmy przez s sfere wpisang w czworo$cian ABCD. Rozpoczniemy od wykazania, ze tréjkaty
ABC i ABD sg przystajace.

Niech E bedzie érodkiem krawedzi AB. Poniewaz K i L sa punktami stycznoéci sfery s do czworo$cianu ABCD,
to AK = AL i BK = BL, skad wynika, ze trojkaty AKB i ALB sa przystajace. Ich srodkowe KFE i LE maja
jednakowa dlugosé, skad CE=3-KE=3-LE = DFE. Ale

(CEB=/KEB=/LEB=/DEB,

wiec trojkaty BEC 1 BED sa przystajace.

Analogicznie dowodzimy, ze trojkaty AEC i AED s przystajace. Zatem trojkaty ABC 1 ABD sa przystajace.

Stad i z przykladu 1 (patrz artykul) otrzymujemy /BKC = /BLD = /AKC. To za$ oznacza, ze odcinek
KF jest jednoczesnie $rodkowa i dwusieczna w tréjkacie AK B, wiec KFE1 AB. Trojkaty ABC i ABD sa zatem
rownoramienne. Stad AC' = BC = AD = BD.

Dalej rozumowanie poprowadzimy dwoma sposobami.

Sposcb 1

Uwzgledniajac warunek AB = CD stwierdzamy, ze tréjkaty ABC i CBD sa przystajace, skad /CBD = /ACB.
Niech M bedzie punktem stycznosci sfery s ze $ciana BC'D. Wtedy /CBM = /CBK oraz /DBM = /DBL =
/CBK. W takim razie /BCK = %ZACB = %AC’BD = /CBM = /CBK. Zatem BK = CK, skad réowniez
AB = AC. To konczy dowdd.

Sposob IT

Uwzgledniajac warunek AB = C'D stwierdzamy, ze trojkaty ABC i DBC sg przystajace. Oznaczajac przez P
i @ $rodki krawedzi BC i AD dostajemy stad AP = DP. To oznacza, ze PQLAD. Analogicznie udowodnimy, ze
PQLBC.

Rozpatrzmy przeksztalcenie bedace obrotem o kat 180° wokél prostej PQ. W wyniku tego przeksztalcenia
czworo$cian ABCD przechodzi na siebie, a wiec sfera s tez musi przejsé na siebie. Ponadto Sciany ABC i ABD
przechodza odpowiednio na $éciany DCB i DCA, a zatem $rodki ciezkosci $cian DCB i DCA pokrywaja sie z
punktami stycznosci sfery s do écian DCB i DCA.

Analogicznie jak wyzej wykazujemy, ze AB = BD = DC = CA, skad wnioskujemy, ze wszystkie krawedzie
czworo$cianu ABCD sg réwnej dtugosci. To oznacza, ze czworo$cian ABCD jest foremny.

10. (USA 1980) Sfera wpisana w czworoscian jest styczna do kazdej ze Scian w $rodku ciezkosci. Dowie$é, Ze
czworo$cian ten jest foremny.

Rozwigzanie. Tak jak w poprzednim zadaniu, dowodzimy, ze jesli sfera wpisana w czworo$cian ABCD jest styczna
do Scian ABC i ABD w $rodkach ciezkosci, to AC = BC = AD = BD. Robiac to samo dla tréjkatéw ABC' i
BCD dostaniemy AB = AC = BD = CD, skad bezposrednio wynika teza.



11. (BUL 1981) Sfera wpisana w czworoscian jest styczna do trzech Scian w ortocentrach. Dowiesé, Ze czworoscian
ten jest foremny.

Rozwigzanie. Zaldézmy, ze sfera wpisana w czworo$cian ABCD jest styczna do $cian ABC i ABD odpowiednio w
punktach K i L, ktére sa ortocentrami tych écian. Wykazemy, ze AC = AD = BC = BD.
Tréjkaty AKB 1 ALB sa przystajace. Niech K’ i L' beda odpowiednio punktami przeciecia si¢ prostych AK z
BC i AL z BD. Wtedy
/ABC = /ABK' = /ABL' = /ABD.

Analogicznie /BAC = /BAD. Tréjkaty ABC 1 ABD sg wiec przystajace. Korzystajac teraz z przykladu 1 (patrz

artykul) dostaniemy
/ABC =180° — /AKC =180° — /BLC = /BAD = /BAC.

Zatem trojkaty ABC i ABD sa trojkatami przystajacymi réwnoramiennymi. Stad AC = AD = BC = BD.

Przyjmijmy bez straty dla ogdlnosci, ze sfera wpisana jest tez styczna do $ciany BC'D w ortocentrum. Przepro-
wadzajac analogiczne rozumowanie jak poprzednio dostaniemy AB = BD = AC = CD, skad wraz z poprzednia
rownoscia wynika teza.



